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本 书 是 针对 “数值 分 析 "“ 计 算 方 法 “数值 分 析 与 算法 "等 课程 编写 的 教材 ,主要 面向 现 工 科大 学 信 

息 科学 与 技术 各 专业 以 及 信息 与 计算 科学 专业 的 本 科 生 .本 书 内 容 包括 数值 计算 基础 , 非 线性 方程 的 数值 

解法 .线性 方程 组 的 直接 解法 与 迭代 解法 . 抢 阵 特征 值 与 特征 向 基 的 计算 、 数 值 逼 近 与 猫 值 、. 数 值 积分 方 

法 、 常 微分 方程 初 值 问 题 的 解法 以 及 数值 算法 与 应 用 的 知识 , 本 书 涵 瘟 了 数值 分 析 .矩阵 计算 领域 姑 基 本 、 

最 常用 的 一 些 知 识 与 方法 ,在 算法 及 应 用 方面 增加 了 一 些 较 新 的 内 容 . 在 叙述 上 朵 注 重 理论 的 严谨 迟 ,又 

强调 方法 的 应 用 背景 . 算 涉 设计 以 及 不 同方 法 的 对 比 . 每 章 配 备 了 应 用 实例 .算法 背后 的 历史 .评述 等 子 栏 

目 , 书 末 附 有 术语 索引 . 对 常用 算法 给 出 了 简明 的 算法 坊 码 描述 ,在 附录 中 还 包括 了 MATLAB 软件 的 简 

介 ,便于 读者 进行 上 机 编程 实 能 . 

本 书 适 合作 为 高 年 级 森 科 生 或 研究 生 的 教材 ,也 可 供 从 事 科 学 与 工程 计算 的 科研 人 员 矢 考 . 
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“数值 分 析 "? 或 “计算 方法 ?是 理工 科大 学 各 专业 普遍 开设 的 一 门 课 程 , 其 内 容 主 要 包括 
有 关 数 值 计 算 (numerical computing) 的 理论 与 方法 . 数值 计算 , 近 些 年 来 也 被 称 为 科学 计算 

(scientific computing) ,是 当今 科学 研究 的 三 种 基本 手段 之 一 , 它 是 计算 数学 .计算 机 科学 

与 其 他 工程 学 科 相 结合 的 产物 . 随 着 计算 机 技术 的 发 展 与 普及 日 益 受 到 人 们 的 重视 ,尤其 是 

近 才 年 来 ,科学 技术 乏 渐 发 展 进 人 “纳米 时 代 ”“ 互 联网 时 代 ”, 各 种 高 科技 领域 产生 出 大 量 
高 复杂 雇 的 计算 问题 ,使 得 发 展 .推广 数值 计算 变 得 空前 重要 . 

本 书 的 主要 内 容 与 一 般 的 “数值 分 析 ?” 教 材 基本 一 致 ,但 比较 罕 出 算法 设计 与 实际 应 用 ， 

强调 通过 理论 联系 实际 提高 学 生 的 实践 能 力 . 为 此 ,本 书 在 数值 软件 与 程序 资源 方面 做 了 较 

多 介绍 ,同时 结合 MATLAB 软件 对 一 些 较 新 的 算法 与 实用 技巧 进行 讨论 . 由 于 主要 面向 信 
息 科 学 与 技术 有 关 专 业 的 本 科 生 ,本 书 在 编写 细节 上 力求 敌 到 以 下 几 点 : 

1. 对 数学 理论 的 介绍 尽量 简明 扼要 尽量 用 形象 的 方式 解释 数学 中 的 一 些 概念 与 理 

论 ,通过 定理 总 结 重要 的 结论 . 在 不 失 严 遵 性 的 前 提 下 ,省略 部 分 定理 的 证 明 , 取 出 代 之 的 是 
进行 直观 的 和 解释、 验证. 局 时 ,阐明 有 关 数 学 理论 的 意义 与 用 途 . 

2. 强调 算法 的 实际 应 用 与 分 析 比 较 . 对 大 多 数 算 法 ,采用 程序 伪 码 的 形式 加 以 描述 , 同 

时 分 析 其 时 间 .空间 复杂 庶 . 说 明 算 法 实际 应 用 中 的 细节 问题 ,对 几 个 较 新 的 实用 算法 还 结 

合 MATLAB 源 程 序 加 以 介绍 , 通过 “应 用 实例 ? 子 栏目 以 及 对 MATI.AB 相关 命令 的 介绍 ， 
突出 算法 移 实 际 应 用 . 

3. 从 读者 的 角度 出 发 增强 可 读 性 与 实用 性 . 尽量 用 图 . 表 等 形象 的 方式 对 概念 . 班 象 进 

行 解释 , 书 末 附 有 术语 索引 ,便于 查阅 . 每 章 编写 了 “算法 背后 的 历史 ” 子 栏目 , 塔 强 阅 读 的 趣 
RPE. 通过 附录 介绍 MATLAB 的 基本 知识 ,在 正文 中 的 “应 用 实例 ”和 部 分 例题 中 也 给 出 了 
MATLAB 源 程 序 , 读 者 可 根据 它们 动手 实践 

4. 在 内 容 编排 上 有 利于 教学 . 根据 知识 的 相关 性 安排 各 章 ,使 得 数值 线性 代数 (矩阵 计 

等) 的 内 容 集 中 出 现在 第 3 章 到 第 6 竟 的 前 半 部 分 ,这 样 的 安排 也 能 适合 从 第 1 章 到 第 8 章 
的 学 习 大 序 . 在 每 竟 的 “评述 ?部 分 列 出 主要 知识 点 ,便于 学 生 复 习 , 疝 其 他 评述 内 容 有 FS 
感 兴趣 的 读 考 深信 学 习 有 关 知 识 , 每 章 给 出 上 机 实习 题 ,附录 中 提供 部 分 习题 的 答案 . 

学 习 数 值 分 析 与 算法 ,不 但 要 掌握 基本 的 理论 与 方法 ,还 必须 通过 计算 机 编程 实践 来 进 

一 步 理 解 有 关 算 法 及 其 理论 . 本 书 提倡 使 用 MATLAB 软件 来 实现 算法 .解决 实际 应 用 问 
题 ,主要 基于 如 下 理由 : (1)MATLAB 本 髓 是 一 种 科学 计算 环境 ,其 数值 计算 功能 强大 ,已 

被 广泛 用 于 求解 科学 工程 中 的 计算 问题 ; (27)MATLAB 具有 丰富 的 数学 落 数 ,在 学 习 理 解 
有 关 教 学 内 容 时 可 直接 使 用 它们 ,例如 在 MATLAB 中 执行 命令 x 一 ANb 可 方便 地 求解 最 

小 二 乘 问题 或 线性 方程 组 ; (3?MATILAB 体现 了 当前 科学 计算 的 发 展 趋势 ,例如 尽量 使 用 

向 基 运 算 而 不 是 用 循环 , 则 时 提供 丰富 的 图 形 工具 ,易于 对 计算 结果 进行 可 视 化 ; 
《4)MATLAB 编程 语言 语法 简洁 .易于 掌握 ,可 节省 编程 实验 时 间 . 

本 书 作 者 十 多 年 来 一 直 从 事 数 值 算法 与 软件 的 科研 下 作 , 2005 年 开始 在 清华 大 学 计 

等 机 系 主讲 数值 分 析 与 算法 的 有 关 课 穆 十 余 次 ,本 书 是 对 近 几 年 教学 工作 的 一 个 总 结 .在 编 
“J.



 

写本 书 的 过 程 中 ,作者 认真 参考 借鉴 了 十 九 种 较 新 的 国内 外 优秀 教材 ,力争 在 理论 与 实践 相 

结合 .反映 学 笠 发 展 前 沿 以 及 适合 中 国 大 学 教育 等 方面 取得 好 的 效果 ,从 而 适应 时 代 发 展 对 

本 书 适合 于 48 个 学 时 或 者 更 多 学 时 的 教学 安排 . 为 了 方便 教学 内 容 的 取舍 ,对 于 难度 

较 大 或 者 赵 出 传统 教学 大 纲 的 较 新 内 容 , 在 日 录 中 以 "* " 寻 进 行 了 标记 . 每 章 最 后 包含 "有 
区 数值 软 件 ” 等 扩展 性 的 内 容 ,可 供 感 兴趣 药 学 生 课 后 阅读 . 

下 图 显示 了 各 章 主要 内 容 的 依赖 关系 ,其 中 第 1 章 是 基础 ,后 续 各 章 都 会 用 到 有 关 知 

识 . 对 于 后 续 各 章 , 授 课 教 师 可 根据 实际 情况 适当 调整 顺序 . 应 注意 ,第 2 意 中 " 非 线性 方程 
组 ”的 内 容 依 束 于 第 3 章 的 部 分 知识 ,而 其 他 部 分 的 依 态 关系 基 本 上 与 章节 前 后 顺序 一 致 . 

第 1 章 数值 计算 导论 
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在 编写 本 教材 的 过 程 中 ,得 到 了 许多 本 科 生 、 研 究 生 的 支持 . 白 如 六 编 写 了 附录 B 的 初 

稿 , 朱 到 才 编写 了 部 分 “算法 背后 的 历史 ”栏目 , 程 康 , 翟 医 亚 、 汤 启明 . 张 青 青帮 助 做 了 部 分 
文字 输入 和 格式 修改 工作 , 袁 伸 达 与 何 酌 多 次 担任 课程 助教 ,对 教学 工作 的 改进 做 了 很 大 贡 

献 . 本 书稿 在 2011 年 春季 学 期 清华 大 学 的 "数值 分 析 " 课 上 进行 了 试用 , 收 到 了 选课 学 生 的 
诸多 反馈 ,在 此 -- 并 表示 感谢. 在 作者 讲授 “数值 分 析 ” 课 程 之 初 ,使 用 了 王 洋 抽 教授 的 课程 
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出 的 宝贵 意见 和 付出 的 辛勤 劳动 . 

数值 计算 领域 宽广 .博大 精深 ,编写 本 书 是 一 个 小 小 的 尝试 ,希望 有 助 于 刚刚 接触 这 个 

领域 的 读者 打 好 基础 .产生 兴趣 ,起 到 "抛砖引玉 ”的 作用 . 由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 难免 还 存 
在 不 妥 与 错误 之 处 , 诚 悬 地 希望 读者 提出 宝 惧 意见 . 

喻 文 健 

yu-wj@tsinghua, edu, en 

清华 大 学 计算 机 科学 与 技术 系 

2011 年 8 月 于 清华 园
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第 1 章 数值 计算 导论 

本 章 先 简单 介绍 数值 计算 的 背景 ,再 讨论 数值 计算 误差 的 有 关 概 念 ,以 及 影响 结果 准确 

度 的 各 种 因素 ,然后 结合 计算 机 肖 点 运算 系统 分 析 舍 人 误差 现象 ,最 后 给 出 减少 信人 误差 的 
若干 建议 . 

1.1 概 述 

1.1.1 数值 计算 与 数值 算法 

数值 计算 人 numerical computing) 是 在 理工 类 各 学 科 专 业 中 广泛 运用 的 一 项 技术 ,多 年 

来 在 我 国 高 等 教育 培养 体系 中 受 刘 重 闹 ,讲授 数值 计算 有 关 知 识 的 “数值 分 析 ”," 计 算 方 法 ” 

课程 也 逐渐 成 为 各 专业 的 必修 课 或 重要 选修 课 , 近 些 生来 ,计算 机 科学 与 技术 发 展 迅 速 , 计 

APEMAAR LH AE PRTRON CR. 在 这 种 情 襄 下 ,数值 计算 与 计算 桃 的 联系 变 

得 更 为 密切 ,其 应 用 也 日 益 广 泛 . somes says 
AH AR ot EE 5 HE LPB 3 

学 科 . 图 1-1 显示 了 多 个 学 科 经 过 发 展 \ 融 合 ,形成 应 用 数学 实验 /工程 科学 
“数值 计算 ”方向 的 过 程 . 为 了 突出 数值 计算 在 各 种 -人 一 二 
科学 与 工程 问题 中 的 应 用 以 及 它 作为 计算 机 学 科 一 。/” 。 计算 歼 学 计算 科学 与 工程 、\ 
部 分 的 重要 性, 近年 来 也 将 它 称 为 科学 计算 SY ¢ A 
(scientific computing). a 数值 计算 ue 

与 数值 计算 联系 紧密 的 一 个 研究 方向 是 高 性 

能 计算 , 它 的 研究 对 象 是 高 性 能 的 计算 机 硬件 体 

系 结构 及 其 应 用 ,包括 并 行 计算 机 ,并行 算法 等 内 

容 . 事实 上 ,在 高 性 能 计算 的 应 用 中 ,数值 计算 占有 相当 重要 的 地 位 . 

与 计算 轴 学 科 的 其 他 方向 不 同 , 数 值 计 算 中 的 问题 和 方法 有 其 鲜明 的 特点 . 它 主要 处 

理 连 续 物 理 量 , 例 如 时 间 .上 距离 .速度 温度 .密度 . 电 庄 、 上 庄 强 、 应 力 等 ,而 不 是 离散 量 . 同时 ， 

数值 计算 涉及 的 问题 很 多 都 是 连续 数学 疝 题 (例如 涉及 求 导 数 、 积 分 或 非 线 性 方程 等 }, 理 论 

上 不 可 能 通过 有 崩 步 计算 出 准确 的 结果 ,因此 求解 过 程 往 往 需 要 做 近似 ,并 通过 有 限 的 选 代 

步 得 到 "充分 接近 准确 解 ” 的 近似 解 . 由 于 计算 机 不 能 精确 表示 所 有 的 实数 ,数值 计算 的 每 

一 步 凡 乎 都 存在 近似 ,因此 估计 ,分 析 计 算 结 果 的 准确 度 非常 重要 . 可 以 将 数值 计算 的 研究 
目标 归纳 为 ,寻找 一 个 能 迅速 完成 的 ( 选 代 ) 算 法 ,同时 估计 计算 结果 的 准确 度 . 

数值 计算 研究 的 核心 内 容 是 数值 算法 的 设计 与 分 析 . 在 计算 机 界 有 名 名言:“ 计 算 机 

程序 一 数据 结构 十 算法 ”, 从 中 可 兄 算 法 的 重要 性 . 算法 又 可 分 为 "数值 算法 ”和 " 非 数值 算 

法 ”, 两 者 有 着 明显 的 区 别 . 数值 算法 用 途 广泛 ,发展 迅速 ,具有 跨 学 科 的 特点 ,而 “ 非 数 值 算 

法 ”的 研究 主要 限于 计算 机 科学 的 范围 内 . 自从 计算 机 问世 以 来 ,算法 对 科学 与 工程 发 展 的 

图 1`1 多 个 学 科 经 过 发 展 . 融 合 ， 

形 戒 数值 计算 研究 方向 

。1 。



  

SERA BH. IEEE EAA SST BPR A aK (Computing in Science & 

Engineering FOE S--RiPR GEM 20 WAS A LAD RESTA RAN 

10 个 算法 ,它们 按时 间 顺 序 依 次 如 下 : 

(1) 1946 年 ,美国 Los Alamos 22 = AY John Von Neumann(?% « 6 {kK 2) .S. Ulam 

AlN. Metropolis 443 Metropolis HIF , ASR -K 3B (Monte Carlo) FY; 

《2) 1947 年 ,美国 兰 德 (RAND) 公 司 的 G， Dantzig 创造 的 解 线性 规划 问题 的 单纯 型 算 

法 (Sirmplex 算法 ); 

(3) 1950 年 ,美国 国家 标准 局 数值 分 析 研 究 所 的 M. Hestenes、 上 .Stiefel 和 C，Lanczos FF 

创 的 KKrylov( 克 雷 洛 夫 ) 子 空间 选 代 法 ; 

(4) 1951 46, BH Oak Ridge Reta ) BR SCH HY A. Householder( ¥ HH RRB) 形 

式 化 的 矩阵 计算 的 分 解 方法 ; 

(5) 1957 46, XE IBM AeA J. Backus 领导 开发 的 下 ortran 最 优 编译 器 算法 ; 

《6) 1959- 1961 年 ,英国 伦敦 Ferranti 公司 的 J]，Francis 发 现 的 计算 矩阵 特征 值 的 稳 

定 算法 , 即 QR 算法 ; 

(7) 1962 年 ,英国 伦敦 Elliott Brothers 公司 的 T Hoeare 提出 快速 排序 算法 , 即 

Quicksort 算法 ， 

(8) 1965 年 ,美国 IBM 公司 Watson 研究 中 心 的 J，Cooiley 和 普林斯顿 大 学 及 AT&T 

公司 贝尔 实验 室 的 ]. Tukey 共同 提出 的 快速 傅 里 叶 变 换算 法 , 即 FFT 算 法; 

(9) 1977 年 ,美国 Brigham Young 大 学 的 H，FRcerguson 和 R。Forcade 提出 的 整数 关 

系 检 测 (integer relation detection) 算 法 ; 

(10) 1987 年 ,美国 隐 鲁 大 学 的 1 Greengard 和 V. Rokhlin 发 明 的 快速 多 极 (fast 

multipole) Bx. 

虽然 完全 理解 这 “十 大 算法 "不 是 件 容易 的 事情 ,但 粗略 看 看 可 以 发 现 , 除 了 第 5. 第 ?7 

和 第 9 个 算法 外 ,其 余 算 法 都 与 数值 计算 关系 密切 . 由 此 可 见 数 值 算法 的 重要 性 和 普遍 性 . 

本 书 将 讨论 最 基础 .应 用 最 广 的 一 些 数值 算法 ,部 分 内 容 也 涉及 这 十 大 算法 . 

1.1.2 数值 计算 的 问题 与 策略 

数值 计算 的 问题 来 自 各 个 科学 和 工程 分 支 ,可 归纳 为 下 述 三 种 情况 ， 

(1) 没有 解析 解 的 数学 癌 题 ， 一 个 简单 的 例子 是 五 次 或 更 高 次 一 元 代数 方程 的 求 

解 , 如 : 

xz5 十 2z 一 3zy 十 47 二 57 一 6 一 0 

根据 阿 贝尔 定理 2 我 们 知道 ,五 次 以 及 更 高 次 代数 方程 没有 通用 的 求 根 公式 . 因此 只 能 采用 

数值 算法 得 到 其 近似 解 . 

《2) 有 解析 解 的 数学 问题 ,但 解析 公式 的 计算 很 复杂 容易 想到 的 例子 是 涉及 e= 、sinz 

等 国 数 的 计算 问题 3 ,因为 将 这 些 函 数 的 计算 转化 为 加 、 减 、 飞 、. 除 运算 时 涉及 无 穷 级 数 , 因 

此 须 采 用 数值 计算 中 的 近似 、 截 断 等 技术 加 以 处 理 . 

人 tha Instifute of Rlestrical angd Electronjes Engineers: 电器 与 电子 下 程 师 学 会 ,是 此 界 上 最 大 的 专业 学 术 组 织 . 

@ 1824 年 ,Abel( 阿 贝多 ?证 明了 次 数 大 于 四 次 的 多 项 式 并 不 部 有 用 初等 运算 及 系数 表示 约 求 要 公式. 

@® FHRMLARRRSAT CHCA RRR RERRRE SAP RRR PEE SRT RAY 

RAY. 
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(32) 在 科学 与 工程 研究 中 模拟 难以 形成 的 实验 条 件 . 这 是 最 常见 ,也 是 最 贴近 应 用 的 

情况 ,被 称 为 数值 模拟 (simulation) 或 计算 机 仿真 . 例如 ,在 天 体 物 理 研 究 中 ,有 些 过 程 是 不 

能 直接 或 者 通过 实验 再 现 的 ,因此 只 能 用 计算 机 建立 有 关 物 理 方 程 的 模型 ,然后 通过 数值 求 

解 这 此 方程 进行 模拟 实验 . 除了 处 理 这 种 用 其 他 手段 雹 法 钥 决 的 问题 外 ,数值 计算 还 被 大 

基 用 于 解决 "常规 "实验 可 以 解决 的 问题 ,其 好 处 是 降低 时 间 和 人 金钱 的 成 本 ,而且 更 安全 ， 例 

如 ,用 数值 计算 模拟 汽车 碰撞 实验 .集成 电路 芯片 投产 前 的 性 能 模拟 等 . 

通过 数值 计算 解决 问题 的 过 程 通常 包括 以 下 几 步 ; 

(1) 根据 相关 学 科 的 背景 知识 建立 数学 模型 ,通常 是 某 种 类 击 的 方程 ; 

《2) 研究 数值 求解 这 个 方程 的 算法 ; 

《3) 通过 计算 机 程序 或 软件 实现 这 个 算法 

(4) 在 计算 机 上 运行 软件 进行 数值 模拟 ; 

《5) 将 计算 结果 几 较 直观 的 方式 输出 ,例如 使 用 计算 机 可 视 化 技术 ; 

(6) 解释 并 确认 计算 结果 ,如 果 需 要 ,调整 参数 后 和 更 复 上 面 的 某 些 或 全 部 步 又 . 

上 述 步骤 中 的 第 (2)、(3) 两 步 是 数值 计算 研究 的 主要 内 容 , 而 数值 计算 的 有 关 知 识 对 设 

计 好 其 他 各 步 都 有 帮助 ， 应 该 强调 的 是 ,上 述 各 步骤 相互 间 紧 密 关 联 ,最 终 计算 结果 的 准确 

性 和 效率 受 这 些 步 又 整体 的 影响 . 此 外 ,问题 的 实际 背景 和 和 要求 也 左右 着 各 步骤 中 方法 的 

选择 . 

数值 计算 处 理 的 问题 还 应 当 是 适 定 的 ， 如果 一 个 数学 问题 的 解 存 在 .唯一 , 且 连 续 上 地 依 

ah F fe) RS PE AN RK SA] Ee 4 Cwell-posed, well-defined). 3% 3“ 4 SE Hh ik Rt -F 

疝 题 的 数据 ? 指 问题 数据 的 微小 改变 不 会 造成 问题 解 的 剧 玖 变化 . 这 个 条 件 对 于 数值 计算 

是 被 其 重要 的 ,因为 数值 计算 以 有 限 字 长 的 计算 机 为 工具 ,计算 过 程 中 数据 药 扰动 总 不 可 避 

免 . 当然 , 绝 大 多 数 科 党 与 工程 问题 也 满足 适 定 条 件 , 只 有 少数 例外 情况 ,例如 上 地震 问 题 的 

计算 模型 ， 在 各 种 适 定 的 数值 计算 问题 中 , 仍 碍 一 些 问题 的 解 对 数据 扰动 是 比较 敏感 的 . 

关于 问题 敏感 性 的 定义 和 讨论 ,将 在 后 面 的 1. 2. 3 小 节 详 细 介绍 ， 

求解 数值 计算 问题 的 一 般 策 略 是 将 复杂 或 困难 的 问题 朋 解 相同 或 相近 的 简单 问题 代 

奉 , 这 种 近似 过 程 通 常 包括 下 述 几 种 : 

CL) 几 有 限 维 空间 代 贰 无 限 维 空间 ， 

(2) 用 有 限 的 过 程 代替 无 限 的 过 程 ; 

(3) 用 代数 方程 代替 微分 方程 ; 

(4 用 线性 问题 代替 非 线性 疗 题 ; 

《5) 用 低 阶 系统 代替 高 阶 系统 ， 

(6》 用 简单 函数 代替 复杂 天 数 ， 

《7) 用 简单 结构 的 矩阵 代替 一 般 的 所 阵 . 

例如 ,在 哆 数 逮 近 问 题 中 就 是 用 有 限 维 子 空间 近似 无 限 维 的 汞 数 空 间 ;在 计算 无 穷 级 数 

或 积分 时 ,就 是 将 无 限 的 过 程 近似 为 有 限 的 过 程 :求解 微分 方程 的 基本 方法 是 将 其 转化 为 代 

数 方程 :求解 非 线 性 方程 通常 将 它 转化 为 :系列 线性 方程 的 求解 : 非 线性 方程 的 线性 化 也 可 

春 成 是 将 高 阶 系统 变 为 低 阶 系统 :任何 复杂 关 数 的 计算 都 需 近 似 为 简单 昕 数 , 央 为 计算 机 最 

终 只 能 进行 加 、 减 . 乘 、. 除 等 基本 运算 ;用 简单 结构 的 手 阵 代替 复杂 结构 的 矩阵 往往 能 以 很 小 

的 精度 损失 换取 较 大 的 计算 效率 握 升 . 在 本 书后 续 章 节 的 内 容 中 , 对 各 种 数值 方法 的 介绍 
* 3.



  

将 充分 体现 这 些 策 赂 . 
实际 的 求解 过 程 常 包括 两 步 : 在 保证 问题 的 解 不 变 或 变化 不 大 的 前 提 下 将 给 定 问 题 转 

化 为 另 一 个 容易 求解 的 问题 ,以 及 对 简化 后 得 到 的 问题 进行 求解 . 因此 ,好 的 数值 算法 应 具 
备 两 方面 特点 : 一 方面 要 计算 效率 高 (计算 时 间 短 .占用 内 存 少 等 ); 另 一 方面 还 要 尽 可 能 地 
准确 可靠, 也 就 是 说 ,在 出 现 各 种 近似 的 前 提 下 还 能 得 到 尽 可 能 准确 的 结果 . 

1.1.3 数值 计算 软件 

近 几 十 年 来 , 随 着 计算 机 软件 .互联 网 等 技术 的 发 展 , 已 涌现 出 一 些 高 质量 的 数学 软件 

或 程序 包 , 其 中 一 些 还 呆 免 费 获 得 源 代 码 ， 有 效 地 借助 这 些 软件 .程序 ,可 方便 地 求解 一 些 

典型 问题 ,推进 具体 的 科学 与 工程 研究 工作 . 使 用 数学 软件 的 重要 性 已 得 到 了 广泛 认同 , 基 

于 此 种 汰 感 ,日 前 理工 科大 专 院 校 基本 上 都 开设 了 “数学 实验 ”课程 . 本 书 在 介绍 数值 计算 

软件 的 基础 算法 的 同时 ,还 希望 读者 重视 数值 算法 程序 的 编写 和 数值 计算 软件 的 使 用 ,加 深 

对 方法 的 理解 ,了 解 最 新 的 进展 ,真正 获得 实践 应 用 的 能 力 ， 

在 介绍 一 些 具体 的 数值 软件 之 前 , 先 列 出 高 质量 数学 软件 应 具有 的 特点 -1] 

(1) 可靠 . 对 一 般 的 问题 总 能 正确 运行 

(2) 准确 . 根据 问题 和 输入 数据 产生 精确 揭 结 果 , 并 能 对 达到 的 准确 度 进行 评估 ， 

《3) 高 效率 .求解 问题 所 用 的 时 间 和 存储 空间 尽 可 能 地 小 ， 

《4) 方便 使 用 . 具有 方便 .友好 的 用 户 界面 . 

《5) 可 移植 .在 各 种 计算 机 平台 下 都 (或 经 少量 修改 后 ) 能 使 用 . 

(6) 可 维护 . 程序 易于 理解 和 修改 (开放 源 代 码 的 软件 ). 

(7) 适用 面 广 . 可 求解 的 问题 广泛 . 

(38) 鲁 棒 .能 解决 大 部 分 问题 ,偶尔 失败 的 情况 下 能 输出 提示 信息 ,及 时 地 终止， 

事实 上 ,满足 所 有 这 些 特 点 的 软件 几乎 是 不 存在 的 . 它们 只 是 作为 使 用 者 挑选 软件 考 

只 的 因素 , 癌 时 也 为 数值 算法 软件 开发 者 提出 了 努力 的 目标 . 

表 1-1 列 出 了 一 些 重要 的 数值 软件 .程序 包 的 来 源 , 其 中 很 多 能 通过 互联 网 免费 获得 . 

这 些 免 费 程 序 代码 通常 由 Fortran 语 襄 编 写 , 也 有 的 使 用 的 是 上 语言 .C++ 语言 ， CMLIB、 

Netlib 和 NR 是 三 个 重要 资源 ,它们 都 汇集 了 来 自 不 同 渠 道 的 各 种 程序 包 , 这 些 程序 源 代 码 

可 以 被 用 户 编写 的 程序 调 册 ,或 者 笠 人 到 焉 户 自 己 开 发 的 应 用 程序 中 .另外 ,CMLHB 还 具 

有 方便 的 检索 . 理 找 功能 . 更 多 的 数值 软件 容 源 参见 文献 [2], 或 通过 互联 网 进行 搜索 . 

表 1-1 重要 的 数值 计算 软件 .程序 包 的 网 络 资源 

名 称 内 容 说 明 商业 /免费 fb 
HEA BARR ME BEA HA NIST) CE STAR |g sms. nist. gov 
拟 仓库 和 检索 系统 Re = 
Computer Methods for Mathematical Computations 一 

书 (和 参见 文献 [3]) 所 附 软件 

英国 Science and Technology Facilities Couhcil 提供 的 
HSL 科学 计算 程序 包 RB www, hsl. rl, ac. uk 

IMSL Visual Numerics 公司 提供 的 数学 与 统计 程序 软件 库 商业 www. vni. com 

  

  

CMLIB 

  

FMM 免费 www, netlib. org 

  

        
 



  

续 表 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

        

名 称 AF 说 明 商业 /免费 网 址 

NAG NAG 公司 提供 的 数值 算法 程序 梨 商业 www, nag. com 

NAPACK nee venereal Linear Algebra — %(& WX 免费 www. netlib. org 

Netlib 汇集 各 种 免费 数值 计算 软件 的 网 站 免费 wwrw, netlib. on 
NR Numerical Recipes Fl (BAL ARS > RRat eR | www.nr. com 

Numeralgo | $97] Numerical Algorithms PB) at ER www. netlib. org 

MATLAB | MathWorks 公司 出 品 的 数学 软件 商业 www, matlab, com 

PORT 员 尔 实验 室 开发 的 软件 部 分 免费 | www. netlib. org 

SLATEC | 美国 政府 实验 室 联 合 汇编 的 软件 免费 www. netlib, org 
SOL LAM MMKZARRATR SH RORL BMRA 人员 www. stanford. edu/ 

题 的 软件 group/ SOL/ 

  

RTaASERAENRP A.A -RRAHAREHBRAERARERA, CHER HR 

大 .丰富 的 数学 工具 ,同时 有 较 好 的 图 形 / 图 像 显示 功能 和 高 级 编程 诸 言 ,使 得 在 它 的 基础 上 

能 快 速 地 开发 出 用 户 所 需 的 软件 原型 . 当前 应 用 最 广泛 的 数值 计算 软件 是 MathWorks 公 

司 的 MATLAB 软件 ，MATLAB 是 一 个 交互 式 系统 ,汇集 了 大 量 的 数值 算法 ,尤其 是 处 理 
线性 代数 .和 抢 阵 计算 问题 的 能 力 很 强 ， MATLAB 本 身 也 定义 了 一 种 高 级 编程 语言 ,语法 比 

较 简 洁 , 有 利于 快速 地 编写 出 程序 ,同时 附带 的 其 他 功能 形成 了 一 个 很 好 前 集成 开发 斌 境 . 

表 1-2 将 MATILAB 与 其 他 高 级 编程 语 训 进 行 了 对 比 . 

Ri-2 MATLAB SRE RKBSAHER 
  

  

  

  

  

  

  

MATLAHB( 作 为 编程 语 彰 ) C.C++ 、Fortran 

第 四 代 缩 程 活 计 第 三 代 编程 语言 
编译 方式 解释 器 ,或 JIT 加 速 器 (v 6.5 以 后 版 本 ) 编译 器 

是 否 申明 变量 ”| 不 需 赛 需要 
开发 时 间 atk $18 
运行 时 间 较 慢 atk 
FARM | RIAA WS Oe SRS profiler mee) | —     
  

应 说 明 的 是 ,由 于 MATLAB 中 包含 大 县 的 内 部 算法 函数 ,如 果 编 程 时 主要 使 用 的 是 这 

wy BR ea a, MATLAB 程序 的 运行 速度 并 不 会 比 其 他 高 级 语言 实现 的 相同 算法 慢 . 此 外 ， 

较 新 的 MATLAB 版 本 具有 一 些 加 速 运行 的 机 制 ,因此 只 要 稍 加 注意 ,用 MATILAB 进行 纺 
程 实 验 是 非常 便捷 的 . 

除了 集成 了 大 量 先 进 的 数值 算法 ,MATLAB 还 提供 了 强大 的 计算 可 视 化 功能 . 通过 

MATLAB 中 的 命令 能 很 方便 地 分 析 计 算 的 数据 ,以 及 将 计算 结果 以 图 形 的 形式 加 以 直观 
«5 «



  

显示 . MATLAB 中 还 包含 了 很 多 选项 工具 箱 (Toolbox) ,为 信号 处 理 . 图像 处 理 、. 和 控制 、 系 

统 瓣 别 . 优 化 .统计 .金融 .通信 等 各 种 专业 应 用 提供 专门 的 工具 ,MATLAB 已 成 为 广大 科 

学 与 工程 研发 人 员 首 选 的 工具 软件 ,其 正式 用 户 数目 已 超过 了 一 百 万 ,很 多 大 学 也 采用 

MATLAB 作为 数值 计算 相关 课程 的 教学 输 助 软件 . 

MATLAB 是 路 平台 的 软件 ,无 论 在 Windows 操作 系统 下 ,还 是 UNIX/VLinux 操作 系 

统 下 都 能 使 用 ， 与 MATLAB 功能 类 似 的 还 有 一 些 免费 软 任 ,其 中 比较 著名 的 一 个 是 

octave，、 可 从 互联 网 上 免费 下 载 , 它 在 UNIX/Linux 操作 系统 下 运行 , 界 而 和 功能 与 

MATLABS 基本 一 致 . 另外 两 种 类 似 于 MATLAB 的 免费 软件 是 RLaB 和 Scilab. 

本 书 讨论 的 算法 基本 上 都 能 在 表 1-1 中 的 数值 软件 资源 中 找到 实现 代码 ,或 在 
MATLAB 中 找到 相应 的 程序 命令 ,在 后 面 介绍 具 迟 内 容 时 煤 提 及 ， 

1.2 误差 分 析 基 础 

1.2.1 数值 计算 的 近似 

前 面 提 到 ,数值 计算 主要 全 究 求解 连续 数学 问题 的 算法 和 程序 实现 ,但 这 并 不 意味 着 我 

们 只 需 关 心 数 值 算法 执行 过 程 中 的 误差 . 为 了 对 最 终 计算 结果 的 准确 度 进 行 评价 ,我们 必 

须知 道 一 些 在 数值 计算 开始 之 前 就 存在 的 误差 或 近似 ， 它 们 主要 有 以 下 三 种 情况 

(1) 建立 数学 模型 对 做 的 近似 . 这 个 过 程 中 可 能 简化 或 忽略 系统 的 一 些 不 重要 的 物理 

特性 (例如 摩 氛 、 空 气 阻力 等 )， 

(2) Be TR Bak He OS AR Re A A 

常数 .万 有 引力 常数 等 ) 都 是 通过 实验 测量 得 到 的 ,或 多 或 少 存在 一 些 误 差 . 

(3) 输入 数据 来 自 以 前 计算 的 结果 . 一 个 实际 的 科学 或 工程 问题 通常 被 分 解 为 多 个 前 

后 衔接 的 数值 计算 问题 ,因此 当前 问题 的 输入 数据 包括 问题 的 计算 结果 ,所 以 存在 误差. 

通过 分 析 计算 前 主要 的 近似 来 源 我 们 知道 ,为 了 使 最 终结 果 准 确 ,应 采取 建立 更 精确 数 

学 物理 模型 .采用 更 准 的 测量 值 ,以 及 改变 前 一 步 计算 方案 以 减少 输 人 数据 误差 等 措施 ， 

计算 前 的 误差 有 时 会 超出 我 们 的 控制 范围 ,而 计算 过 程 中 的 近似 往往 可 以 控制 ,采用 不 

则 的 算法 和 编程 实现 技巧 对 其 影响 很 大 ， 计算 过 程 中 的 近似 主要 有 : 

(1) 项 断 误差 或 方法 误差 . 求解 一 个 数学 方程 往往 可 采用 多 种 数值 方法 ,各 种 数值 

方法 往往 都 进行 了 一 些 简化 处 理 ,例如 ,函数 F(z) 用 其 上 阶 泰 蔓 展 开 fo) 十 万 "22z 十 

EO tt OO ote ae, mee EO 2 ,6 在 0 和 工 之 间 . 
(2) 会 入 误差 无 论 是 手工 计算 、 利 用 计算 器 ,还 是 数字 计算 机 ,输入 与 结果 数据 都 只 

能 用 有 限 位 数字 表示 . 即 数据 的 “四 舍 五 人 "会 产生 误差 . 此 外 ,常用 的 十 进 制 数据 输入 计 
算 机 后 需 变 成 二 进 制 数据 ,这 个 转换 过 程 产生 的 误差 通常 也 归 为 含 人 误差 . 

由 于 计算 过 程 中 售 人 误差 总 是 存在 ,研究 数值 算法 抵抗 这 种 扰动 的 稳定 性 非常 重要 . 
关于 算法 稳定 性 的 概念 见 1. 2. 4 节 . 另外 ,在 各 种 误差 来 源 中 ,通常 只 有 几 个 方面 的 误差 起 
主要 作用 ,应 对 其 重点 考虑 和 分 析 . 

例 1. 1( 数 值 计算 的 近似 ): 为 了 计算 地 球 的 表面 积 ,可 以 采用 球体 表面 积 的 计算 公式 : 
9 人 « 

 



  

A = 4xr’ 

其 中 > 为 球 的 半径 ， 试 分 析 哪 儿 种 近似 影响 计算 的 最 后 结果 ， 

【 解 了 这 个 数值 求解 过 程 包含 以 下 几 种 近似 : 

C1) 将 地 球 近 九 看 成 球体 ,这 是 建立 数学 模型 的 近似 ; 

(2) 取 半 径 r**6370km, 这 可 能 是 经 验 测 量 或 前 一 步 计 算得 到 的 ,存在 数据 误差 ; 

(3) r 的 值 只 能 截取 到 有 限 位 ,这 是 数据 误差 ; 

《4) 计算 4rr 涉及 浮 点 数 的 乘法 ,存在 含 人 误差 (将 (2) 3) 中 数据 输 人 到 计算 机 也 存 

ERATE). 

最 终 算出 地 球 表面 积 的 准确 度 与 所 有 这 些 近似 有 关 ， 

1.2.2 误差 及 其 分 类 

1. 误差 与 有 效 数 字 

误差 用 来 表示 计算 值 ( 近 似 值 ) 接 和 近 店 实 值 (准确 值 ) 的 程度 ,一 般 有 如 下 定义 ， 

定义 1: 设 准 确 值 x 对 应 的 近似 秆 为 未, 则 误差 (error) 

eq) = Z—az, 

它 也 被 称 为 绝对 误差 《absolute error)， 

应 特刊 注意 ,误差 表示 的 接近 程度 与 真实 值 的 大 小 有 关 . 例如 ,统计 全 国人 口 时 出 

现 浊 差 1 的 严重 程度 远 小 于 统计 教室 中 学 生 人 数 时 出 现 误 善 1. 因此 引 人 相 对 误差 的 

定 久 1.2:; 设 准确 值 x 对 应 的 近似 值 为 去 , 则 其 相对 误差 {relative error) 为 

e(#) = ELE, 
Zz 

KFRAMES. MBA FILA: 

(1) 绝对 误差 不 是 误差 的 绝对 值 , 它 可 正 .可 负 ! 

(2) WRARAAS WAM RRA M; 

(2) 相对 误差 通常 用 百分比 的 形式 表示 ,如 果 相 对 误差 的 大 小 超过 100%% ,一 般 认 为 其 

计算 结果 完全 错误 ; 

《4) 相对 误 益 和 近 候 信 的 关系 也 下 表示 为 : 近似 值 二 真实 值 X(1 十 相对 误差 ). 

在 实际 的 问题 中 ,不 让 能 知道 绝对 误差 和 相对 误差 的 准确 值 ,一 般 只 能 估计 或 限定 误差 

的 范围 . 误差 的 绝对 值 的 上 限 称 为 误差 限 ,而 相对 庶 差 绝对 值 的 上 限 称 为 相对 误差 有限, 分 别 

ie e( 2) Ble, (2). 

也 常 使 用 如 下 公式 计算 相对 误差 

e(#) = 22 = 
ae x . 

RHSAMREM Se MA HEH 1B e, (2B AT A EB. ER A AT Ha 

HTMRER RERUZE SIRE. 

FERAR— PL A AK FF Csignificant digits) AS. 

EL 1.3: —bROARRK FIM SHB —-MIESR THY MARS. 

TE BSA OS ea PE A RRA Ae. 

 



  

定理 1.1: 设 与 其 近似 值 z 的 第 一 位 有 效 数 字 相 同业 , 均 为 do , 若 害 有 加 位 正确 的 有 效 

数字 , 则 其 相对 误差 满足 : 

|e (2) I< Fx 10 

GEA) 根据 已 知 条 件 ,可 设 
_ ™ dy 二 至 一 士 1" X (富士 合十 。 二 ten), 

Sie d,C2=0.1,-- 29 0 BY SAM ORABRY Bd HO. HEW 2 LARRFER, 
| Z-—2 |< 10" x Ti， 

  

  

而 

| x | 10" X d+ 

所 以 ， 

1 
10” xX —— wy jo lftie WT ly ign | er( 去 ) | let <a, qx lor’. 

Is fis 74 LE. 

TE — AP PAR. RR pL 4 SA a eH 

成 最 后 一 位 有 效 数字 时 的 四 舍 五 人 ,有 如 下 定理 . 

EE 1.2: HEY zc RE p BARGES ER SLEDS Dl 2 A AB ATR 2S EE 

le Il<s> X1lor,~" 
od 

Bp d. Ar HBA RRS. 

【证 明 】 设 

» da da x=410"X (d+ B+ + fev + Sey. 小 

保留 p 位 有 效 数 字 时 需 考 虑 di 的 值 进行 四 会 五 人 ,得 

| C2) |< 10" x X10, 

ja |=10"xd,, 

所 以 ， 
- Le(#)} 1 Pr 

|e(%) |= TST < gy, X10 

原 命 题 得 证 . 

定理 1. 2 得 到 的 误差 限 正好 是 定理 1. 1 的 一 半 , 这 是 元 于 z 与 过 关系 的 不 同 造 成 的 ,应 

注意 它们 在 表述 上 的 细微 差别 . 

例 1.2( 保 留 p 位 有 效 数字 ): 设 zx 一 x 一 3, 141 592 65… ,对 它 保 留 3 位 有 效 数 字 得 到 诗 ， 

OD 除非 z 非 沉 接 近 1X 10" ,这 个 条 忻 一 般 都 是 满足 的 . 同时 注意 ,本 书 中 有 效 数 字 的 概念 (定义 1.3) 与 一 些 夫 考 

书 不 同 . 

*Be



  

求 f 并 合理 地 估计 相对 误差 限 . 

【 解 〗 利用 四 含 五 人 现 则 得 这 一 3. 14. 根据 定理 1.2, 其 相对 误 盖 限 es 于) 一 

-xx10-:. 
2X3 ， 

反 过 来 ,根据 相对 误差 的 大 小 也 可 以 判断 准确 的 有 效 数 字 位 数 ,但 结论 次 复杂 一 些 ， 

定理 1.3: 设 z 的 第 一 位 有 效 数 字 为 go , 若 近似 值 过 的 要 对 误差 满足 

leo |< xX lor, — 
2(d, + 1) 

NRA piEANAOMS MARE o ARMS az 5 x HARMS. 

【证 明 〗 设 

工 一 土 10" X (do +B peng dee 4 Ae 4), 

根据 已 知 条 件 ， 
1z| 委 10"X(ds 十 1)， 

出 

led) |=la'elel@l< 10" x x 10 FH, 

RRS 2 HERR d, RENAE BRE MOS. BAS p ARH 

PRAY d,-1), ATM ARS EH, LRA 户 位 正确 的 有 效 数 字 . BH, 

第 记 位 有 效 数字 不 相同 , 则 它们 一 定 是 相 邻 的 两 个 数字 ( 设 9 后 面相 邻 的 数字 为 0》, 在 保留 

PARES Rt 5 与 z 的 结果 将 相等 原 命题 得 证 . 

考虑 色 几 的 取 值 范围 是 1,2,…,9, 由 定理 1.3 得 到 如 下 的 重要 推论 . 

定理 1.4: 若 z 的 近似 值 过 的 相对 误差 满足 

| e (CE) | 去 到 x 10-*， 

则 和 至 少 有 户 位 正确 的 有 效 数 字 ,或 者 在 保留 加 ARMS ers zc 的 结果 相等 . 

ALI GRMRERSARMRS). Bx =F. 9993, 2, =9. 9997, 2, —9. 9989. 误差 

|e, (21) | = BEES X10, MSH 1.4 WR (p—4). MA REMS, EPH 4 位 主 

确 的 有 效 数 字 . Tile G/L x10 a 没有 4 位 正确 的 有 效 数 字 ,但 将 各 和 
x 都 保留 4 位 有 效 数 字 后 ,它们 都 等 于 9. 999. 对 于 近似 数 志 和 ?fs ,这 就 验证 了 定理 1.4 的 

定理 1.4 的 绪论 也 可 以 说 包括 了 ”也 位 正确 的 有 效 数 字 ? 的 商 种 含义 ,内 此 可 笼统 地 说 ， 

若 相对 误差 不 超过 二 X10-*，* 则 近似 值 有 六 和 位 正确 的 有 效 数字 . 甚至 可 以 不 很 严格 地 说 : 

若 相对 误差 不 超过 10-”, 则 近似 值 大 约 有 铺位 正确 的 有 效 数 字 ， 

近似 数 的 精度 (precision) 和 准确 度 (accuracy) 两 个 概念 含义 接近 ,为 了 表达 更 严谨 ,应 

注意 区 分 . 精度 与 有 效 数 字 的 位 数 有 关 ，, 而 准 允 度 则 与 准确 的 有 效 数 字 位 数 有 关 ( 因 为 它 与 

相对 误差 有 联系 )， 例 如 ,” 双 精度 浮 点 数 ” 指 表示 浮上 点数 时 采用 了 较 多 的 二 进 制 位 数 , 但 并 

不 说 明 其 准确 程度 .又 如 ,我们 可 以 说 3.141 111 11 是 一 个 有 9 位 (十 进 制 ) 精 度 的 数 ,但 它 
“Qe 

 



 

fey on 的 近似 值 时 准确 度 并 不 高 ,只 有 4 位 准确 的 有 效 数 字 . 因此 ,仅仅 采用 较 高 精度 的 数 

进行 数值 计算 并 不 能 保证 计算 结果 的 准确 度 . 

2、 数 据 传 递 误 差 与 计算 误差 

考虑 … 个 简单 的 计算 癌 题 : 函数 求 值 . 假设 有 函数 太 及 -有 R,z 为 本 数 输 入 参数 的 准 

确 值 ,由 准确 结果 为 A(z)， 由 于 数据 误差 ,实际 使 用 的 输入 值 为 23, 同 时 计算 郴 数 了 的 过 程 

也 存在 近似 ,这 使 得 计算 结果 为 上 ), 其 中 ,函数 代表 计算 过 程 中 的 近似 因此 ,总 误 
BA: 

fC) — flr) = (f(%) — fC) I+ CF) — fz], Cl. 1) 

其 中 第 一 项 六 却 ) 一 (全 ) 为 输入 辐 为 时 计算 过 程 的 误差 , 它 是 单纯 的 计算 误差 第 二 项 

FE 一 六 zxz) 是 由 和 输入 数据 误差 经 过 精确 的 函数 求 值 过 程 产生 的 误差 , 即 数据 误差 传递 到 结 

果 的 误差 . 

与 这 个 例子 类 似 , 对 一 般 的 数值 计算 问题 ,可 定义 数据 传递 误差 和 计算 误差 . 

定义 上 .4: 一 个 数值 计算 过 程 的 数据 传递 误差 指 单纯 由 问题 输 人 数据 误 益 引起 的 计算 

结果 的 误差 、 

定义 1.5: 一 个 数值 计算 过 程 的 计算 误差 猪 计算 过 程 让 的 近似 引起 的 计算 结果 的 误差 . 

最 终结 果 的 误 益 可 分 为 数据 传递 误 益 和 计算 误差 两 部 分 ， 需 要 说 明 勉 一 点 是 ,数据 传 

递 误 差 的 大 小 由 下 方面 因素 决定 ,一 个 是 输 人 数据 误差 , 另 一 个 是 求解 问题 本 身 的 特性 , 因 

此 ,算法 的 选择 不 会 影响 数据 传递 误差 

3. 截断 误差 与 售 入 误差 

与 计算 过 程 中 的 两 种 近似 对 应 ,有 裁 断 误差 和 含 人 误差 的 概念 . 

定义 1.6: 戴 断 误差 (truncation etror) 是 指 实 际 输入 对 应 的 准确 结果 与 用 给 定 算法 精 

确 计 算得 到 的 娃 果 之 癌 的 盖 , 反 映 了 数值 方法 对 原始 数学 问题 的 简化 和 近似 . 

ESL ALT: SPARE Crounding error) 是 指 给 定 算法 经 精确 计算 得 到 的 结果 与 问 样 的 算 

法 经 有 限 精 度 运算 { 即 舍 人 计算 ?得 到 结果 之 间 的 差 ， 

根据 定义 可 知 , 分 析 截 断 误 差 时 不 应 考虑 计算 机 有 限 精度 算术 体系 的 影响 ,而 伟人 误差 

由 对 实数 的 不 精 驳 表示 以 及 运算 的 售 人 引起 . 计算 误差 是 截断 误差 和 舍 人 误差 的 和 ， 在 前 

面 的 函数 求 值 问题 中 ,计算 误差 /2) 一 /2) 就 包含 了 截断 误差 和 伟人 误差 两 方面. 
例 1.4( 差 商 近 似 1 醒 导 数 ): 对 于 可 微 函 数 F 民 一 虹 ,考虑 1 阶 导 数 的 差 商 近 似 中 

FPCz) Be 

其 中 必 为 步 长 , 试 分 析 按 此 公式 计算 广 (z)? 的 截断 误差 与 念 人 误 盖 ,以 及 它们 与 中 值 的 

关系 . 

【 解 〗3 由 素 勒 展开 得 : 

fl2+aA) = f(x) +h- forte, 有 所 [十 大] 

所 以 ,这 个 差 商 近似 的 截断 误差 居 计 为 MAhy2, 其 中 和 是 | 大 (j 的 上 界 ， 假设 计算 一 次 画 

四 ” 益 商 的 严格 定 文 见 本 书 6.5 季 . 这 种 近似 也 常 称 为 有 女 益 分 近似 . 

。 10 。



  

数值 的 误差 上 界 为 s, 则 计算 差 商 公式 的 售 人 误差 限 为 2s/p. 总 的 计算 误差 限 ee 为 它们 

之 和 : 

Eo = et 

SEP RR A Ba) TS OR A AD. RAE ER A OT AT 

RRER). AMES DUAR BR R=2 .4s/ 必 时 总 的 计算 误差 达到 最 小 . 图 1-2 表示 了 

PERAK BR fc) sing 在 了 关 1 点 的 导数 值 时 总 的 计算 误差 与 步 长 六 的 依赖 关 

系 , 同 时 还 一 出 了 截断 误差 . 售 人 误差 及 总 误差 四 与 步 长 上 的 关系 曲线 ,其 中 取 邮 一 1,es 

LOW" 为 双 精 度 浮 点 数 的 机 器 精度 ( 见 1. 3.2 小 节 )， 从 图 1-2 可 以 看 出 ,总 误 善 在 As<10 71 

处 取 最 小 值 ,与 上 述 分 析 比 较 ~- 致 . 

  

    

  

-17 人 1 4 人 1 1 1 

107 10 14410910 jo"? fore YO 1077 10° 

步 长 上 

图 1.2 不 同步 长 取 值 对 应 的 差 商 近似 导数 的 误差 

  

对 于 一 个 给 定 的 问题 ,有 时 只 有 截断 误差 和 舍 人 误 盖 中 的 某 一 个 占 主 导 地 位 . 一 般 , 能 

在 有 限 步 之 内 求解 的 纯 代数 问题 中 ,伟人 误差 往往 占 主 导 地 位 (比如 高 斯 消去 法 ) ,而 对 于 涉 

及 积分 . 求 导 、 非 线性 这 类 理论 上 是 无 限 痪 近 过 程 的 问题 ,截断 误差 往往 占 主导 地 位 - 内 此 ， 

分 析 不 同 问题 的 计算 误 益 时 ,应 有 所 侧重 . 

1.2.3 问题 的 敏感 性 与 数据 传递 误差 估算 

数据 传递 误 养 主 昌 由 问题 的 敏感 性 决定 ,与 具体 算法 的 选 撞 无 关 , 下 面 给 出 相关 定义 . 

定义 1.8: 问题 的 敏感 性 (sensjtivity) 是 指 输 人 数据 的 扰动 对 问题 解 的 影响 程度 的 大 

小 , 它 也 被 称 为 问题 的 病态 性 ， 如 果 和 给 和 人 数据 的 相对 变化 引起 解 的 相对 变化 不 是 很 大 , 贴 称 

这 个 问题 是 不 孝感 的 或 良 态 的 (well-conditioned); 反 之 ,如 果 解 的 相对 变化 远 远 超 过 输入 数 

据 的 变化 , 则 称 这 个 问题 是 孝感 的 或 病态 的 (ill-conditicned)， 

为 了 定量 地 分 析 问 题 的 敏感 性 ,下 面 引 人 问题 的 条 件数 (condition number)y 这 个 概念 . 

M19: 问题 的 (相对 ) 条 件数 

sd .上 问题 的 解 的 相对 变化 量 || 
| 输入 数据 的 相对 变化 量 || 

其 中 算 符 站， 川 表 示范 数 , 它 用 于 度量 一 个 量 的 大 小 . 

定义 1. 9 中 用 到 了 范 数 的 概念 ,对 于 一 个 实数 《复数 ? 量 来 说 , 范 数 就 是 其 绝对 值 ( 模 ). 
» lle 

(1,2)



 

对 于 其 他 类 型 的 量 ( 例 如 向 量 .和 矩阵、 函数 ), 在 本 书 的 第 3 章 . 第 6 章 将 详细 介绍 它们 的 

WE. 

定义 1. 9 表明 ,条 件数 为 解 的 相对 变化 与 输入 数据 相对 变化 的 比值 . 如 果 一 个 问题 的 

条 件数 远 远大 于 I, 称 这 个 问题 是 病态 的 . 也 可 以 将 条 件数 理解 为 输 人 数据 误差 的 “放大 因 

子 ”, 如 果 问 题 是 病态 的 , 则 即使 输入 数据 的 相对 误差 很 小 ,引起 的 解 的 相对 误差 也 可 能 很 

大 .以 前 面 的 彰 数 求 值 问题 为 例 , 其 条件 数 有 下 面 的 计算 公式 : 

Lftz) — fla) / fle) | 

(了 一 并) /rz 

注意 ,条 件数 是 针对 问题 而 言 的 ,不 涉及 求解 的 只 体 方法 ,因此 计算 条 件数 的 公式 中 使 用 准 

殉 画 数 六 而 不 是 实际 计算 对 应 的 近似 两 数 广 
即便 是 局 -个 问题 ,条 件数 也 会 随 输 人 数据 而 变化 .在 实际 中 ,一般 不 能 具体 求 出 条 件 

数 的 值 ,只 能 在 输 人 数据 的 可 能 变化 范围 内 对 条 件数 进行 粗略 的 估计 或 给 出 其 上 限 . 这 样 ， 
输入 数据 扰动 和 引起 解 的 相对 误差 之 冯 就 满足 一 个 近似 的 不 等 式 ， 

| 上 数据 传递 的 相对 误差 || 有 cond X || 输入 数据 的 相对 变化 | (1,3) 
这 个 式 子 考虑 了 数据 传递 误差 的 最 差 情 况 . 

我 们 进一步 分 析 函 数 求 值 问 题 的 条 件数 ,假设 函数 可 微 , 则 
f{(2) — f(x) = 产 (z) 。( 人 一 工 )， 

cond 一 

所 以 

cond = ee SOV {2) | | 2f')|_ 
(z— ax) f/x F(x) 

3X49 BT oR BOR (A ATK. 

例 1, 5 BR AR BE: BS 240, ABI n/2 HERE RRR 

分 析 计 竺 正切 函数 F(z) 一 tanz PT A 

【 解 】 出 广 (z) 一 secx= 1 十 tanszx 有 

xf'(2) |= jetture|— |. (- L + tanz )|. 

f(x) tanz 

4 oc FEE on /2 HB CB oO) oP Ah PTET Ks ALOE tanz 是 高 度 敏感 的 ， 例 

如 ,对 z 一 1.570 79(r/2 附近 的 值 ,x/2<z1.570 796)，, 按 这 个 公式 算出 的 近似 条 件数 为 

2. 482 76 X 10°, 

VER HR IT BASE AY eH. 

tan(1.570 79) = 1.58058 x 105, 

tan(1, 570 78) = 6.124 90 X lo‘, 

根据 它们 计算 出 < 一 1.570 79 处 条 件数 为 

(15, 8058 — 6. 124 90) & 10*/1. 580 58 X 10° 

10° /1, 570 79 

与 上 面 近似 条 件数 的 结果 是 很 接近 的 . 如 此 大 的 条 件数 说 明 输 入 扰动 经 过 计算 过 程 在 输出 : 

结果 上 放大 了 几 十 万 倍 ,因此 在 > 一 r/72 点 附近 计算 tanz 是 很 敏感 的 问题 . 

关于 一 元 琐 数 求 值 问题 ,可 进一步 讨论 其 反问 题 的 敏感 性 . 求 函 数值 > 一 cz) 的 反问 

题 是 对 给 定 的 y, 确 定 满 足 y 一 jz) 的 z, 即 计算 z= 一 广 :(y)， 如 果 原 问题 中 圭 虚 的 工 值 与 
，12 。 

《1.4) 

  
cond = 

az 9,621 X 10°,   cond =



  

反问 题 考虑 的 y 值 满足 y= 头 z) 的 关系 , 则 根据 条 件数 的 定义 知 反问 题 的 条 件数 为 原 问 题 
条 件数 的 倒数 .如果 条 件数 接近 1, 则 原 问题 .反问 题 都 是 良 态 的 ,否则 两 个 问题 中 必定 有 一 
个 是 病态 的 . 类 似 于 计算 本 数 y= 一 .FAz) 问 题 条 件数 的 估计 公式 (1. 4》, 对 于 反 通 数 g(Cy) 一 

fA CUBE f(z) 40, MM eg CW =1/ f(z): 
cond # | #2 | = jen Wf tr) = _ | flix) 

af’ (x) |° 

TR BR PRA Ht A ER RFRA. BAR. 

1.6 CBRRAABRERARHREAEH: BK (o=/z SHRKRBRRARRR 

其 反问 题 的 敏感 性 ， 

【 解 】 8 PCD =1/(2 Vz) BPR 

a (af t@)|_ | e/2ve]_ 1 cond ~ | res) |- VE 2" 

它 说 明 计算 结果 的 相对 变化 是 给 人 数据 相对 变化 的 1/2 ,所 以 求 平方 根 问题 是 非常 良 态 的 . 
近似 计算 反问 题 g(y) 一 六 的 条 件数 ,得 | 2Ec3 | ~ | 2-22 | = :说明 反问 题 也 不 太 敏感. 

关于 条 件数 再 说 明 两 点 : 

(1) 除了 一 些 简 单 问题 ,大 多 数 实际 问题 的 条 件数 无 法 具体 计算 ,只 能 对 其 上 限 进 行 估 

计 ,这 时 原 问 题 与 反问 题 的 条 件数 上 限 将 不 会 互 为 倒数 . 

(27 公式 (1.2) 定 义 的 条 件数 也 称 为 相对 条 件数 , 它 要 求 输入 和 输出 的 准确 值 不 为 零 ， 

如 果 在 某 些 特殊 情况 下 不 满足 这 个 条 件 ,可 用 多 对 变化 量 代 圭 公式 中 的 相对 变化 量 , 得 到 的 

条 件数 称 为 绝对 条 件数 ， 

除了 通过 条 件数 ,还 可 以 直接 根据 微分 知识 对 一 些 篇 单 运 算 的 数据 传递 误差 进行 估计 . 

假设 计算 结果 与 输入 数据 满足 多 元 冰 数 关系 : ?一 Frztyze…zn) 设 实际 的 数据 相应 地 为 

By En set Fy AGS FOR, fa), 则 利用 多 元 函数 的 泰勒 展开 并 取 线 性 项 得 : 

了 一 了 和 六 私人 *(x,- Zi), 

这 里 根 设 数据 误差 很 小 . 因此 ,可 得 到 数据 传递 误差 限 的 计算 公式 ， 

eG) = 过 | Zeca 0 [sa 

  
       

考虑 相对 误差 限 , 则 有 

、、、E( 们 |38f .> 、|e(C) 
ee S| 22 ca, 2/620. 

AL LRA BAS SS KL RS BANRERTAR. Ri .z, MRERS 

别 为 £1 和 es , 则 : 

  

e(i, + #,) = €) 十 ez， 

ef 区 2 ) 一 | 元 > | ex + Xa | 所 2 

ei / 2) = [人 By AO. 

注意 ,这 些 公式 反映 的 是 朗 变 量 误差 较 小 时 的 近似 . 
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12.4 算法 的 稳定 性 

与 问题 的 敏感 性 对 应 ,算法 的 稳定 性 (stability) 反 映 了 * 计 等 过 程 中 ?的 扰动 对 计算 结果 

的 影响 程度 的 大 小 ， 它 也 称 为 数值 稳定 性 ,是 数值 算法 的 一 个 重要 阁 性 ,根据 不 同 的 问题 

和 场合 ,算法 稳定 性 的 定义 会 有 些 差别 , 它 主 要 有 两 种 含义 : 

(1) 若 计 算 结 果 对 计算 过 程 中 的 舍 人 误差 木 敏 感 , 则 相应 的 算法 为 稳定 的 算法 。 

(2) 对 于 包含 一 系列 步骤 的 计算 过 程 ,车 计算 中 的 小 扰动 不 被 放大 (和 传播 ?或 放大 不 严 

重 , 则 相应 的 算法 是 稳定 的 算法 . 

下 面 借 助 两 个 例子 进行 说 明 ， 

例 1.7( 对 售 入 误差 不 敏感 的 算法 ): 有 长 度 为 100 的 数组 ,每 个 数组 元 素 都 是 仅 有 两 位 

有 效 数 字 的 实数 ,并 且 假 设 执行 两 位 精度 的 浮 点 运算 ,要求 这 些 元 素 之 和 . 

常规 的 算法 是 按 数组 存储 顺序 依次 累加 数值 ,但 它 可 能 导致 结果 有 很 大 误差 . 例如 , 假 

设 数组 中 的 数 依 次 为 : 1.0,0.01,…,0.01( 共 99 个 相同 的 0.01) ,由 于 浮 点 计算 的 含 人 误 

差 , 按 常规 算法 将 得 刘 结 果 1.0K EA. 

另 一 种 算法 是 先 按 元 束 绝对 信 递 增 的 顺序 对 数组 进行 排序 ,然后 再 依次 累 辑 元素， 对 

于 上 述 数据 ,该 算法 的 结果 为 2.0, 非 常 搂 近 准 确 值 . 显然 ,这 个 算法 才 是 解决 问题 的 稳定 算 
法 ,因为 它 不 太 容 易 受 计算 过 程 中 伟人 误 兰 的 影响 . 

例 1,8( 造 成 误差 恶性 传播 的 算法 ) , 要 计算 "黄金 分 割 " 比 例 % 一 (V5 一 1)72 的 前 ”个 束 

数 次 每 (比如 ma 一 20) ,假设 风 的 值 取 其 近似 值 z 一 0.618 034( 保 留 六 RRS). 

第 . -种 算法 是 直接 做 乘法 , 则 每 次 向 一 次 乘法 依次 得 到 风灾，…' 的 计算 值 . 第 二 种 等 

法 是 利用 下 面 的 递 排 公式 : 

gt = orl — or, 

容易 验证 这 个 递 推 公式 的 正确 性 ,而 且 采 用 这 个 算法 每 步 仅 计算 一 次 减法 ,在 运算 量 上 较 少 

一 些 . 沪 递 推 革 法 的 初始 值 为 如 一 1,z:= 一 0.618 034, 采 用 它 在 双 精 度 浮 点 数 系 统 中 算出 的 

BY 20 48 M0 1-3 Aa CEA MATLAB #9). 

  

  

  

  

  

  

  

    

Ml-3 MTR 

n 加 的 计算 值 | n 如 的 计算 值 | Y 的 计算 值 
0. 618 034 8 “0, 021 286 “po wb 0. 000 740 

2 0. 381 966 9 0.013 156 16 0. OGO 442 

3 0. 236 068 10 0, 008 1390 1? 0, 000 298 

4 0, 145 898 li 0, G05 026 18 0. 000 144 

5 0.09017 12 0.603 104 19 6.000 154 

6 0,053 728 13 6. 001 922 20 —0. 000 010 

7 | 0. 034 442 14 0, 001 182         
  

KEREGRRED AL OO HIARGRARR AMR 100% ARBRE 

误 的 . 
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与 直接 向 乘法 的 算法 相 比 ,第 二 种 算法 中 误差 的 增长 显然 要 剧烈 得 多 ,可 以 假设 计算 

多 的 误差 为 e,, 则 有 误差 的 递 稚 式 ， 

enH 一 ea-1 en 

(* =0, e =x—-¢ 

ALEC UES HREM RSH. 

2 = — eye 

@; — €)—@, = 2a 

&, — &: — @3 =— 3e,, 

&5 = @; — &, = 352); 

REP EAT lee | =cle |. tt.c EE AR ( Fibonacci) FEIN 20 WAN. HAHA 

昭 "的 误差 已 经 出 g 的 误差 放大 了 许多 售 . 

面 采 用 直接 相 冬 的 方法 时 , 随 着 寡 指 数 增 大 结果 的 误差 是 逐 新 减 小 的 (再 于 #%<<1), 计 

算 央 的 误差 大 约 是 g 的 误差 乘 以 ge (1X10 4)， 对比 两 种 算法 ,显然 第 二 种 算法 非常 不 

Be. 

在 讨论 这 个 问题 时 ,我 们 没有 考虑 含 人 误差, 这 是 因为 采用 了 双 精 度 浮 点 数 计 算 , 舍 人 

误差 已 经 非常 小 . 另外 ,由 于 Y 的 值 是 输入 数据 ,实际 上 也 呀 以 用 数据 传递 误差 以 及 条 件数 

来 分 析 两 个 算法 优 沙 的 区 别 , 此 时 第 二 种 算法 可 看 成 是 另 一 个 等 效 的 计算 问题 ,具体 的 分 析 

留 给 慧 兴趣 的 读者 ， 

分 析 算 法 的 稳定 性 时 往往 需 考 虑 计算 中 的 售 人 误 善 对 结果 的 影响 ,这 对 于 计算 步 豫 成 

千 上 万 的 实际 问题 非常 困难 . 有 一 种 方法 叫 向 后 误 盖 分析, 对 某 些 问题 的 算法 稳定 性 分 析 

有 效 . 下 面 给 出 向 后 误差 的 定义 . 

定义 1,.10: 向 后 误差 backward error) 是 指 候 设计 算 过 程 没 有 近似 时 ,将 结果 误 盖 折 算 

为 初始 数据 上 的 扰动 , 即 向 后 误差 是 等 效 的 初始 数据 误差 . 

LA ee ROR By. eRe ff. RR oc 为 函数 输 人 参数 的 准确 值 , 设 y 一 六 zx)， 

而 计算 得 到 的 近似 值 为 y 那么 向 后 误差 为 Az 一 让 一 xz, 其 中 , 字 满 足 2) 一 3 向 后 误差 

Az 的 大 小 反映 了 算法 的 稳定 性 . 如 果 疝 后 误差 小 , 则 说 明 计 算 中 的 扰动 仅仅 等 效 为 较 小 的 

输 和 数据 挑 动 , 由 相应 的 算法 是 稳定 的 . 

20 世纪 60 年 代 , Wilkinson( 威 尔 金森 ?利用 向 后 误差 分 析 法 对 高 斯 消去 过 程 中 的 舍 人 

误差 进行 了 仔细 分 析 ,得 出 了 关于 高 斯 消去 法 稳定 性 的 结论 . 这 将 在 第 3 章 具 体 介绍 . 

了 解 问题 的 病态 性 和 算法 的 稳定 性 是 非常 重要 的 ,在 本 书 的 后 续 章 节 将 结合 具体 的 问 

题 和 算法 各 以 讨论 . 对 于 实际 的 数值 计算 招 题 ,往往 包括 若干 个 前 后 衔接 的 子 了 问题 ,如 果 每 

个 子 问题 都 是 不 敏感 的 问题 ,并 采用 稳定 的 算法 求解 ,才能 保证 最 终 解 的 准 碧 性. 

1.3 计算 机 浮 点 数 系统 与 舍 人 误差 

计算 机 采用 有 有 限 字 长 的 序 点 算术 体系 ,使 用 它 进 行 数值 计算 时 会 不 可 避免 地 产生 舍 人 

误差 ,本 节 对 这 方面 进行 详细 讨论 . 
s。 15 。



  

1.3.1” 计算 机 浑 点 数 系 统 

数值 计算 考虑 的 科学 与 工程 问题 都 涉及 实数 的 各 种 运算 ,而 实际 的 计算 机 系统 只 能 用 

ARS K BSF KX (floating-point number) 来 近似 表示 实数 . 浮 点 数 以 及 它们 之 间 的 运算 

构成 了 整个 浮 点 算术 体系 ， 

Bt ARAB RA BSH ER ce FP 的 浮 点 数 采 用 类 似 于 科学 计数 法 的 表示 形式 

rk (de GG te + et) ee, (1.6) 
其 中 整数 4 满足 

0<d,<f—-1, 1=0,,p—1, 
整数 已 满足 

LZECu. 

RO. OS PM BS H--P ph BURRS dod d, RM KRARK EP, 

didz-d, HORA DR. ERAR ARs HISK. EHR, ERS HR Raa 

在 浮 点 数 的 不 同 域 中 ,每 个 域 有 固定 的 长 度 . 零 可 以 用 尾数 和 指数 都 为 零 的 浮 点 数 表 示 ,或 

者 有 其 他 方案 ,但 表示 是 唯一 的 . 实际 的 浮 点 数 系统 都 是 规范 化 的 ,部 除了 z=0 的 其 他 傅 

况 下 首位 数字 吴 天 0, 这 使 得 尾数 m 满足 1 委 产 所 8 对 浮 点 数 系统 进行 规范 化 具有 下 述 

好 处 : 

C1) 使 数 的 表示 方法 唯一 ; 

(2) 使 得 户 位 尾数 都 是 有 效 数 字 , 因 此 数 的 表示 糖度 最 大 化 ; 

(3) 在 二 进 制 系统 中 (8 一 2) ,一 定 有 如 一 I, 不 需要 存储 ,该 位 用 于 表示 数 的 正 负 号 ,成 

为 “符号 位 ” 

根据 式 (1.6) 以 及 规范 化 技术 ,一 个 规范 化 的 浮 点 数 泰 统 由 4 个 整数 完全 确定 : 基数 

(RUE SOS. BRK RE), HRT RAL MLRAU. ERR. Fe 

WER IL ABR. 

从 理论 上 讲 ,不 同 的 计算 机 可 以 给 上 述 4 个 参数 同 予 不 同 的 值 , 从 而 得 到 不 则 的 浮 点 数 

系统 . 在 计算 机 发 展 的 早期 ,有 的 计算 机 使 用 二 进 制 ,有 的 使 用 十 进 制 ,甚至 还 有 一 种 前 苏 

联 的 计算 机 使 用 三 进 制 ， 而 在 二 进 制 计 算 机 中 ,有 些 使 用 2 为 基数 ,有 些 使 用 8 或 16 ,并且 

各 自用 不 同 的 精度 来 表示 数 . 1985 年 ,美国 国家 标准 局 积 IEEE 标准 委员 会 为 二 进 制 浮 点 

数 体系 共同 颁布 了 ANSI/IEEE 754-1985 号 标准 ,这 个 标准 文件 是 来 自 大 学 .计算 机 制造 

商 , 微 处 理 器 公司 的 92 位 数学 家 .计算机 科学 家 和 工程 师 组 成 的 工作 组 历时 十 年 工作 的 结 

fia. 表 1-4 列 出 了 包括 早期 的 一 些 典 型 浮 点 数 系统 的 参数 ,由 这 些 参数 的 值 或 范围 可 以 知 
道 浮 点 数 的 二 进 制 字 长 . 

表 1-4 典型 浮 点 数 系 统 的 参数 
  

  

  

  

RRR A | eB L _U PARRA & | Pp L U 

TEEE S055 2 | 24 一 126 加 127 | HP 计算 器 10 12 一 499 499 

TEEE S08 8 2 | 53 | 一 1022 1023 | 一 种 3BM 大 型 机 | 16 | 6 一 564 63 

Cray 计算 机 2 |48 | 一 16383 | 16384                   
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IEEE 拯 准 定义 了 单 精 度 和 双 精 度 两 种 溯 点 数 欠 统 . 从 表 1-4 可 以 看 出 ,IEEE 单 精 度 

系统 表示 一 个 浮 点 数 需 32 个 二 进 制 位 ,而 -个 双 糖 度 浮 点 数 需 64 个 二 进 制 位 ,所 以 我 们 常 

说 ,一 个 单 精 度 泽 点 数 占 4 个 字 节 的 存储 空间 ,一 个 双 精 庶 浮 点 数 占 8 个 字 节 .1985 年 以 后 

的 计算 机 都 使 用 IEEE 标准 的 浮 点 算术 体系 ,虽然 在 这 个 标准 框架 下 还 允许 少量 的 变化 ,但 

它 形成 了 一 个 与 共 体 计算 机 类 型 无 关 芍 统一 浮 点 数 模型 ,有 利于 数值 计算 的 研究 和 可 靠 .可 

移植 软件 的 开发 . 此 外 ,精心 设计 的 IEEE 标准 还 合理 地 处 理 了 某 些 特殊 情况 ,例如 , 它 定 
义 了 下 面 两 个 特殊 值 。 

()) Inf:， 表示 无 穷 ,由 有 限 数 被 等 除 产生 ,如 170. 

(2) NaN, # aK A EM (not a number), 由 没有 定义 或 不 确定 的 操作 产生 ,如 070， 

0 * Inf, Inf/Inf, 

1X PT PR A RO RR A. 

任何 一 个 浮 点 数 系 统 中 表示 的 数 都 是 有 限 个 .离散 的 数 ,根据 公式 (1, 6 可 计算 出 一 个 

浮 点 数 系 统 能 表示 的 数 的 个 数 . 正 负 号 有 两 种 选择 ,尾数 的 首位 有 8- 1 种 选择 , te 

坟 一 1 位 都 有 8 种 选 搓 ,指数 可能 最 吉 - 工 十 1 个 值 , 最 后 加 上 省, 规范 化 浮 点 数 的 总 个 数 为 
2(8 一 DB CC 一 工 十 二 十 1. 

定 久 1 工 11, 一 个 浮 点 数 系 统 中 ,最 小 的 正 数 称 为 下 滋 值 Cunderflow level,UFL)， 

定义 1. 12: 一 个 浮 点 数 系统 中 ,最 大 的 正 数 称 为 上 滥 值 (Coverflow level,OFL)， 

显然 ,最 小 的 正 数 为 序 , 它 对 应 的 尾数 为 1, 指数 为 最 小 值 工 . 因此 下 滋 值 
UFL = p*. 

BRERNS -UBH 8-1, BRRARKAU, WSS) Pe 
OFL = g!t'(1 — g?), 

任何 超过 OFL 的 数 都 不 能 用 浮 点 数 表 示 , 而 小 于 UFL 的 正 数 也 无 法 表示 .对 于 IEEE 单 
糖度 和 双 精 度数 ,OFL 和 UFL 的 值 ( 取 4 位 有 效 数 字 ) 列 于 表 1-5. 

袁 15 IEEE 浮 点 数 系统 中 的 几 个 关键 数值 
  

  

  

TEEE 单 精度 浮 点 数 IEEE REF AM 

OFL 3, 403 X 108 1. 797 10" 

UFL 1.175XIG "2, 225x109 

Eun 5.960107" 1.110x10 " 
      
  

BRRRAPREA RM EHF ESS OE p HAD SCH BF pS 
间 ) 是 等 问 距 的 . 下 面 举例 说 明 这 一 点 . . 

W1PARRSE): SRT AMAR. RA 9-2,p—3,L=—-1,U=1, 

图 1-3 标 出 了 这 个 系统 中 所 有 OU 个 浮 点 数 . 对 这 个 系统 ,最 大 的 浮 点 数 OFL = 

(1, 11). X2'= (3. 519 R/S A EES UFL=(1.00), X2 '=(0. 5). KB RA Fi 

表示 二 进 制 或 十 进 制 . 此 外 ,可 以 观察 到 浮 点 数 不 是 等 间隔 分 布 的 ,但 在 相 邻 的 2 的 整数 次 

震 之 间 , 浮 点 数 呈 均匀 分 布 . 这 是 一 般 的 浮 点 数 系统 都 具有 的 特点 ， 

在 例 1.9 中 ,可 以 看 到 零 与 它 附近 的 浮 点 数 间 陨 较 大 ,这 是 由 规范 化 造成 的 . 由 于 尾数 

最 小 为 1.00… ,指数 最 小 为 革 , 所 以 零 和 痛 之 癌 不 可 能 有 AR. IEEE ete pe xT 

次 规范 化 规则 ,使 得 罕 和 以 之 问 的 数 得 以 表示 ,次 规范 化 放松 了 规范 化 的 限制 ,在 指数 取 
. - 17 «



 

4 2 OO - 2 3 4 

BE1-30 —P ETE RE B= 2. p—3,L=—-—1,U=1 

Fix | (ELS TR RF FF PR Ae 0 AE BD aE. 

FP 1.9 PAD BE Re ARR LE 16 4 Bl BOR YE BS BE oe aN 1-4 Bra. 

新 增 的 祁 点 数 
HHH HHH tt +t 

-4 =3 -2 一 | 癸 1 2 3 4 

图 1 4 WAC AMOR B=2.p=3.L=—-1,U=1 

TEEE #9 HE AS 0 530 9 10 BY) 0 a 8 Hk dS i HB Re BR OE Pw oh 

LIE He BR Te Fe as AY A RE FR RR. ARENA 

效 数 字 较 少 ， 

13.2 含 入 与 机 器 畏 度 

能 在 浮 点 数 系 统 中 精确 表示 的 实数 称 为 机 器 数 . 如 果实 数 zx 不 是 机 器 数 , 则 在 计算 机 

中 须 几 某 个 邻近 的 浮 点 数 来 近似 它 , 这 个 近似 数 记 为 下 (z), 而 近似 的 过 程 称 为 含 入 

(rounding) ,所 产生 的 误差 称 为 含 人 误差 . 有 两 种 常用 的 伟人 原则 。 

(1) 截断 舍 人 : 先 将 = 表示 成 8 进 制 数 的 形式 (如 式 (1.6)), 然 后 将 第 < :之 后 的 尾数 

截 去 . 按 这 种 舍 人 规则 ,在 数 轴 上 fl(z) 和 0 处 于 xz 的 同一 仙 , 并 且 fl(z) 是 在 该 侧 最 接近 
z 的 浮 点 数 , 因 此 ,这 种 伟人 规则 也 称 为 “向 零售 人 法 ” 

(2) 最 近 舍 入: fkz) 是 与 最 接 近 的 浮 点 数 ， 如果 z 左 布 两 侧 最 近 的 浮 点 数 与 z 的 上 臣 

离 相 同 , 则 一 般 取 最 后 一 位 数字 为 偶数 的 那个 . 出 于 这 个 原因 ,这 种 含 人 规则 也 称 为 “ 傻 数 

BAR". 

例 1, 10( 最 近 含 入 规则 的 特殊 情况 ): 考虑 鲍 1. 9 中 的 简单 浮 点 数 系 统 , 其 中 尾数 为 

3 位 二 进 制 数 ,按照 最 近 舍 人 规则 r=(1.625)t 对 应 的 机 器 数 是 多 少 ? 

(RY AFCO. = 01. 75) 061.102 = 01. Do WHS cs MBH BBR S 

APRA 102) = (1.100, URES BR — TF eS BL . 

例 1. 11( 两 种 舍 入 规则 ) : 用 介绍 的 两 种 伟人 规则 将 下 列 十 进 制 数 舍 人 到 两 位 ,结果 如 
下 表 所 示 。 
  

x 5, 04 5. 05 5, 14 5.15 

ROSA 5.0 5.0 5.1 5.1 

BURA 5.0 3.0 5.1 5.2 

    

  

          

MBL 101. A, aS ARS RTT Re RAP BASE 

截断 伟人 更 准确 . 截断 含 人 主要 在 早期 的 浮 点 数 系统 中 使 用 ,目前 的 计算 机 忒 乎 都 采用 最 

近 售 人 , 它 也 是 IEEE 标准 中 的 缺 省 含 人 规则 ， 因 此 ,在 不 加 说 明 的 情况 下 本 书后 面 内 容 都 
- 18.



  

遵循 最 近 舍 人 规则 ， 

在 数值 计算 中 与 舍 人 类 似 的 一 种 近似 发 生 在 数 的 输入 和 输出 过 程 中 . 输 人 输出 数据 通 

常 都 是 十 进 制 形式 ,而 有 跟 位 的 十 进 制 数 表示 成 二 进 制 时 可 能 成 为 无 限 位 循环 小 数 , 氏 此 ， 

将 它 转换 为 计算 机 内 部 使 用 的 二 进 制 浮 点 数 时 会 产生 误 盖 . IEEE 标准 没有 对 这 种 转 护 算 

法 加 以 规定 ,但 Netlih 程序 库 中 提供 了 一 种 有 效 的 .可 移植 的 二 进 制 、. 十 进 制 浮 点 数 转 换 程 

序 (dtoa 和 strtod) . 

浮 点 运算 系统 的 精 麻 往往 困 机 器 精度 (machine prccision 或 machine esbsilon) 来 刻画 ， 

定义 1.13: 一 个 浮 点 数 系统 的 机 器 精度 记 为 sw, 它 是 满足 站 (1 十 e?>1 的 se TR 

A,B: 

Emach = inf{e;fl€1 +e) > 1}. (1.7) 

考虑 最 近 舍 人 规则 ,有 

二 marh 一 +B ’. 

若 采用 截断 含 人 , 则 sa 一 记 7 

在 1.3.1 小节 的 表 1-5 中 ,也 列 出 了 TERE 单 精 度 和 双 精 度 浮 点 数 的 em 机 器 精度 是 

一 个 非常 重要 的 指标 .考虑 以 式 (1.6) 的 形式 表示 的 非 符 实 数 z, 则 ss 为 指数 五 一 0 的 实 

数 工 转 比 为 浮 点 数 fl(zy 的 绝对 误差 上 限 ， 对 一 般 的 实数 >, 则 机 器 精度 是 将 工 用 浮 点 数 表 

AR BS AB RS Ge Zeb RR. 

定理 1.5: 在 规范 化 的 浮 点 数 系统 中 表示 非 零 实数 z, 其 相对 误差 限 是 su BB: 

[|<。 a 

| 

【证 明了】 在 ”位 尾数 的 六 点 数 系统 中 ,fl(z) 具 有 (FG + + Sr) x ae 
i ok A RM A KOM | 21S + ge AT GRP BT TL BES 

lac} sy ® 

_ Hf + pF | <|< i aa =p. 

所 以 , 原 命题 得 证 . 

有 时 候 , 机 器 精度 也 定义 为 从 1 到 下 一 个 比 它 大 的 淫 点 数 的 上 离 ( 例 如 ,MATLAB 软 

件 中 的 eps 常数 ) , 它 与 定义 式 (1.7)? 的 含义 不 完全 相同 ,正好 是 最 近 伟人 规则 下 emm 值 的 两 

倍 . 无 论 如 何 , 机 器 精度 都 是 度量 浮 点 数 之 间 间 隔 大 小 的 一 个 量 . 

单 精度 的 swu 一 却 X21-2 一 2-4 0.6X10…，, 它 体现 了 用 单 精度 浮 点 数 表示 实数 的 相 
对 误差 上 限 . 根据 定理 1. 4, 单 精度 浮 点 数 大 约 有 ?7 位 正确 的 有 效 数字 ， 对 下 精度 浮 点 数 也 

人 若 fz) 中 呈 数 正 好 等 于 1, 即 fl) 二 斌 ( 仅 善 目下 数 的 情况 ) ,此 时 有 可 能 <1 8 mete he gt le 

2-2) MIBGO— sip lel > (1a oe emanate / (ater). sem 
的 结论 是 兼容 的 . 
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可 和 做 类 似 分 析 , 双 精 度 的 eums*0.11X10-5 , 则 双 精 度 浮 点 数 肥 15 位 正确 的 有 效 数 字 ，. 

虽然 机 器 精度 和 证 溢 值 都 是 很 小 的 量 , 但 不 能 把 它们 混为一谈 ， 机 器 精度 sm 由 浮 点 

数 系统 尾数 域 的 位 数 决 定 ,而 下 觉 值 UFL 主要 由 指数 域 的 位 数 决 定 . 在 实用 药 浮 点 数 系统 

中 ，UFL .OFTL 和 sm 这 三 个 特征 景 的 关系 为 ; 

0 < UFL < ena, < OFL. 

13.3 PABHBHSARE 

DAS FF ck OCAB Hn ae NT se BEL E111 04 A PR SE TD ais RR OR 

HELE «wh UH HH BE ]y BBS BBC BY PB Be es LA AB a SB gS A ic. 缩小 尾数 由 当 于 在 存储 

字 节 内 将 数据 右 移 , 造 成 有 效 数 字 位 数 的 减少 ,使 得 计算 结果 不 准确 . 考虑 极端 情况 , 若 缩 

小 后 的 尾数 小 于 机 器 精度 , 则 它 对 加 减 运 算 结 果 将 不 再 产生 影响 . 下 面 的 定理 说 明了 这 种 

情况 ,详细 的 证 明 留 给 感 兴趣 的 污 者 思考 . 

定理 1.6: 设 两 个 实数 zi ,zsER , 若 | 于 | 写 eus, 则 在 IEEE 浮 点 数 体系 中 对 它们 做 
相 加 或 相 减 运算 时 ,zz 的 值 对 计算 结果 训 无 影响 ， 换 名 话说 , 当 两 个 数 的 大 小 相差 非常 县 

多 时 , 较 小 的 数 的 信息 将 完全 委 失 . 

两 个 浮 点 数 的 相 乘 不 需要 让 指数 匹配 ,只 是 简单 地 进行 指数 相 加 .尾数 相 匀 . 但 一 般 情 

况 下 ,两 个 户 位 所 数 的 匀 积 有 22 位 数字 ,所 以 结果 不 能 用 训 位 精确 表示 ,必然 蔓 对 末尾 的 

若干 位 数字 进行 信人 . 两 个 户 位 浮 点 数 相 除 的 结果 也 可 能 超过 户 位 ,甚至 有 无 穷 多 位 因 

此 ,除法 的 结果 也 不 能 用 浮 点 数 精 确 表 示 . 

例 1.t2( 浮 点 运算 ), 考虑 6 位 已 数 的 十 进 制 浮 点 数 (8 一 10, 一 6) ,一 1.235 07X10?， 

?一 5. 432 19X10 !，, 则 浮 点 加 的 结果 为 zx 十 y 王 1.235 61X103 ,这 里 > 的 最 后 两 位 对 结果 没 

有 影响 . 类 似 了 地 , 浮 点 乘 的 结果 为 zx，y 一 6. 709 13X10: ,这 个 结果 将 准确 结果 中 后 一 半 的 

位 数 都 丢掉 了 . 

1 和 10 都 可 以 用 二 进 制 羡 点 数 精确 表示 ,但 它们 的 商 1710 则 是 一 个 二 进 制 的 无 限 循 

环 小 数 : 

  

Xe 

a 

  

pr etxQtetetatet)- 

尾数 中 除 第 1 位 是 1, 后 续 位 上 的 值 是 重复 的 1,0,0,1. 

在 上 面 的 这 些 情 形 中 ,由 于 浮 点 系统 的 有 女 精 度 使 得 准确 的 结果 不 能 被 完全 表示 ,因此 

造成 误差 . 另外 还 有 一 类 情况 是 计算 结果 超出 了 系统 的 范围 (上 溢 或 下 溢 ) ,相应 的 实数 也 

不 能 被 精确 骸 示 . 由 于 非常 小 的 数 可 以 用 零 来 近似 ,因此 上 誉 往往 是 比 下 滋 更 严重 的 问题 . 

很 多 实际 的 计算 机 系统 都 会 把 上 溢 作 为 严重 错误 而 中 止 程序 ,而 发 生 王 滋 时 则 直接 把 结果 

设 为 零 , 不 影响 程序 运行 . 

我 们 用 op 表示 加 ` 减 . 乘 . 除 这 样 的 实数 运算 ,而 flop 代表 在 浮 点 算术 体系 下 相同 的 运 

算 . 在 理想 情况 下 ,我 们 希望 浮 点 运算 满足 : 、 

zx flop » = fl(z op y), (1. 8) 

AF AiR KRERREESERAERGAABP ARR. KL, RARER cA 

y 在 浮 点 数 表示 范围 内 ,在 符合 IEEE 浮 点 数 标准 的 计算 机 中 一 般 都 可 以 达到 这 种 理想 情 
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况 . 在 不 至 于 发 生 混 病 的 情况 下 ,下 面 用 攻 数 fl( .表示 一 个 数学 运算 式 在 浮 点 运算 体系 

中 的 计算 结果 . 

注意 , 公 趟 (1.8) 到 映 的 仅仅 是 一 次 浮 点 运算 的 情况 ,实际 的 问题 中 往往 有 成 千 上 万 次 

这 样 的 计算 ,最 终结 果 的 误 善 情况 物 不 会 这 人 么 理想 ， 此 外 , 浮 点 加 和 浮 点 乘 满 足 交 允 律 ,但 

不 满足 结合 律 ,因此 运算 顺序 不 同 , 计算 结果 的 含 人 误差 也 不 同 . 

例 1. 13( 浮 点 运算 不 满足 结合 律 ): 仍 设 z 是 一 个 略 小 于 机 需 精 度 的 正 肖 点 数 , 则 在 

浮 点 运算 体系 下 flCCLI 十 xz) 十 xz 一 1 但 fl +(2+2))>1. 

由 于 - 般 计 算 机 都 满足 式 (1.8) ,而 定理 1.5 说 明 用 浮 点 数 表示 实数 的 相对 误差 上 

限 是 sa， 所 以 单 次 加 、 减 、 习 、 除 运算 满足 

fl(x op yd = (x op y(1+ 8), 

其 中 计算 的 相对 误差 满足 18j 委 es- 可 以 根据 这 个 公式 ,讨论 一 些 简 单 问题 的 含 人 误差 . 

例 1. 44《 售 入 误差 分 析 ): 考虑 zx(? 十 z) 的 售 人 误差 ,fly 十 z) 一 (> 十 z)(1 十 3 )， 其 中 

16， 委 er » FAI » 

fila(yted= (a- fi€tyt2)+8&) Hp | & lena 

= (x«(yt2014+80314+ &) 

HS xlyta1lt+a+&2 +he) 

ee aCytz1+4,+8) 

— x(yt2)14+ 8), 

FE =) tor |S Seu. Alb cy tz RAR ERA emu. 

JAP 1.14 Aa AR SEH RE. RO Ad, HIER SIEMPRE 

REARSA cua 利用 上 述 类 似 的 方法 可 以 分 析 更 复杂 的 计算 ,当然 最 后 估计 结果 中 

em 前 的 倍数 会 更 火 ( 这 也 是 向 前 误 盖 分 析 的 缺点 ). 在 实际 计算 中 ,考虑 到 es 的 值 非常 

小 , 步 又 不 是 特别 多 的 计算 过 竹 药 售 人 误差 一 般 不 会 很 大 . 

1.3.4 抵消 现象 

RIGA BARBARA TEE BRAM (cancellation RR. AHS HA. 

值 相 近 的 请 位 数 相 减 可 能 使 结果 RS Fp i. 称 这 种 现象 为 抵消 . 

例 1.15{ 抵 消 现象 ) : 有 两 个 十 进 制 的 6 位 精度 数 ,z 一 1.923 05X10? ,y 一 1.921 37X10* ， 

则 z 一 > 一 1.68. 这 一 步 减法 计算 过 程 中 未 发 生 含 人 ,但 它 的 结果 却 仅 有 3 位 有 效 数 字 。. 

尽管 发 生 抵消 现象 时 的 减法 计算 是 精确 的 ,但 考虑 到 操作 数 本 身 带 有 误差 ,其 计算 结果 

必然 有 误 姜 , 在 这 种 情况 下 ,结果 的 有 效 数 字 位 数 很 少 意 味 着 结果 的 相对 误差 可 能 非常 大 . 

换 名 话说 ,由 于 前 面 误 关 的 积累 操作 数 的 后 几 位 通常 是 不 准确 的 ,而 抵消 使 得 操作 数 前 几 位 

的 信息 丢失 ,因此 计算 结果 中 仅 包含 了 不 准确 的 操作 数 后 儿 位 所 表示 的 信息 . 这 将 使 得 到 

的 结果 的 相对 误差 很 大 ,进而 使 后 续 计 算 更 加 不 准确 ,因此 , 冰 将 抵消 现象 看 成 是 发 生 信 息 

竺 失 .计算 数据 误差 变 大 的 信和 中 . 

舍 人 是 得 弃 林 尾 数位 上 的 数字 ,而 抵消 丢失 的 是 高 位 数字 包含 的 信息 ,从 这 个 角度 

上 和 蛋 抵 消 带 来 的 影响 比 含 人 大 得 光 ， 册 此 通常 不 用 两 个 大 数 的 差 来 得 到 小 数 , 央 为 抵 

消 将 使 得 操作 数 上 的 误差 在 结果 中 占 主 导 地 位 , 下 面 的 实际 例子 进一步 解释 了 抵消 的 

数值 危害 . 
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例 1.16( 计 算 e 时 出 现 的 抵消 ): 当 zx<0, 且 |zl 较 大 时 ,利用 公式 

ex 一 =- 1+z+ 末 + 厅 二 … 

截 其 前 ”项 计算 e= ,会 发 生 严 重 的 抵消 ， 使 数值 结果 误差 很 大 ， 由 于 |z| 较 大 ; 则 前 若 王 项 的 

求 和 式 ( 部 分 和 和) 中 每 一 项 的 绝对 值 都 远大 于 准确 结果 , 当 按 和 良 然 顺序 逐 项 累加 到 部 分 和 上 

时 ,每 次 计算 都 是 将 两 个 较 大 但 符号 相反 的 数 作 加 法 (等 价 于 符号 相同 的 数 相 减 ) ,因此 造成 

抵消 . 随 着 含 人 误差 的 逐渐 积累 ,将 可 能 远大 于 准确 结果 ,使 得 结果 完全 错误 . 下 面 以 
MATLAB 中 的 计算 结果 加 以 说 明 . 

假设 xz 一 一 20, 前 二 项 求 和 的 计算 值 为 S.(z)， 中 着 逐 项 累加 的 过 程 ,发 现 Su (zx) 一 
5.62188X10' ,此 时 下 一 步 加 的 项 为 zs/9641 一 7.989 30X 10-%, 它 与 Se(z) 的 比值 已 经 

小 于 到 ecwa， 根据 定理 1. 6, 后 续 的 求 和 运算 都 不 会 改变 部 分 和 的 计算 值 , 因 此 ,e-” 的 计算 
值 为 5.621 88X10”( 仅 显示 6 位 有 效 数 字 ) ,而 e “的 准确 值 为 2.061 15X 10-" ,说 明 计算 
结果 完全 错误 . 

当 xz>>0 时 ,上 述 求 和 式 中 每 项 都 大 于 0, 不 会 有 抵消 现象 ,计算 是 稳定 的 .例如 , 当 z 一 
20 时 ,计算 前 68 项 后 结果 将 不 再 变化 ,部 分 和 为 Se(z) 一 4.85165X108 ,与 准确 值 完 全 一 

样 ， 因 此 ,对 于 z<0 的 情况 ,通过 公式 1/e 计算 er 是 有 效 、. 可 行 的 算法 . 

1.4 名 证 数值 计算 的 准确 性 

本 节 先 认 减 小 伟人 误差 的 角度 给 出 风 条 建议 ,然后 讨论 如 何 保证 计算 结果 的 准确 性， 

1.4.1 减少 舍 入 误差 的 几 条 建议 

实际 的 数值 计算 中 , 浮 点 运算 的 次 数 往往 成 千 上 万 ,通过 分 析 每 一 步 计算 的 舍 人 误 

差 来 评价 最 终结 果 的 售 人 误差 显然 是 不 切实 际 的 ,而 县 简单 地 考虑 每 步 的 最 坏 情况 会 

使 对 最 终结 果 的 估计 过 于 悲观 ,下面 给 出 几 条 减 小 舍 人 误差 的 建议 ,并 通过 具体 实例 

加 以 说 明 . 在 数值 算法 设计 和 编写 程序 时 ,有 意识 地 遵循 它们 ,就 有 可 能 将 舍 人 误差 的 
影响 跨 到 最 低 . 

1. 避免 申 间 计 算 结 果 出 现 上 遂 或 下 省 

上 淮 和 下 誉 主要 在 做 乘 .除法 运算 中 出 现 . 多 个 很 大 的 数 相 滋 可 能 导致 上 滋 , 很 小 的 数 

相 乘 林 能 导致 下 溢 ,类 似 的 极端 情况 在 做 除法 运算 时 也 可 能 发 生 . 下 面 举 一 个 简单 的 例子 

说 明 如 何 避 免 中 间 结 果 上 溢 . 

例 1.17( 避 免 中 间 结 果 上 溢 ) ;计算 分 式 

i a Tr 

FEF x, Wax MBB. | a1 /a2 |>3. 403 X10". RAL RURRE BOTH 2 /ae BARE LHS. RR 

GLP oy AERA RAR MHA. Poe Le TR SE z=, > 2 eo oe, RG 

计算 yHani/s. 

在 实际 的 计算 中 ,首先 应 对 各 个 操作 数 的 大 小 有 火 笨 的 了 解 , 然 后 通过 调整 计算 次 序 吉 

Se BY AS Hi BBS) be A Be. 
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2. 避免 “大 数 乃 掉 小 数 ” 

“大 数 吃 掉 小 数 " 是 一 种 形象 的 说 法 , 它 是 指 在 做 加 、 减 运算 时 , 若 丙 个 操作 数 大 小 相差 
昌 殊 , 较 小 数 的 信息 将 被 较 大 的 数 “淹没 ”， 前 面 的 例 1 13 说 明 的 就 是 这 种 情况 ,定理 1.6 

也 给 出 了 相关 的 结论 . 一 旦 “大 数 吃 掉 小 数 ? 情 况 发 生 多 了 ,必然 造成 很 大 的 计算 误差 . 下 

RAB THT. 

例 1. 18( 级 数 求 和 ): 在 浮 点 竺 术 系 统 中 计算 

2 
分 析 会 得 到 什么 结果 . 

如 果 精 确 计 算 ,这 个 无 穷 级 数 的 和 是 发 散 的 ,但 在 浮 点 算术 系统 中 却 不 是 这 样 . 粗略 分 

析 ,进行 有 限 精 度 计 竺 可 能 会 : 中 部 分 和 非常 大 并 发 生 上 溢 , 即 达到 OFL; 外 1 逐渐 变 小 

并 产生 下 六 ,内 此 部 分 和 结果 不 变化 . 但 通过 实验 可 以 发 现 ,在 达 旬 上 述 丙 种 情形 之 前 计算 
aol 

结果 就 不 再 变化 了 这 是 因为 ,一 旦 增加 量 1/n 5 RAD) moa Aa AR 它 们 的 和 就 
k=l 

停 寺 变化 了 ,内 此 得 到 的 计算 结果 是 有 限 值 . 根据 定理 1.6 可 粗略 估计 何 时 发 生 上 述 现象 ， 

当 结 果 依 停止 变化 时 ， 

1 -1 G1 
po Genet 之 RB 

AEP RSH SBRABAMRRRAS RRA TRATIMBAR. MRI 

问题 的 办 法 主要 是 调整 运算 次 序 ,避免 发 生 “ 大 数 吃 掉 小 数 "情况 . 

3. 避免 符号 相同 的 两 相近 数 相 减 

在 1. 3.4 小 节 详 细 介 绍 了 抵消 现象 及 其 带 来 的 数 信和 危 害 ,为 防止 出 现 抵 消 现象 ,我 们 应 

尽量 避免 符 叶 查 同 的 两 相近 数 相 减 . 下 面 再 举 两 个 例子 . 

例 1. 19( 二 次 方程 求 根 公式 ): 一 元 二 次 方程 

cr t+hz tc =0 

的 两 个 根 可 由 求 根 公式 

_ b+ Se = fac 
2a 

1, MSE doc MAT 6° 来 说 很 小 , 则 一 5 十 V 苹 一 4ac 会 发 生 抵 消 现象 (不 妨 设 g>>0).、 此 

时 可 采用 公式 

2c 

—b— Je — 4ac 

HRY — a ET ot VP 一 4ac 的 抵消 现象 例如 ,用 十 进 制 计 算 二 次 方程 的 根 , 取 

4 fy BOR. ARM a=0, 050 10,6=- 98, 78,c=5.015. 为 了 比较 , 先 给 出 具有 10 位 有 效 

数字 的 精确 根 

i= 

1971.605916 和 0,050 770 693 87. 

用 4 位 有 效 数 字 运 算计 算 判 别 式 , 得 
& —Aac = 9757 — 1. 005 = 9755, 

所 以 
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SB —4dac = 98, 77, 

这 样 由 求 根 公式 得 到 的 两 全 根 为 
98. 78 士 98. 77 

0. 1002 

这 个 结果 中 ,第 一 个 根 的 4 位 数字 都 是 正确 的 ,但 第 二 个 根 完全 错 了 (误差 约 为 100%).， 第 

二 个 机 出 错 的 原因 是 发 生 了 抵消 ,使 得 减法 的 结果 只 含 含 人 误差 信息 ， 用 另 一 个 求 根 公式 

重新 算 第 二 个 根 : 

= 1972 及 0.0998. 

10.03 

98.78 + 98.77 — 9: 08077, 
它 的 4 位 数字 都 是 准确 的 . 

此 外 ,二 次 方程 求 根 公式 中 平方 根 内 的 抵消 是 不 容易 避免 的 ,此 时 只 能 采用 更 高 的 计算 

精度 . 

例 1. 20( 标 准 差 的 计算 ): 有 限 实 数 序列 rt 一 1，……z) 的 均值 外 

定义 ,标准 差 由 

  

定义 . 直接 利用 以 上 公式 计算 标准 差 需要 瘟 历 数据 两 次 ,一 次 计算 出 均值 , 另 一 次 计算 出 标 

准 差 . 为 了 减少 遍历 数据 次 数 ,提高 计算 效率 ,可 用 等 价 的 下 述 公 式 计 算 标 准 差 

= [0 
采用 该 公式 ,对 离散 数据 只 需 遍历 一 次 就 可 以 计算 出 数据 的 和 以 及 平方 和 ， 进而 算出 标准 

差 . 然而 在 采用 遍历 一 次 的 公式 时 ,发 生 抵消 所 产生 的 危害 往往 比 原始 公式 发 生 抵 消 的 危 

害 大 ,因为 前 者 (只 遍历 一 次 的 公式 ) 相 减 的 商 个 量 一 般 比 较 大 而 且 很 相近 ,从 而 使 更 多 的 有 

效 数 字 丢 失 ,使 得 结果 的 相对 误差 较 大 . 

4, 注意 简化 步 匡 ,减少 运算 次 数 

求解 一 个 问题 通常 有 多 种 数学 方法 和 具体 算法 ,如果 其 中 某 种 算法 能 减少 计算 次 数 , 不 

但 可 节省 计算 机 的 计算 时 间 , 研 且 通常 也 能 减少 舍 人 误差 的 影响 ， 追求 较 小 的 算法 计算 复 

杂 度 实际 上 也 是 数值 计算 的 下 要 研究 内 容 . 下 面 举 一 个 例子 . 

例 1.21( 多 项 式 函 数 求 值 的 算法 ) : 计算 多 项 式 

Pi(2) = aga? taz teeta, ata, 

GO AHR a2" EAR — seme Si ED ye seek ann BAM. 
单 的 改进 是 采用 下 述 算法 、 

算法 1. 1: 计算 多 项 式 P,(z) 的 算法 
BA: x, BRAARR a, (ix 0,0+,m) 5 Mt: P, (x). 
Di=ao; 

For i=1,2,‘**,n 
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bi=xbt aj: 

End 

Pi (xX) :=b. 

LRA =" RARE. RHR RE ne KREA no KM TS 

HP, (AE. WR SRL BK a SE RRL 1247 年 

#2 ©, 

14.2 影响 结 朱 准确 性 的 主要 因素 

先 以 函数 求 值 问 题 为 例 回顾 问题 的 敏感 性 .算法 的 稳定 性 和 计算 误差 等 主要 概念 ,然后 

总 结 影响 结果 准确 性 的 主要 因素 . 

考虑 计算 丽 数 值 rz) 的 问题 ,输入 数据 和 结果 的 准确 值 的 对 应 关系 为 

x f(r). 

由 于 初始 数据 的 误差 ,实际 计算 时 使 用 的 输入 为 芋 , 若 假设 计算 过 穆 完 全 精确 , 则 得 到 

函数 值 为 /2z) , 它 与 准确 值 fxz) 的 差别 反映 了 问题 的 敏感 性 ,通过 条 件数 的 概念 来 定 

it Aik. 

回 样 是 这 个 问题 ,再 进一步 考虑 实际 计算 采 半 的 算法 及 计算 过 程 中 的 误差 . 假设 有 两 

个 算法 ,分 唱 得 到 如 下 结果 : 

Pw 1. eR, 

Pie 2. a+ F (a). 

结果 六 2) 和 广 (2) 的 差别 是 由 于 算法 的 不 同 造成 的 ,而 它们 误差 的 大 小 则 反映 了 算法 

稳定 性 的 不 同 ,车 初始 数据 误差 较 小 且 问 题 不 敏感 ,采用 稳定 的 算法 得 出 的 结果 一 定 比较 

ER. 

由 于 

fl@) — f(z) = [f(@) — f+ Lz) — Crd], 

GRREAWVHREARERRRELA WH RAR REMAPARE AH. 截断 误 

差 由 方法 .公式 的 近似 引起 , 需 结合 县 体 问 题 进行 理论 分 析 ; 伟 人 误差 形成 的 原 贰 包括 有 限 

位 的 初始 数据 .各 个 计算 步 的 顺序 ,以 及 每 步 加 , 减 . 老 、 除 冯 算 误差 的 累积 . 对 于 含 人 误差 ， 

很 难 做 有 将 的 定 基 估计 ,只 能 做 些 定性 分 析 ， 

要 保证 一 个 数值 计算 问题 结果 的 准确 性 ,通常 需 按 以 下 方面 依次 考 咱 : 

《1) 病态 性 ,是 待 求 解数 学 问题 的 性 质 ,与 具体 算法 无 关 , 最 先 考虑 ; 

《2) 稳定 性 ,是 数值 算法 的 性 质 ,应 选择 稳定 性 好 的 算法 ,减少 计算 中 误差 的 扩大 

《3) 通过 定性 分 析 控 制 合 人 误差 ,遵循 减 小 售 人 误差 的 凡 条 建议 , 若 可 能 的 话 尽量 采 用 

位 数 较 多 的 双 和 精度 浮 点 数 ， 

最 所 ,通过 表 1-6 总 结 计 算 结 果 中 各 种 误差 分 量 ,以 及 对 其 评 佑 和 减 小 的 措施 . 

中 ”该 等 法 在 尖 外 称 为 Hernor 算 法 ,1819 年 才 被 提出 ， 
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表 1-6 数 估计 算 的 各 种 误差 与 减 小 误差 的 措施 
  

  

  

  

        

a Bx 
it RRR 
a 数据 传递 误差 

RBH BARE 
mean [SAU MBGT | TREMERAA RES TST | MBER A 

小 ? | 理论 分 析 法 ;很 难 定量 分 析 件数 
ap Atnsen 选 稳定 的 算法 , 减 小 含 人 误 基 的 建 | 变换 问题 形式 ,改善 全 

如 何 减 小 误差 ? | 算法 选择 议 ; 采 用 双 精 度 或 更 高 糖度 浮 点 数 | 感性 
  

OTE 

ABEGERALK A SAH” ACHE LMU RUA RRAW RC AK 

了 从 字面 理解 的 意思 . 英国 牛津 大 学 教授 .Fox 奖 得 主 L,，X，Trefethen 写 过 一 篇 小 品 文 

The definition of numerical analysis BUR 4 AE LO, Kesh oP ey: 

数值 分 析 是 研究 连续 数学 问题 的 算法 的 学 科 领 域 . 

这 个 定义 罕 出 了 算法 在 这 个 领域 的 关键 地 位 . 

数值 计算 领域 的 学 术 期 刊 非常 多 ,例如 ,前 面 曾 提 到 的 IEEE 的 Computing 训 Science 

& Engineering .ACM® i) ACM Transactions on Mathematical Software, 3£ SIAM 出 

版 的 -系列 期 刊 也 值得 关注 ，SIAM 是 美国 工业 与 应 用 数学 学 会 (Society for Industrial and 

Apbpliecd Mathematics) 的 名 称 缩写 ,该 学 会 是 应 用 数学 ,数值 计 等 领域 的 权威 学 术 组 织 , 出 

版 了 大 量 有 关 书 籍 和 期 刊 . 
关 平 20 世纪 十 大 算法 的 介绍 , 见 Comzrutirg in Science 必 Enrgireering 2000 年 第 1 期 

上 的 一 组 文章 ,以 及 SIAM News (http://mwww- siam. org/ynews/) 上 的 评论 文章 : 

* Computing in Science & Engineering, Vol. 2,No. 1,2000. 

«» B. A. Cipra, “The best of the 20th century: Editors name top 10 algorithms,” 

SIAM News, Vol. 33,No. 4,2000. 

关于 念 人 误 盖 分 析 的 经 典 著 作 是 : 
J. H. Wilkinson, Rounding Errors in Algebraic Processes, Englewood Cliffs, NJ; 

Prentice Hall, 1963. 

EP wRRBKRSAM UTA RH RA KARTE. RAMRHHASBA : 
* N.J. Higham, Accuracy and Stabilizy of Numerical Algorithms, SIAM 

Press, 2002, . 

» M. Overton, Numerical Computing with TEEE Fleating Point Arithmetic ,SIAM 

Press,2001. 

关于 数学 软件 ,除了 MATLAB, 目 前 比较 流行 ,也 比较 成 熟 的 还 有 Mathematica 和 

© BRLERF 1992 4E 11 5 SIAM News, LAM Trefethen RMBOB Numerical Linear Algebra, 4 Trefethen 的 

Po tk ti, fi Ss http://www, comlab. ox. ac. uk/nick. trefethen/home, html, 

® Association for Computing Machinery, SMiHtAMDA 1 -HMERKE SA SRAM S—. 
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Maplec， 与 其 他 软件 相 比 ,MATLAB 在 数值 计算 方面 功能 更 好 -- 些 . 在 MATLAB 中 ,默认 

的 变量 类 型 是 双 精 度 浮 点 数 ,但 可 以 使 用 single 和 double 命令 将 变量 的 值 在 单 精度 浮 点 数 

和 双 精 度 浮 点 数 之 间 转 换 . 通过 命令 eps、realtnax、realinin 可 方便 地 得 到 机 器 精度 .上 溢 

值 .下 滋 值 等 浮 点 数 系 统 的 重要 参数 (针对 单 精度 和 双 精 度 两 种 情况 )， 如 果 安 装 了 符号 数 

学 工具 箱 (Symbolic Math Toolbox) ,还 可 以 使 用 vpa 命令 设置 任意 的 计算 精度 进行 与 误差 

有 关 揭 实验 . 关于 它们 的 更 多 介绍 请 着 MATLAB 的 联机 帮助 ， 

【本 章 知 识 点 〗 误差 与 有 效 数字 ;误差 的 分 类 ;数据 传递 误差 的 估算 ;问题 的 敏感 性 ;条 

件数 ;算法 的 稳定 性 ; 浮 点 数 系 统 的 表示 及 其 主要 参数 :机 器 精度 :IEEE 单 精 度 、 双 精度 泽 

点 数 ;抵消 现象 “大 数 吃 掉 小 数 "现象 ; 减 小 含 人 误差 的 建议 . 

算法 月 后 的 历史 : 浮 点 运算 的 先驱 一 一 威 请 … 卡 享 

威廉 ， 卡 享 (William M，Kahan)1933 年 6 月 5 日 生 于 加 拿 大 多 伦 多 . 他 大 学 就 读 于 著 

名 的 多 伦 多 天 学 ,分 别 于 1954、1956 和 1958 年 在 那里 获得 数学 学 

士 ,硕士 和 请 士 学 位 ,学 成 以 后 , 卡 享 既 在 大 学 从 事 过 教学 和 科研 ， 

又 在 一 些 著名 的 计算 机 整 机 厂 和 元 器 件 厂 从 事 过 重要 的 技术 工作 

和 产品 开发 工作 ， 其 中 和 包括; 1960 一 1968 年 在 多 伦 多 大 学 任教 ， 

]1972 一 1973 年 在 IJBM 公司 工作 ,1974 一 1982 年 任 HP 公司 顾问 ， 

1976 一 1983 年 在 Intel 公司 工作 ,1983--1986 重 返 IJBM,1986 年 以 

后 在 加 州 大 学 铂 克 利 分 校 任教 ,同时 在 美国 图 家 半导体 公司 兼职 . 

这 些 经 历 使 他 积 票 了 丰富 的 工程 实践 经 验 , 并 为 计算 机 科学 技术 ， 

尤其 是 在 计算 抽 这 算 技 术 的 发 展 方面 作出 了 重要 贡献 . 由 于 卡 享 在 

浮 点 和 运算 部 件 设 计 和 浮 点 运算 标准 制定 上 的 突出 贡献 ,他 获得 了 1989 年 的 图 灵 奖 .他 还 于 

1994 年 当选 ACM Feliow,2000 年 获 IEEE“Emanuel R，Piore” 奖 ,2003 年 当选 美国 艺术 和 与 

科学 院 院 士 ,2005 年 当选 美国 工程 院外 厌 院 士 . 
卡 亭 的 主要 贡献 

KR RE RP MI ANS RM AOS BRIS DS WEBB HRMS HRS 

MRSA HE SM Oe RRR HKALE BEES. Db RR 

计算 机 许多 都 不 配备 浮 点 运算 部 件 ， 那 么 需要 浮 点 运算 的 时 候 息 么 办 呢 ? 历史 上 曾经 有 过 

两 种 解决 办 法 : 第 一 种 是 利用 浮 点 运算 卑 程序 在 定点 运算 部 件 上 实现 浮 点 运算 . 最 早 的 浮 

点 运算 子 程 序 是 由 1970 年 图 灵 奖 获得 者 威 尔 人 金森 (J， HR Wijkinson) 呈 在 图 灵 {Turingy) 所 

设计 的 ACE 计算 机 上 实现 的 :第 二 种 办 法 是 间 。 诺 依 要 (von Neumann) 提 出 来 的 , 即 对 定 

点 数 附 加 以 “比例 因子 ”, 使 之 成 为 实际 上 的 浮 点 数 ， 这 个 办 法 国 然 巧 妙 , 但 比 钢 因子 的 设 定 

成 了 今 程 序 贡 伪 脑 藤 的 事 , 因 为 有 时 候 运算 的 中 间 结 果 和 最 后 结果 的 范围 很 难 确 切 估 计 ，, 比 

例 因子 选 小 了 ,造成 运算 浇 出 ;比例 因子 选 大 了 ,影响 运 鼻 精度. 后 来 ,TBM J. Backus® 

和 HHerriek 一 起 开发 出 了 一 个 叫 Speedceding 的 软件 ,能 银 据 问题 自动 设 定 和 调整 比 龟 

  
O 见 第 3 章 “ 算 法 背后 的 历史 ”. 

四 ”他 领导 开发 的 Fortran 壤 优 编 详 器 算法 被 选 为 "29 世纪 十 大 算法 ”, 他 也 蚌 1977 年 图 站 奖 获得 者 ， 
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因子 ,成功 地 解决 了 这 个 问题 这些 办 法 都 是 通过 软件 实现 浮 点 运算 的 ,虽然 可 行 ,但 在 运 

行 效率 上 和 精度 上 都 有 很 大 限制 ,也 难以 满足 某 些 应 用 的 需要 . 正 是 卡 享 ,在 Intel 公司 工 

作 期 间 , 主 持 设计 与 开发 了 8087 茧 片 , 咸 功 地 实现 了 责 加 .高 效 的 洗 点 运算 硬件 . 很 长 一 身 

时 间 以 来 , 装 有 80x86 系列 CPU 的 计算 机 痢 需 要 配置 8087 这 个 数 学 协 处 理 器 ,才能 完成 科 

学 与 工程 方面 的 计算 . 

由 于 有 这 样 的 背 划 ,JEEE 在 制定 浮 点 运算 标准 的 时 候 , 很 自然 地 任命 卡 亭 为 这 个 课题 

SAHA. APP MEH, Ae AK AP IEEE 754 以 及 与 基数 无 关 浮 点 运算 标准 

IEEE 854 相继 出 台 ，1985 年 ,IEEE 标准 委员 会 和 美国 国家 标准 局 共同 采纳 了 IEEE 754 

标准 , 它 导 前 马 被 绝 大 多 数 的 计算 机 浮 点 算 水 体系 所 遵循 . 

除了 以 上 主要 贡献 外 ，, 卡 享 在 科学 .工程 .财会 计算 的 数值 算法 的 设计 、 误 差分 析 、 验 证 

与 自动 诊断 等 方面 也 有 卓越 的 贡献 ,是 膏 领 域 中 世界 公认 的 权 感 之 一 ， 曾 发 表 过 许多 有 影响 

的 论文 . 尤其 是 在 给 阵 计 算 方面 , 卡 享 享有 极 高 的 学 术 造 说 . 目前 , 卡 享 为 加 州 大 学 怕 克 利 

分 校 EECS 系 的 荣誉 退休 教授 ,下 面 是 他 的 互联 网 主页 地 址 : 

http://www. eecs. berkeley. edu/Faculty/ Homepages/kahan, html 

& + 题 

1. 计 竺 球体 积 要 使 相对 误差 限 为 1 党 , 问 度量 半径 有 民 时 允许 的 相对 误差 限 是 多 少 . 

2. 考 巾 正弦 函数 sinz 的 求 值 ,特别 是 数据 传递 误差 , 即 自 变量 z 发 生 扰 动 六 时 函数 值 

Mik. 

(1) 4Kif sing HUA XTIRK. 
(2) 个 计 sinz 的 相对 误差 . 

《3) 估计 这 个 问题 的 条 件数 . 

《4) 和 良 变 量 z 为 何 值 时 ,这 个 问题 高 度 敏感 ? 

3, (1) 采用 4 位 有 效 数 字 的 十 进 制 运算 及 人 鲍 1. 1 给 出 的 公式 ,计算 地 球 表 面积 , 取 

r=6370km, 

(2) 如 果 半 径 增 加 1km, 用 同样 的 公式 和 精度 计 竺 表面积, 两 者 之 益 是 多少 ? 

《3) 由 于 d4/dr=8rr, 所 以 表面 积 的 变化 近似 为 8rm, 其 中 必 是 半径 的 变化 . 用 这 个 

公式 并 仍 采 用 4 位 有 效 数字 的 十 进 制 计算 ,计算 半径 增加 lkm 时 表面 积 的 差 . 用 这 个 近似 

公式 求 得 的 值 与 (2) 中 用 “精确 ?公式 得 到 的 值 有 什么 益 别 ? 
(4) 用 更 高 的 精度 ,例如 6 位 有 效 数 字 ,重复 前 面 的 计算 ,确定 两 个 答案 哪个 更 精确 . 

《5) 解释 (1) 一 (4) 得 到 的 结果 . 

4, 设 加 一 28, 按 递 推 公式 

Y 一 了 ， 一 5 vV783 (一 1,2，) 

计算 到 Yioo. 若 取 w783s27.982( 保 留 5 位 有 效 数字 ), 试问 计算 Yo 将 有 多 大 误差 

5、 正 方形 的 边 长 大 约 为 100cm, 问 测量 时 允许 多 大 的 澡 盖 才能 使 其 面积 误差 不 超 

i lcm’, 

6. FPR y, )} 满 足 递 推 关系 
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ve = lyr —L (一 1 2 pp) 

若 加 一 Y2<:*1.41( 保 留 3 位 有 效 数 字 ) ,计算 到 ye 时 误 益 有 多 大 ? 这 个 计算 过 程 稳定 吗 ? 

7. 计算 一 (Y2 一 1)5, 取 V2<“1.4, 利 用 下 列 等 式 计算 , 哪 一 个 得 到 的 结果 最 好 ? 

1 、、3 1 _ 
itp’ (3 —2./3)3, Gari’ 99 — 702. 

8. eR Ma wWa=zr-y EXAMS: POR. 用 |z| 十 1y| 度 量 输 人 值 (zyy) 的 大 小 ， 

ean lylSlea— yas, EAB x.y RRA DAS 1 FP UE 4M cond ( f) = 

、 将 这 个 结论 与 减法 的 敏感 性 以 及 抵消 现象 联系 起 来 ,说 明了 什么 ? 

9. C1) 证 明 在 规范 化 浮 点 数 系 统 中 (如 式 (1.6)), 上 溢 值 OFL 为 

DEFEL 一 及 人 1 人 一 月 2); 

(2) 若 采 用 次 规范 化 机 制 , 问 下 滋 值 UFL 的 计算 公式 是 什么 ? 

10, 证 明定 理 1.6. 

11. 士 进 制 小 数 0. 1 的 IEEE 单 精 度 二 进 制 浮 点 表示 是 多 少 ? 保留 4 位 有 效 数字 ， 

1) 用 截断 会 人 ; 

(2) ARUBA. 

上 机 & 

1. 用 MATLAB 编程 实现 例 1.4, 绘 出 图 1-2, 体 会 两 种 误 善 对 结果 的 不 同 影响 . 

2. (ae aE A= (b—a)/n FER MAL e OPA nt 1 SSR. 

(DER AZAP, FARERP BH? Ata? 
D 25 =a,xy, = 2-1 th k= lien; 

QD zz, =atRhyk=O,ee gn 

(2) 编写 程序 实现 上 述 两 种 方法 , 设 ae=0,5 一 1, 举 出 两 种 方法 有 差别 的 例子 . 

3 编程 观察 无 穷 级 数 

Ua 
的 求 和 计算 . 

《) 采用 IEEE 单 精度 浮 点 数 ,观察 当 ”为何 值 时 求 和 结果 不 再 变化 ,将 它 与 理论 分 析 
的 结论 进行 比较 ( 注 , 在 MATLAB 中 可 用 single 命令 将 变量 转 成 单 精度 浮 点 数 )， 

《2) 用 IEEE 双 精 度 浮 点 数 计算 (1) 中 前 ”项 的 和 , 评 佑 IEEE 单 精 度 浮 点 数 计 算 结 果 
的 误差 . 

(3) 如 果 采 用 IEEE 双 精 度 浮 点 数 , 特 计 当 = 为 何 值 时 求 和 结果 不 再 变化 ,这 在 当前 做 
实验 的 计算 机 上 大 概 需 要 多 长 的 计算 时 间 ? 

4, 编写 程序 , 按 一 lim(1 十 1/z)" 计算 常数 ", 即 自然 对 数 的 底 , 具 体 地 ,对 ”一 10' (一 

1,2,…,20 ) ,计算 (1 十 1 将 结果 与 exp(1) 比 较 , 确 定 近 似 什 的 误差 ,误差 是 否 随 ? 的 

增加 而 降低 ? 用 MATELAB 而 出 误差 的 变化 趋势 曲线 ,作出 解释 ， 

5 编写 程序 ,用 无 穷 级 数 
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to x x oun 
= Prato tat 

HBS Me’. 

C1) 若 按 自 然 顺 序 求 和 ,应 用 什么 判 停 标准 ? 

(2) 用 xz 一 士 1, 士 5, 土 10, 士 15, 士 20 测试 程序 ,将 内 部 函数 exp(z) 的 结果 作为 准确 

值 ,评估 程序 计算 结果 的 误差 
(3) 当 z<0 时 ,能 否 用 此 程序 得 到 准确 的 结果 ? 若 不 能 ,设法 改进 程序 . 

(4) 当 x<0 时 ,能 否 通 过 级 数 项 的 重新 排列 或 分 组 得 到 较 准 确 的 结果 ? 
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第 2 章 非 线 性 方程 求 根 

线 竹 方程 是 方程 式 中 仅 包 含 未 知 量 的 ~- 次 方 项 和 常数 项 的 方程 , 除 此 之 外 的 方程 都 是 

非 线性 方 穆 (nonlinear equation)， 例 如 ,大 家 热 知 的 “一 元 二 次 方程 ?就 是 一 个 非 线性 方程 

多 元 线 往 方 积 组 的 求解 是 数值 计算 领域 的 一 个 重要 问题 ,在 后 续 几 章 将 专门 讨论 . 本 章 介 

绍 求 解 非 线 性 方 竹 的 数值 方法 ,主要 针对 实数 域 , 重 点 是 单个 非 线性 方程 的 求 根 问题 . 

2.1 引 a 

2.1.1 非 线性 方程 的 解 

记 要 求解 的 单 变量 非 线性 方程 为 

f(z) =0, (2.1) 

HPRR 太 : R 一 及 ， 一般 而 言 , 非 线 性 方程 的 解 的 存在 性 和 个 数 是 很 难 确 定 的 , 它 可 能 无 

解 ,也 可 能 有 一 个 或 多 个 解 . 

例 2, 1( 非 线性 方程 的 解 ): 分 析 下 列 非 线性 方程 的 解 是 否 存在 和 解 的 个 数 . 

(1) &+1=0, KA BES. 

(2 e 一 上 一 0, 此 方程 有 一 个 解 . 

《3) zx 一 4sinz 一 0, 此 方程 有 两 个 解 . 

(4) 一 6z2 十 5x 一 0, 此 方程 有 三 个 解 ， 

《5) cosz 盖 0 此 方 称 有 无 穷 多 个 解 . 

在 实际 问题 中 ,往往 要 求 的 是 良 变量 在 一 定 范围 内 的 解 ,比如 限定 ELa,5， 本 数 

让 一 般 为 连续 函数 , 则 可 记 f(z) €Cle,b) Cla OIRAR Me CILMAARE BHHR 

&. PSE Re. 村 上 方程 (2. 1) 的 根 为 zx" ,也 称 x" 为 机 数 fz) 的 零点 ， 方 程 的 根 可 能 

不 唯一 , 鲁 有 卫 同 一 个 根 zx" 也 可 能 是 方程 42.1? 的 多 重 根 . 

定义 2.1: 对 光滑 两 数 /, 若 Fz =f ) 一 一 0, 但 产 ”(z £0, 出 

Ro HRB. DK m SH. 4m=t Bl fc) =0,f' (rc AOR zr 为 单 报 ， 

MTSRABR Mz). Ax Hm BR (OMAR 

f(a) = (a—2x" "eg (x), 

KP g(x) BES BM, B ela" )H40. BARBIE. f= fr a Shr (a = 

OMA f(r 40, SRA RRRHRS SEX 218K. MRM foc’ 是 

FE. DMHBBRHILIMAS VE. BAMA xc 处 的 斜率 为 0, 且 在 该 点 处 与 X 畏 相交 <. 

非 线 性 方程 的 一 个 特例 是 :次 多 项 式 方 程 (a 达 2) ,根据 代数 基本 定理 可 知 ,m 次 方程 在 

曲 数 域 上 有 ， 信和 根 (m 重 根 记 为 z 个 根 ). 当 2z=1,2 时 ,方程 的 求解 方法 是 大 家 数 知 的 、 当 

xn 一 3,4 时 ,最 然 也 有 求 根 公式 ,但 已 经 很 复杂 ,在 实际 计算 时 并 不 一 定 适 用 ， 当 * 之 5 时 ,不 

存在 一 般 的 求 根 公式 ,只 能 借助 数值 求解 方法 来 求 根 . 
se。 31 =



 

2.1.2 问题 的 敏感 性 

根据 阿 题 敏感 性 的 定义 ,这 里 需要 考虑 输入 数据 的 扰动 对 方程 的 根 有 多 大 影响 ， 要 分 

析 敏 感性 ,首先 应 假设 问题 中 的 数据 如 何 执 动 ,一 种 易于 分 析 的 情况 是 将 非 线性 方程 写成 

(zx)》 一 了 

的 形式 ,然后 讨论 > 在 0 值 附近 的 扰动 造成 的 癌 题 敏 感性 .此 时 , 求 根 问题 变 成 了 苑 数 求 值 

问题 y 一 AKCz) 的 反问 题 , 若 函 数值 f(z) 对 输 人 参数 z 很 不 敏感 (z 在 解 守 "附近 变化 ), 则 求 

根 问 题 将 银 敏 感 ; 反 之 , 若 函 数值 对 参数 值 很 敏感 的 话 , 求 根 则 不 敏感 . 这 两 种 情况 如 2-1 

ima. 

下 面 分 析 y BERD dy BAAR Ae. APY cz" Wy =O, RE 

用 绝对 (而 不 是 相对 ?条 和 件数 

cond = AE | —,1__., 
Ay| | f(x") | 

RPE BAG A By ER AR IB] BE C2. 1) RR ERD, A 

ABER RZ | Co") KA OR. PRR f(z") 一 0, ® 

重 根 ,此 时 求 根 问题 很 敏感 , 原 问题 的 微小 扰动 将 造成 很 大 的 解 误差 ,甚至 改 恋 解 的 存在 性 

和 唯一 性 (如 图 2-2 所 示 ,问题 的 扰动 可 能 使 解 不 存在 ). 

  

人 a) 不 敏感 (b) BK 

Pl 2-1 Py BOR HA i) AE 图 2-2 f(z" = 0 WY RA in I 

  

对 于 敏感 的 非 线性 方程 求 根 问题 , F(zys*0 并 不 意味 着 工程 接近 ,在 后 面 讨论 迭代 

解法 的 判 停 准则 时 应 注意 这 一 点 . 

2.2 二 分 法 

数值 求解 非 线性 方程 通常 是 一 个 造 代 的 过 程 , 迭 代 开 始 之 前 要 先 有 个 初始 的 近似 解 , 热 

后 随 着 和 迭代 步 数 的 增多 ,近似 解 越 来 越 接近 准确 解 , 当 达到 一 定 要 求 时 即 停 止 计 算 过 程 . 本 

节 先 介绍 一 种 最 基本 的 方法 一 -二 分 法 (interval bisection method)， 

2.2.1 方法 原理 

先 介 绍 有 根 莹 问 的 概念 ,有 根 区 间 就 是 包含 至 少 一 个 根 的 区 间 , 它 限定 了 根 存在 的 范 

图 . 如 果 能 计算 出 一 个 非常 小 的 有 极 区 间 , 那 么 区 间 的 中 点 就 是 一 个 很 好 的 近似 解 . 下 面 

的 定理 给 出 了 有 根 区 间 的 充分 条 件 . 

198 2.1: F f(HEC(a.b,.8 fl@of(o<0 MKB aHNZDA RA. 
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这 里 省 略 定理 证 明 过 程 , 只 给 出 图 2-3 作为 一 个 解释 ， 

定理 2. 1 给 出 了 一 种 获得 有 根 区 间 的 方法 , 即 通过 

  

B fla) fOMPABSASARKAM CG DRBA faro 

有 根 区 间 . 在 实际 操作 时 ,可 在 一 个 较 大 的 范围 内 取 多 个 Si 
点 计算 F(z) 函 数值 ,从 而 得 到 一 个 或 多 个 有 根 区 间 ， 另 一 
外 应 注意 ,根据 定理 2. 1 得 到 的 有 根 区 交 内 不 一 定 只 有 aaa 

一 个 根 ,这 从 图 2-3 也 可 以 看 出 . 图 2-3 HF fla) f()<0, WER 
二 分 法 的 思想 很 简单 ,就 是 每 次 将 有 根 区 间 一 分 间 (a, 马 内 坚 少 有 一 实 根 

Wr BARE BARRERA RF ((a..59), 0K 

ll  2,=(Ca,+0)/2 RBR ePRERHIUUS AAR. 

算法 2.1, 二 分 法 

A: a,b, BM f(x) ; WR: x. 
While (b- a}>e«do 

xt=at (b~ a) /2; 

If sign(f{x))=sign(f(a}) then 

a:=x} 

Else 

D:=%; 

End 

End 

xi=at (b-a)/2. 

ERE 2.1 PesgrORRRASH BHR. MIDRERARHREAHARE (2,58 

KEDFRT RE ce. MER FABH PIL PAG RES O ATL ATL sign) me 

HAR ARES Ris. 

假设 二 分 法 得 到 的 有 根 区 间 序 列 为 {(ak, 品 ) 光一 0,1,…)}, 若 取 x, = Ca, +d,)/2, 则 

误差 
| xy 1 ( — ag) /2 = (yp — a) /2h', k= O,1,2e0, (2. 2) 

ALBA Kh (2. 2) A EER BA RAR “SERRA KRU RA 

MAHAR. KPREERMTBRERBITA-KBR f(x). 

例 2.2( 二 分 法 ) : 求 方程 

7(z) 一 工 一 工 一 2 一 0 

在 区 间 [1.0,.1.5] 上 的 一 个 实 根 , 要 求 准确 到 小 数 点 后 第 二 位 (四 会 五 人 后 )， 

f 解 了 首先 验证 (1.0,1.5) 基 否 是 一 个 有 要 区 间 , 易 知 7(1.0)<0,7 大 (1.5)>>0， 所 以 将 

(1.0,1.5) 作 为 二 分 法 的 初始 区 间 . 利用 式 (2. 2 我 们 可 以 估 讨 , 若 

(b—a)/2™ <0.5X 107, (2, 3) 

Wla,—x* |<0.5Xi0?, AREAS LRA BO. RA a=1.0,6=1. 5,8 

解 (2. 3) 得 ， 

hk > log, 95 
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取 最 小 的 整数 值 上 “一 6. 只 需 二 分 6 次 ,可 得 到 满足 精度 要 求 的 解 . 计算 过 程 中 的 数据 和 纵 

果 列 于 表 2-1. 从 中 看 出 ,准确 到 小 数 点 后 两 位 的 解 为 zx 一 1.356( 准 确 解 为 1.353 210)， 

H2-1 采用 二 分 法 求解 例 2.2 的 过 程 和 结果 
  

  

  

  

  

k ay & Ts FC) k @ by x Fla) 

0 1.0 1.5 1,25 — 6, 808 4 1, 344 1,375 1, 36 0, O61 

1 1.25 1,5 1,375 0,199 5 1, 344 1, 36 1.352 —0, 011 

2 1. 25 1.375| 1.313 一 0. 341 6 1. 352 1.36 1.356 0, 025 

3 1,313 1.375] 1.344 —0. 081                   
  

2.2.2 算法 稳定 性 和 结果 准确 度 
算法 的 稳定 性 考察 的 是 计算 过 程 中 的 误差 对 结果 的 影响 对 于 二 分 法 来 说 ,主要 的 计 

算 步 骤 是 计算 站 数 值 ,一般 采用 双 精 度 浮 点 数 计算 函数 值 的 误差 很 小 ,而 其 他 计算 是 少量 的 

加 减法 ,因此 不 至 于 对 有 根 区 间 以 及 最 终结 果 的 准确 度 造 成 多 大 影响 . 另外 ,在 计算 过 程 中 

解 的 误差 限 逐 次 减 半 , 这 也 说 明 二 分 法 是 稳定 的 . 

在 实际 的 浮 点 算术 体系 中 ,一 分 法 运行 结果 的 准确 度 不 可 能 随和 迭代 过 程 一 直 提高 . 首 

先 看 一 个 例子 . 

例 2.3( 二 分 法 准确 度 的 极限 ) : 编写 程序 用 二 分 法 来 求解 方程 F(z) = 一 妆 一 2 一 0, 初 始 

区 间 为 [1,2]. 
下 面 是 用 MATLAB 语言 编写 的 程序 : 

M=2; a=1; b=2; k=O; 

while b-a>eps //MATLAB PAY eps 为 2 展 的 机 器 精度 eeecn , 即 2- 2 

x=at+ (b-a)/2; 

if x*2>M 

b=x /7 输出 

else 

a=x 7/ 输 出 a 

end 

k=k+1; 

end 

这 个 程序 执行 了 52 步 就 结束 了 ,输出 结果 如 下 : 

b= 1,50000000000000 

a= 1.25000000000000 

a= 1.37500000000000 

b= 1.43750000000000 

a= 1.41421356237309 

a= 1.41421356237309 

b= 1.41421356237310 

b= 1.41421356237310



  

为 了 看 得 更 清楚 ,输入 MATLAEB 命令 *format hex” ,使 输出 按 十 六 进 制 格式 显示 ,再 
适 行 . - 遍 上 述 程序 ,最 后 的 4 个 输出 结果 为 ， 

a= 3ff6a09e667f3bc8 

a= 3ff6a09e667F3bcce 

b= 3ff6a09e667f3bce 

b= 3ff6a09e667f3becQ 

WARWH RAR (2 OMA AC TAB SE De od a BN i LE 4} ah ER 

执行 下 去 ,区 间 仍 然 不 会 改变 (由 于 a Ms $FHADiHTtHARRERPHER—TD). wee 

说 ,和 迭代 再 多 的 次 数 ,结果 的 准确 度 也 无 法 提高 了 . 

上 述 例子 说 明了 二 分 法 结果 准确 度 的 极 女 情况 . 一 般 地 ,二 分 法 迭代 过 程 中 ,有 根 区 向 

缩小 的 极限 情 阅 是 使 它 的 映 点 w 、 纺 为 两 个 相 邻 的 机 器 浮 点 数 . 此 时 ， 

hb 一 au 一 2Logzix” 1] 。 2e wh 

其 中 sn 为 机 器 精度 ,人 ，j 为 下 取 整 符号 ,而 2tee 4 为 天 "的 二 进 制 表 示 中 指数 的 那 部 分 . 

在 这 种 极端 情况 下 , 解 的 误差 限 就 是 区 间 长 度 , 即 

| e(zs)》 |=la,—at |< ales Ue De, (2.4) 

fe TEEE S048 BE SE F semen = 2 , 则 

| eCay,) [<< zit. Qe le? |e 27 welt | .2.22X 10-54. 

根据 公式 (2.4), 也 可 得 到 相对 误差 的 上 限 

1 zx 一 工 " | 
| e, (xy) | 一 | <= ZE mach - (2. 5) 

x" | - 

这 个 相对 误差 限 正好 是 计算 机 中 用 浮 点 数 表示 实数 的 误差 跟 ( 定 理 1,.5) 的 两 倍 ， 

公式 (2.4) 给 出 了 用 二 分 法 求解 时 移 对 误 盖 限 可 能 达到 的 最 小 值 , 它 说 明 在 准确 解 较 大 

的 情况 下 ,在 执行 二 分 法 时 无 论 迭 代 多 少 次 都 无 法 保证 解 的 误差 非常 小 . 综合 上 述 讨 论 以 

及 公式 (2. 2) ,得 到 如 下 定理 . 

定理 2.2: 在 实际 的 浮 点 算术 体系 下 采用 二 分 法 解 方程 f(z) 一 0, 设 初始 有 根 区 闻 为 

(a,b), RI: , 

《1) 结果 的 误差 限 最 小 可 达到 2M ee FEHB oc A ME RE A UE BT 

IK Bl ZEmacn- 

(2) SUR2 BUA c KF RB F Qbowl 1 . 20, EAT RAR 

=| loa: oae 1). (2. 6) 

定理 2. 2 MAIC C2) MIE ABS BS. 

最 后 ,对 二 分 法 说 明 几 点 : 

(1) 二 分 法 是 求 单 变量 方程 A(z) 一 0 的 实 根 的 一 种 可 靠 算法 ,一 定 能 收 伍 . 

(2) 二 分 法 解 的 误差 不 一 定 随 选 代 次 数 增加 一 直 减 小 ,在 实际 的 有 限 精 度 算 术 体 系 中 ， 

误差 限 存 在 最 小 值 . 

《3) 二 分 法 的 缺点 是 有 时 不 易 确 定 合 适 的 初始 有 根 区 间 ( 含 两 个 初始 值 ). 收 伍 较 慢 , 朋 

无 法 求解 偶数 重 的 根 . 因此 ,实际 应 用 中 常 将 二 分 法 与 其 他 方法 结合 起 来 . 

  

aa 395 +



 

2.3 不 动 点 迭代 法 

二 分 法 的 计算 效率 不 够 高 ,本 章 后 续 部 分 将 介绍 几 种 应 用 广泛 . 收 伍 较 快 的 迁 代 法 . 本 

节 介 绍 不 动 点 选 代 法 及 其 收 伍 性 理论 ,为 后 续 其 他 方法 的 讨论 建立 基础 ， 

2.3.1 基本 原理 

通过 某 种 等 价 变换 ,可 将 非 线性 方程 (2. 1) 政 写 为 
x = glx) (2.7) 

其 中 ?8(z) 为 连续 函数 .给 定 初 始 值 zx 后 ,可 构造 选 代 计算 公式 
Tet = play}, Ck = 0,1,+*) (2. 8) 

SATUS BUSTER (ae). FEC. DAZ, DM SORA. ARS BERS (aS 

SM FRR ARAB. 1 WR oc. AFR ORE 

x" =—9 2") RE ABR ol x) HK HA (fixed point) , 

Fr HE REESE EE (2. 1) BH oh KR ARE (fixed-point 

iterative method). 

7B BH AGE AE ROR A EO 2-4 扬 示 ,而 算法 描述 

Ze F BS ih. 

算法 2.2: 基于 函数 28(z) 的 不 动 点 选 代 法 

  

2-4 采用 不 动 点 选 代 法 ,近似 

SA: xo, RM f(x), p(x); BM: x. PERF (2, BRA x’ 

k:=0; , 

While | £(x,)} |>e. BE tx, x. 1 | >e2 do 

Keo t= P(X)? 

ki:=k+1; 

End 

MIS XE 

其 中 es 和 e: 为 用 于 判断 迭代 是 否 应 停止 的 两 个 阔 值 . 关于 选 代 的 判 停 准 则 ,在 2.4. 3 小 节 

详细 讨论 . 

例 2.4( 不 动 点 选 代 法 ): 求 F(z) 一 属 一 < 一 2 一 0 在 xx 一 1.5 附 近 的 根 ， 以 不 同 的 方式 

得 到 方程 的 等 价 形式 ,研究 相应 的 不 动 点 选 代 法 的 收敛 情况 . 

【 解 〗 将 原 方程 改 为 等 价 的 (A)《B) 两 种 形式 ,得 到 下 述 两 种 不 动 点 迭代 法 ， 

方法 (A) : 将 方程 改写 为 z 一 怀 一 2. 得 到 的 选 代 法 计算 公式 为 ro 一 1.5,ztr 一 开 一 2， 

(==0,1,…)， 计算 出 结果 如 下 : 

zi 一 1.54 一 2 一 3.0625， 

a) * 2.3759 —1 = 85.9639, 

从 土 述 计 算 结 果 看 ,序列 {z*} 有 趋 于 无 穷 大 的 趋势 , 选 代 法 不 收敛 ,无 法 求 出 近似 解 . 

方法 (B) , 将 方程 改写 为 zx= wz 二 25， 得 到 的 适 代 法 计算 公式 为 ze 一 1.5,ztt = 
36 。



  

Jarre h=0,1,), HAMAR FP: 

x = V1.5-42 = 1.3678, 

x, = 1, 3678 +2 = 1.3547, 

xy = J1, 3547 —2 = 1, 3534, 

xy = V1, 353442 = 1.3532, 

zy = V1. 3532 $2 = 1.3532. 

从 上 还 计算 结果 看 ,re 和 xs 前 5 位 有 效 数 字 均 为 1. 3532 ,可 认为 迭代 过 程 是 收 伍 的 ， 
BOR MARA 1. 3532. 

通过 例 2.4 可 以 看 出 ,用 不 同 的 方式 改造 原 方程 , 可 得 到 多 种 不 动 点 迭代 法 计算 过 程 ， 

其 收敛 性 质 也 是 不 同 的 . 因此 ,判断 一 个 不 动 点 只 代 法 是 否 收 敏 至 关 重 要 . 

2.3.2 全 局 收效 的 充分 条 件 

下 面 的 定理 给 出 一 个 函数 存在 唯一 不 动 点 的 充分 条 件 . 

定理 2.3: 设 'p(Cz)ECc[a, 芍 , 若 满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) 对 任意 zE [a, 引 ,有 ap(z)s 魏 b， 

(2) FETEIE BRK LE (0,1) EMER a2, € [a6], 
| oa.) — pr} |S Lia—2z I, 

M oa tla JJ LFADRAR BRAM, 

在 证 明定 理 之 前 , 先 理解 一 下 定理 中 两 个 条 件 的 含义 首先 ,采用 厅 动 点 选 代 法 的 计算 

公式 为 Tet = gla) k=0,)] ,2,…，, 因 此 要 使 后 续 夺 代步 的 计算 合法 ’ 必须 要 求 gz.) 的 值 

在 函数 的 定义 域内 ,1) 的 条 件 保 证 了 这 一 点 ， 其 次 ,(2) 中 新 加 的 条 件 表 明 ,2(z)? 曲 线 上 任 
两 点 连 线 斜 率 的 绝对 值 不 超过 工 , 当 两 点 非常 靠近 时 它 就 是 导数 ,因此 ,9?p(z) 曲 线 上 任意 点 

的 切线 斜率 的 绝对 值 都 小 于 1, 这 说 明 2%(z) 曲 线 变化 很 平缓 ,在 由 线 上 任意 点 处 的 斜率 都 
比 > 一 xz 和 ?一 一 上 两 条 直线 小 . 这 个 条 件 也 称 为 工 生 1 的 李 普 需 兹 (Lipsehitz) 条 件 , 上 为 李 

普 希 兹 系数 . 

【证 明 〗 先 证 明 不 动 点 的 存在 性 ,分 两 种 情况 ， 
1) & pla =a, K ob) =6, a Rb ARR. 
(2) & oladAa Bgl) 4b. glad >a pb) <b. $ fx) =—(2)—2, RN fe) HER 

BB, A flad>0, fC) <0, ARE BE MAR ce" € Cab) fH fC2° )=0, Bl pla" = 
x", 2’ WAAR. 

FTE tHE RA RIK. 假设 有 两 个 不 同 的 不 动 点 地 ,zz E[a, 的 ,它们 满足 
pz ) 一 TI 一 zz ， af Ax. 

根据 (2) 中 的 条 件 排出 
lat —xf |=| gG@f)- er) I<Llat—al <<! al —x |. 

POA PR. BRUAMIR xy 427 Aor. Ray AE A. 

应 说 明 的 是 ,上 还 证 明 不 动 点 的 存在 性 只 使 用 了 条 件 (1?、 事实 上 ,通过 画 敬 数 曲线 图 
的 方式 也 可 以 形象 地 说 明 不 动 点 的 存在 性 ,这 一 点 留 给 感 兴趣 的 读者 思考 ， 

下 面 的 定理 给 出 不 动 点 选 代 法 收 伍 的 充分 条 件 . 

EE 2.4: Wo DEC a BREE 2.3K ATR MPR zz Cle.b], ak 
« 37 «



  

不 动 点 迭代 法 得 到 的 序列 {zx*} 收 敛 到 PC(z) 的 不 动 点 zx” ,并 有 误差 个 计 
。 Lt 

| zx 一 工 Il pazla—zel. 

芷 证明 首先 注意 色 定 理 条 件 保 证 了 不 动 点 唯一 存在 ,而 且 条 件 (1) 保 证 了 不 动 点 夺 代 

法 可 执行 王 去 ,从 而 得 到 序列 {z*}， 下 面 证 明 序 列 {zs} 收 敏 , 其 思路 是 考 红 误差 序列 ,证 明 

其 极限 为 0. 

| 天 一 和 |=) glad —ole | 委 工 | 1 一 上 |e Slt | ax" | 

AFLADT I HERR. 

limL* | za 一 工 " | 一 0 => lim |a,—-z‘ |=0, => lim, =x". 

UES TR CR. AE no <n oe TE A, 
定理 2. 4 为 羯 断 不 动 点 选 代 法 的 收敛 性 提供 了 依据 ,这 种 收敛 不 依赖 于 初 值 z 的 选 

取 , 因 此 称 为 全 局 收效 性 . 为 了 方便 应 用 ,也 可 以 将 定理 2.3.2. 4 中 的 第 二 个 条 停 替 换 为 : 

对 任意 zE[a, 的 ,有 19 (z)1 委 L<1, 其 中 也 为 常数 ,得 到 便于 使 用 的 定理 2. 5. 

定理 2.5: 设 p(z)E&cCfa,bo], 且 满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) 对 任意 zE[a, 拉 ,有 as 和 pz)sSb， 

(2) FEE WR L<1, OER celeb), lg (OISL<1, 
US FER zo Clad BRA REREAD PA (a RRA oC OMRBA 

x’ FARE 

| Z,— =z" I< | zi — 2 |. 

此 定理 可 看 成 定理 2.4 的 推论 ,其 证 明 留 给 读者 思考 . 

2. SCR BIER EMRE. MPR fed eat 2-0 Fe =H 1.5 附近 的 根 的 

问题 ,使 用 定理 2. 5 考察 例 2. 4 中 两 种 方法 的 全 局 收敛 性 . 

KM] 在 区 闻 [1,2J] 上 考察 妇 下 两 种 不 动 点 欠 代 法 的 收 伍 性 : 

FECA): xyes, =i 2, (R=0,1,7°), 

FEB): re = far $25 (R=, 1,0). 

很 容易 看 出 ,方法 (B) 符 合 定 理 2.5 中 的 条 件 (1) ,而 gz 一式 (z 士 2) ,也 符合 条 件 
《2) ,因此 方法 (B) 具 有 全 局 收敛 性 而 对 手 方法 (A) , 它 不 符合 定理 中 的 条 件 (1), 因 此 无 法 

根据 定理 2.5 RUHR AAS AWM. 

关于 全 局 收敛 性 再 说 明 两 点 : 

(1) 定理 2.4、2.5 给 出 的 都 是 不 动 点 选 代 法 全 局 收敛 的 "充分 条 件 ”, 也 就 是 说 ,对 一 些 

满足 条 件 的 方法 可 以 证 明 其 具有 全 局 收敛 性 ,但 根据 它们 并 不 说 明 某 个 方法 不 具有 全 局 收 

Ste. 

(2) SE BOR BH xo AE RAE RA AR ERR AR RR EB 

难 达 到 的 要 求 ， 

2.3.3 FoR ee tt 

AR Ye FS Fes CSE TF Ts EB J AB A 
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定义 2.2; 设 函 数 p(z) 存 在 不 动 点 , 若 存 在 z' 的 某 个 邻 域 忆 :[z* 一 2,r' 十 们 ,对 于 任 
BEM xo C DERE xa = Cae AE AOE ST a RE) oc" RR ARIE A PL Se 

这 个 定义 中 的 邻 域 是 以 z 为 中 心 点 的 - -个 对 称 区 间 ,局 部 收敛 性 的 定义 要 求 的 是 存在 
这 样 -- 个 邻 域 ,而 不 关心 它 的 大 小 . 下 面 的 定理 给 出 欠 代 法 局 部 收敛 的 充分 条 件 . 

定理 2.6; 设 r' 为 函数 wp(z) 的 不 动 点 , 苦 wz) 在 天 的 某 个 邻 域 上 连续 , 且 |wW Or I< 
1, 财 不 动 点 选 代 法 zi = ol 2.) A, 

【证 明 】 六 g(a) =o 附近 连续 且 |g(Cz 1<1, 则 存在 的 某 个 邻 域 局, 使 得 
对 于 任意 的 xE 了 ,1g' (rz)| 扫 L， 其 中 工 是 某 个 介 于 1o'(z 71 和 1 之 间 的 数 ,例如 上 一 

bo 人 

—_ fe BMA L<1. Ae B25 的 条 件 (2). AS AI VCED, 

pla) x" = glx) ~ gr) = 9 (Orr), EE Die 
ie@la)—a? |SL[xr—-z" ic! z—xz" |, 

All oa) © DRAB 2.5 WARE). 

PAH, ARE Se 2 EA I D AER EM 2. 2 A RAR 

2 Jes BB BK. 

对 比 定理 2.6 和 定理 2.4.2.5 可 以 看 出 ,定理 2.6 RAR. ERR ERR 

9(x) 在 过 这 一 点 上 是 否 满足 要 求 . 办 此 ,不 动 点 大 代 法 较 容 易 具 有 局 部 收敛 性 ,对 局 部 收 

伍 的 判 斯 也 相对 简单 . 

BARRA ABS RA SRA RRA L 越 小 迭代 收敛 的 速度 越 快 ,而 定理 2.6 的 

证 明 过 程 说 明了 革 Sle (NRA. A Aly’ Cr") AR ER eR ERR. 

2.3.4 ABZES RAH 

15 SPE AR AE RK A SE ABT hE eR fr RR 

近 0) 来 评估 解 的 准确 度 ,加 此 解 的 误差 容易 被 及 时 发 现 和 纠正 ， 只 要 选 代 过 程 是 收敛 的 , 误 

差 将 随 迁 代步 的 增加 连 渐 趋 于 零 ,而 不 会 像 某 些 算 法 的 售 人 误差 会 随 选 代 过 程 逐 渐 昧 积 ， 

因此 ,收敛 的 不 动 点 迭代 法 总 是 稳定 的 . 在 本 章 后 续 算 法 的 讨论 中 ,将 不 再 关心 稳定 性 ,而 

将 重点 放 在 收敛 性 的 讨论 上 . 

PARMA SRM RRR S.C KAA EH RARER EL 

FER DRERESSUAR. FRAS--TAT RERERAHHRSCAT RRR 

疏 敏 的 速度 . 

讽 2.6( 和 迭代 收 敏 速 关 ) : 假设 有 (1) 一 (3) 三 个 和 迭代 求解 过 程 , 其 欠 代 解 的 误差 |e(z)] 一 

las —x" | ERR BLAS BA: 

(1) 10 7,10°*,10 *,10 %,++ 

(2) 10°? ,10°7,10°5,10°* y+ 

(3) 1077, 10 74,107%,10 %,+ 

很 显然 ,迭代 法 (1? (2).(3) 的 收敛 速度 是 不 同 药 ,方法 (3 收敛 得 最 快 , 而 方法 (1 收敛 

得 最 悍 ， 再 仔细 观察 ,发 现 对 于 (1) 和 (2), 相 邻 步 误 差 的 比例 为 一 常数: 对 于 方法 (1)， 
eC zya,)/eCa,) | =10 5 对 于 方法 (2)，e(xztit)yyegzt)| 一 10 ?而 对 于 方法 (3), 相 邻 步 误 

差 的 比值 逐步 变 小 ,因此 , 它 表 现 出 更 快 趋 于 0 的 收 仿 过 程 ， 
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EM 2,3: 设 一 个 迭代 解 序列 {zoyma 9 +++) Ae ok OF HE Oe x HARRBHRE 

e(xr,)=2,—-=x" ,大 一 1 2 满足 以 下 浙 进 关系 : 

- | Caan) | _ 、 
lim lec.) |? =c, C49), 

RURAL AR AE p GBR AY . BRA SRP AT p. 

KFBTELBERHE.M-TPRERBAMCAM p HEE. SRS 
极限 值 c 为 0 或 无 穷 大 ,此 外 ,这 个 定义 也 适合 于 非 线 性 方程 求解 以 外 的 其 他 和 迭代 过 程 . 

根据 定义 2. 3 前面 例 2. 6 中 三 个 迁 代 过 程 的 收 伍 阶 分 别 为 ， 
(1) 1 Brie @.c=107'; 

(2) 1 brik @tc=107?; 

(3) 2 阶 收敛 :c 一 1 ， 

痢 对 于 二 分 法 来 说 , 它 大 体 上 共有 1 阶 收 全 性 , 收 义 常 数 < 一 0. 5. 

对 于 收敛 阶 为 1 的 迭代 法 , 称 为 线性 收效 ; 若 收 和 敛 院 训 >1, 称 为 超 线性 收 仇 ; 声 一 2 对 应 

TRA AH ao. ARE pA MW BBA, elz,) |<] PRE SME 

RK. AL KAA RS BREAKER R HARE RY PURNEFSRKAMRE 

TS CH RRR EK 2 BP BD HOSE LE. 

FB Bt BS 2 RS A TF RR HOTT K. 

ER 2.7: WTRARERE ni en) AER RAR 2c" BRE RR oa) p BFR 

ESE, pe 2, WRIA x RE p RRMA RAAB (co og (2 == 

gp? Y(x")=0,8 o? Cx" 40. 

CiERAY 先 证 明 充分 性 . 根据 定理 2.6 很 容易 看 出 该 迁 代 法 是 局 部 收敛 的 ,然后 报 据 

定义 2.3 考 察 其 收 伍 阶 . 
Cty = Ley — 2° = ola) — gla") 

= ox a e+ Gee ay bn 

1 

+p? Crt ay — 2 P+ eg Cay 2 

His Ha, Me’ SEWER. AML. KMARCZ, DAM: 

lim | etH D) 

geo | e( xy) |? 

最 后 一 个 等 式 是 由于 zx WRB 2c TUS RRs’ REM 2.3, RUE RK 

RE p Brae. 

再 证 明 必 要 性 . 采用 反 证 法 , 若 wtz ,gz go” (Co OMAR F ee 

述 的 , 即 从 oz ) 开 始 的 各 阶 导数 中 有 连续 个 为 零 (9 夭 p 一 1) ,而 第 9 十 1 阶 导 数 不 为 零 ， 

则 根据 前面 对 充分 性 的 证 明 可 知 ,此 方法 为 9+t 1 阶 收敛, 而 gs 十 1 天 记 , 这 与 韦 阶 收 伍 的 条 件 

AE. A he ESE. 

StF GR BK oz), 2.7 SARA RBRE ce Hela dE xz’ SPRAK 

SPE I HF se KR GE KE Sh oo (xz" ) 及 更 高 阶 导 数值 是 舍 为 零 , 便 可 判断 该 方法 的 
。40 。 

. 1 1 ， 
= lim aie 和) = ni? (2") #0.



  

收敛 阶 . 应 当 注意 的 是 ,这 个 判 的 得 到 的 是 局 部 收 伍 的 有 关 性 质 , 也 叫 局 部 收 殖 阶 ， 

定理 2.7 涉及 z-” 这 个 不 确定 的 值 , 有 时 为 了 方便 也 可 考察 整个 有 根 区 间 |a ,2 上 2Cz1 

的 各 阶 导数 的 值 . 例如 , 若 对 于 任意 xzE[a'5,wp Cz) 和 0, 则 此 选 代 过 程 只 可 能 线性 收 伍 . 

2.4 ”牛顿 迭代 法 

前 面 介绍 的 不 劲 点 迭代 法 是 一 大 类 方法 ,在 实际 应 用 时 其 形式 多 种 多 样 ,收敛 性 质 也 是 

好 坏 不 一 . 本 节 介 绍 的 牛顿 (Newton) 和 迭代 法 2 是 一 种 被 广泛 使 用 的 方法 , 它 上 有 比较 固定 
的 公式 ,因此 减少 了 构造 不 动 点 迭代 法 的 盲 日 性 ,并 且 它 其 有 局 部 收敛 性 和 较 高 的 收敛 阶 . 

2.4.1 方法 原理 

下 面 续 合 图 2-5 介绍 牛顿 法 的 构造 思想 . 2-5 PRAT OR yf HHA Re 

要 求 方程 fF(r) -0 的 根 z", 即 求 该 曲线 与 横 坐 标 轴 的 交 

点 . 假设 妃 得 到 第 上 个 近似 解 zx 可 用 如 下 方法 得 到 下 一 个 YH) 

HEA 2... AE RUE oo) FERN f(x) HE za, Kh (fa) 
we MMR A y— P(r) ER-KEMWRBR.HW 

POQDIRW F(x) WW PCr) =0 ARR Riis. A 一 - 

JL4e BY i BES REG eS SR x TEE WB 一 

步 近 似 解 (如 图 2-5 所 示 ). 图 2.5 牛顿 法 的 构造 思想 
采用 点 斜 式 公式 ,切线 方程 为 

Pox) = fla) 4+ (r— x) fly). 

    

解 方程 PCz) 一 0, 得 到 

_ fim) on 
这 k Te rr 

， f (x) 

公式 (2. 10) 便 是 牛顿 法 的 达 代 计算 公式 . 

这 样 , 任 给 一 个 非 线性 方程 FLz)= 一 0, 可 得 到 牛顿 选 代 法 ， 

算法 2. 3， 解 单个 非 线性 方程 的 牛顿 欠 代 法 

输入 : x 本数 (x) ; 输出 : x. 

k:=0; 

While | f(x.) |>2: Bq (x,- X11 >€2 do 

E(x) 

"£ (x) 

牛顿 法 也 是 -一 种 不 动 点 迭代 法 ,相应 的 公式 (2.7) 中 的 函数 p(z) =2— Ei). 为 了 保 

人 心 “ 又 称 为 牛顿 - 近 翡 森 方 法 CNewton Raphson method)、 
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证 计算 的 可 行 性 , 癌 用 牛顿 法 时 要 求 FF (zt 天 0 一 0,1,2，…… 
下 面 考察 牛顿 法 的 局 部 收敛 性 和 收 伊 阶 . 假设 广 (< ) 天 0, 即 "为 方程 AF(x) 一 0 的 单 

RRS X 2.1), RINKBE go) 的 信 ， 

Lf’ Cry }t — fC f’' Cx) _ f(x) f(x) 
  g(x) =1— [Pink FPC 一 2 (xz ) 一 (0- 

Mo (ARSE 一 次 ,进行 公式 整理 得 色 

a ” _ f(x") 
9 (CT ) 一 fay (2.11) 

一 般 情况 下 ,Y (7 ?天 0， 根 据 定理 2.6 和 2.7, 得 到 如 下 关于 牛顿 法 收 敏 竹 的 结论 . 

EE 2.8. a BAB fo) 一 0 的 单 根 , 且 六 zx) 在 zx" 附近 有 连续 的 2 阶 叶 数 , 则 牛顿 

法 生产 的 解 序 列 至 少 是 局 部 2 阶 收 敏 的 ， 

例 2.7( 牛 辆 法 ): 采用 牛顿 法 求 方程 

fz) 一 天 一 工 一 2 一 0 

在 1.5 奉 近 的 实 根 . 

CH) 牛顿 法 的 计算 公式 为 
flay) 382i +2   天 一 0 1 2，……， C2. 12) 

没 初始 值 为 ze 一 1.5, 代 人 公式 (2. 12) 依 次 算出 各 个 迭代 解 , 列 于 表 2-2、 从 表 中 数据 可 以 
看 出 ,到 第 四 步 选 代 , 解 的 前 5 位 有 效 数 字 己 经 不 变化 了 ,看 出 和 迭代 过 程 收敛 很 快 , 

次 2-2 采用 牛 几 法 求解 例 2.7 的 过 程 和 结果 

& 0 1 2 3 4 

Bap OT Ry oT 

  

  

      ty 1s 1.375 1. 3538 1, 3532 4. 3532     
  

此 例 与 前 面 的 例 2.2、 例 2.4 求 解 的 是 同一 个 方程 ,将 它们 进行 对 比 也 可 以 寡 出 ,牛顿 

法 比 二 分 法 和 不 动 点 迭代 法 收敛 都 快 , 这 体现 了 2 阶 收敛 性 的 优势 . 

例 2.8( 用 牛顿 法 算 平 方 根 ): 要 求 方 程 

f(r) =2z*?—-—c=0, ¢>0 

的 正 根 z*” . 试 分 析 采 用 牛顿 法 求解 过 程 的 站 和 仇 性 质 . 

【 解 】 歼 出 牛 球 法 计算 公式 

tan =2,-4=£- F (a+), k=O0,1,2,0, (2,13) 

由 于 Pr” ) 天 0, 根 据 定理 2.8 知 ,公式 (2. 13)? 启 部 2 阶 收敛 ， 

另外 营 要 说 明 的 是 , 闪 代 公式 人 2. 13) 对 任意 za OO 都 是 收 敏 的 ,也 就 是 说 在 区 间 

(0,- 汪 co) 上 是 全 局 收 伍 的 ， 可 党 试用 定理 2.4.2.5 判断 此 方法 是 否 满足 全 局 收敛 的 完 分 条 

件 ,结论 是 不 满足 充分 条 和 件 (详细 推导 留 给 读者 完成 ), 因 此 用 这 两 个 定理 还 不 能 说 明 它 的 全 

局 收敛 性 质 . 下 面 从 男 一 个 思路 来 证 明 此 方法 的 全 局 收 敏 性 

对 迭代 计算 公式 (2. 13) 进 行 配 方 处 理 , 得 到 两 个 等 式 

Imi —¥¢ = s(n — ce)’, (2.14) 
« 

  

te, t¥e = hy +0), (2.15) 
2x, 
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将 公式 (2. 14) 除 以 公式 (2. 15) 得 

  

  

    

tur —ve naw Feit NE 一 ， (2, 16) 
Terr 4 Je [2 te 

反复 推导 可 得 

Leia 一 vc | Xo —ve | au 一 YC 一 . (2.17) 
Les +e to 十 we 

从 公式 (2. 17) 可 看 出 ,对 任意 与 盖 0, 有 aoe <1, AEG AH & BOSH 
Xo c 

5 By 0-H ee 2 YE ea i 0, BO ag HE CICS. SCARE BL A TR AA a 
Ze. tye 

顿 法 公式 (2. 13) 在 区 间 (0, 十 cc) 上 是 全 局 收敛 的 ， 

上 述 结 论说 明 ,公式 62. 13)? 是 计算 平方 根 .c 的 稳定 算法 ,由 于 计算 过 程 中 只 有 加 、 减 、 

乘除 等 简单 运算 ,因此 也 是 计算 机 上 实际 使 用 的 求 平 方 根 算法 . 

2.4.2 重 根 的 情况 

前 面 对 z* 是 方程 F(z) 一 0 的 单 根 的 情 襄 分 析 了 午 顿 法 的 收敛 性 ,下面 考虑 zx' 是 mm & 
根 (m 世 2? 的 情况 ,和 根据 定义 2.1, 172 0zr HOF = 1 2m LT A C2 0. bt 

oe (z) 的 计算 公式 中 分 母 为 零 , 无 法 利用 定理 2.7 判断 牛顿 法 的 收敛 性 . 下 面 直 接 根据 

定义 2.3 进行 分 析 . 考察 相 邻 只 代步 误差 的 变化 情况 ,由 公式 (2. 10) 得 出 : 

eC rye = Xe, — a” ms ele): Fhe) 

  

f Gy) 

—» (tn) 1 =] fhm) = — flax") 

aa) f Ca (x, — x) 

> APOC Ma, — 2")! 
= -一 urd , 

1 (4 — x fC) — FG’) 

ou 

» APOC Ylx,— 2° i 
4 一 上 * 
  

  

  

一 1 一 一 
TS 1 kan ， 。 (ri 一 了 |x BLOM ay 一 | 

— 1 “La? . * 1 Qo id Cx" Cay ox") 
一 1] 一 

y af HM Cr" Cay, — a 
itn) . 

Sar (x* }Cay — x") 
-上 区 一 - 

Ge pl” Cx" )(x,—2°) 

je 1 十 ai — 2" tala, — x ae 
  

m~—b(r,—x') thle, —27 P+ 

* 43 «



 

在 上 述 推导 中 ,对 zz 和 产 (ze) 在 "这 点 上 进行 了 泰勒 展开 ,最 后 的 式 子 中 的 ai .6 为 与 

才 无 关 的 常数 ， 因 此 

lim eza yy) (2.18) 
下 下 < EC) mnt 

Gt Be BH A AH Hy OAR HE i eae = 1 La ey ae m2 ait 0. <<. WGK t 
77 

Aw $6 SER OFFA OR EAR UC EEK LE a BE. 

2.4.3 判 停 准则 

在 迭代 方法 的 实现 中 ,使 用 合适 的 判 停 准则 是 非常 重要 的 . 它 娆 影响 和 代 步 数 , 即 整 体 
计算 效率 ,也 影响 结果 的 准确 旋 . 对 于 二 分 法 ,我 们 可 方便 地 计算 结果 的 误差 限 , 根据 有 有 根 
区 间 的 长 度 就 可 以 确定 迭代 过 程 停 止 的 条 件 . 而 对 于 一 般 的 不 动 点 选 代 法 (包括 牛顿 法 )， 

较 难 直接 估计 误 关 限 , 迁 代 过 程 的 判 停 准则 主要 有 两 个 : 

(1) RAE WR fa) [Se Pe AT RE 

《2) 误差 判 据 , 即 要 |e ale He HEPA. ATR SBM BRAM 
ZH ART BR A HS GRA F En 30 的 情况 》, 也 常 使 用 判 据 | rt 1 Fe | See bez |e |. 

PAP HE RA — et Re RS OR RR fC ) 很 

小 的 情况 ), | Fzs) | 很 小 并 不 意味 着 zx RG cE UE A i} WRI, 

ix 一 | 很 小 并 不 能 说 明 | zt zc" | 很 小 .因此 ,在 实际 应 用 时 往往 将 这 上 遇 种 判 据 组 合 
起 来 使 用 ,有 时 也 需要 根据 问题 特点 和 经 验 额 外 设置 条 件 . 

2.4.4 牛顿 法 的 问题 

当 /AKCz) 满 足 2 阶 导数 连续 ,和 县 二 "为 它 的 单 根 时 ,牛顿 法 在 局 部 范围 内 2 次 收敛 - 然 

而 , 当 这 些 假 设 不 满足 时 ,牛顿 法 可 能 变 得 非常 不 可 靠 . 若 xz) 不 具有 连续 的 2 阶 导数 ,或 

者 初始 解 不 足够 地 竺 近 准 确 解 ,那么 它 可 能 收 和 贫 得 很 慢 ,或 者 根本 不 收敛 . 

下 面 构造 一 个 极端 的 例子 说 明 这 个 问题 . 在 这 种 极端 情况 中 ,牛顿 法 的 迭代 解围 绕 

z 一 4 这 一 点 不 断 地 来 加 跳动, 要 出 现 这 种 情况 , 则 

Tt 一 C 一 一 (zt 一 CQ)， 

el 
ay FE a 一 一 (zs 一 Ga) 

BAP PK fo 满 足 

Cz) 
{fx 

则 用 牛顿 法 求解 F(z)= 一 0 时 ,无 论 取 什 么 初始 值 ,后 续 的 选 代 解 部 将 围绕 点 < 不 断 地 来 回 

跳动 ,这 样 无 限 循 环 下 去 ,方程 (2.19) 实 际 上 是 -个 可 分 离 的 常 微分 方程 

f(x) _ 1 

f(x} 2( 工 一 Q) 

-—(z—@), (2.19) 开 一 & 一 

    

用 微 积分 的 知识 ,很 容 身 求 出 

f(r) = sign(z—a) ww 工 一 Qi 

方程 fCz)=0 的 准确 解 为 "一 a. 采用 牛顿 法 求解 该 方程 的 过 程 如 图 2-6 所 示 , 其 中 参数 
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a=2. 

2B 2-6 FEM — RaW. Ce oc MA AaB ce H—e HAM. REL 

BFE SH BEAT AU. 4 BGR RK I] BY SK FR A       
  

    
  

FESR 20 OGM BEAR A AK | fo) 
HB OD RRM AKA deseo | 

广 (z) 无 界 ,因此 1 阶 导 数 不 连 续 , 牛 顿 法 的 收敛 理 OPT eed 
论 不 成 立 ， 0 7 
pF FRAO ZR SA: -9.5[ aa 
(1) ERED KORE, BRB, Re -107 

解 zx 不 在 局 部 收敛 的 范围 内 , 选 代 过 程 可 能 发 散 ， -SF ，，，，， 
(2) 对 函数 的 连续 性 要 求 较 高 ,需要 zz) 在 0 05 10 15 20 2.5 3.0 35 4.0 

附近 有 连续 的 2 阶 导 数 . aimed 
(3) PHARMEHS 1 HSH fe) RHR RERA MRARRKIA. 

2.5 HRS Mme 

本 节 和 下 一 节 介 绍 的 几 种 方法 将 试图 对 牛顿 法 的 缺点 进行 弥补 . 

2.5.1 BIR 

BEE et ER EAE zo EN) BB RD a A 

SP 45 5% 48 Fy EY GE LA CG 2-7 BN). MARAT RS CHERTRARA 

Seep A Ly ee ’ CR = 0,1,2,°%). 

45 FE IH Fy 3K BY BB RE IE BE. — PR on SE ER A HE. 

BP Se YB) Be AS EL FA BS BAGO HE ADA AB MA i SB RR A BK 

RAN BA CE RE 
(2,) — flan 

Ff (x4) Sad f a fa, 

5X FE JL trl FG RAR ws BG BAG «AB Se SA A EL a A Ca 图 2-8 

所 示 )， 制 线 方程 为 

P(x) = fla,» $ LER T IHD Op yd, 
ty Fie 

4 yrflx) 

   
Wl 2-7 ATs AI 2-8 制 线 法 

外 ”关于 甘 商 的 详细 定义 见 6.5 节 .



  

求解 方程 Pi(z) 三 0, 得 到 下 -个 近似 解 

_ f(xy) 

fla) —f@ive™ 
Teil Bs 

Pim HBA OR eR. 

算法 2.4: 解 单个 非 线性 方程 的 割 线 法 

输入: Xo, Xi, PR fix); BH: x. 

ki=1; 

While |f(x,}> ©, |HElx,-x, 1 |>e. do 

£ (xy) 

E(x) EC Ke) 

一 Lead. 

Kee 2 = Bem (Xr 一 Xk-1)7 

ki=k+1; 

End 

XI= Ky. 

割 线 法 可 看 成 是 一 种 广义 的 不 动 点 迭代 法 ,下 面 的 定理 说 明了 它 的 收敛 性 . 

定理 2.9: 假设 f(z) 在 根 工 的 邻 域 D:[z" 一 8z" 十 9] 内 具有 2 阶 连续 导数 ,及 对 任意 

zE D 有 六 (天 0, 如 果 初 值 ,mn ED 充分 接近 z”, 则 制 线 法 将 接 阶 6= .2 人 1. 618 收 全 
这 个 定理 的 证 明 参 见 文献 [6]. 应 当 注 意 , 割 线 法 避免 了 导数 计算 , 且 具 有 超 线 性 的 收 

REE Am RASA. LRA PERE PH SRR RMU SR. A 
JH th BERR AE SE Cquasi-Newton method). 

2.5.2" Mme 

dA ew FAL SEL ADL BU A, a GP OT EB A SE 
解 ， 一 般 地 ,前 三 个 解 x 2504 A 2, REX ea fin 2) fh ae + 和 f(x.) AE 

确定 一 个 二 次 多 项 式 , 若 将 它 看 成 原 函 数 y= F(z) 的 近似 , 则 求解 这 个 一 元 二 次 方程 得 到 的 
根 就 可 作为 选 代 过 程 的 下 一 个 解 由 于 平面 上 咀 过 三 个 点 的 曲线 为 抛物 线 ,由 此 导出 的 方 
BK i Bh Ae, 
Wek VA RR. AT BRR Te RS 2 WOKS MD, 

求 这 个 抛物 线 与 x 轴 的 交点 作为 下 一 个 选 代 解 . 求 二 次 多 项 式 的 方法 一 般 用 插值 法 ,因此 
这 种 方法 被 称 为 二 次 播 值 法 .关于 播 值 法 的 细节 将 在 第 6 章 介绍 ,这 里 不 做 讨论 . 

二 次 插值 法 得 到 的 抛物 线 可 能 不 与 X 轴 相 交 ， 因 为 二 次 方程 未 必 有 实数 根 ， 所 以 挑 物 
eae 线 法 的 另 -- 种 方法 是 将 这 三 个 点 播 值 为 关于 y 的 二 次 函 孝 

P,(y), 即 得 到 通过 这 二 点 的 * 侧 向 抛物 线 " 这 个 二 次 函数 
SP ep, a RE 

   

  

Kee — Pr flay)? 

Xe = PLC flr. 1) 

a = PC f(a)) 

Ae FC re 2). fCa- 1) Al f(a JRE (ERAS. RH 

BCR IER = P,(y) 就 可 以 构造 出 来 ,并 且 它 一 定 与 X 轴 有 交点 (如



  

图 2-9 所 示 ?. 在 交点 处 ?一 0, 对 应 的 z 值 为 下 一 步 迁 代 解 

Ta, = P00). 

kA ERR ik — K 4618 Cinverse quadratic interpolation). 894 f(a. 2). f(2.-,) 

faN)/KETPAPAATAS DT RAR BLA BARR. 

理论 上 可 以 证 盟 ,次 种 抛物 线 法 都 具有 超 线性 收 敏 速度 ,其 共 周 的 收敛 阶 庆 =**1. 839( 参 

见 文 献 L1]). 此 外 ,抛物线 方 法 也 是 局 部 收 伍 药 ,办 此 , 选 代 的 初始 值 须 尽量 接近 准确 解 ， 

有 明 然 抛物 线 法 不 需要 计算 导数 , 且 收 和 伍 很 快 ,但 它 需要 三 个 韧 始 值 , 而且 收 敏 性 质 不 太 

稳定 (局 部 收敛 ) ,因此 往往 与 其 他 方法 结合 起 来 使 用 . 在 实际 应 用 中 ,二 次 搬 值 法 经 过 发 展 

可 用 平 求 多 项 式 方 程 的 复数 根 , 如 Mulier 方法 (参见 文献 [1]). 而 首 二 次 播 值 法 与 其 他 方 

法 结合 得 到 实用 的 zeroin 算法 ( 见 2.6. 3 ANA). 

2.6 实用 的 方程 求 根 技术 

2.6.1 阻尼 牛顿 法 

当初 始 值 ze 伪 离 准确 解 zx" 较 远 时 ,牛顿 法 可 能 发 散 . 为 了 防止 这 种 情况 ,在 得 到 牛顿 

法 的 下 一 步 解 后 ,可 引入 一 个 阻尼 内 子 缩 小 解 的 改变 量 . 然后 通过 单调 性 要 求 

| f€aey) < Frze)y |， 开 一 0 1.2，… 

兰 断 新 的 解 是 否 可 接受 设 阻 足 因 子 为 必 , 巾 迁 代 新 解 为 

KE 一 —A, aes (2, 20) 

这 个 方法 称 为 阻尼 牛顿 法 ,算法 找 述 如 下 . 

算法 2.5: 阻尼 牛顿 法 

HA: xo, BRM f(x) 7 BM: x. 

k=O; 

While | f(x,) 1>8, Be | x.- x1 1>8, do 

一 L(x) | 

(xe)? 

XMyyy THEME Se 

i:=Q; 

While] f(x...) |21f(x,) | do 

yey $= HAASE ( 使 用 阻尼 因子 序列 {X,} } 
iz=itl; 

End 

ki=k+1; 

End 

Xl=X,. 

算法 2.5 HET — PI FR A.) FE SP RB FE (0,1) SD, IF He ak ME 

A. SERGRD RIC RARN WAR RRAER TART. SELAH 
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收 伍 速度 , 若 采 用 胃 尼 因子 ,其 值 也 应 尽量 接近 1. 

2.6.2*” 多 项 式 方程 求 根 

本 章 药 大 部 分 内 容 讨 论 的 都 是 求 单个 零点 的 问题 ,对 某 些 情况 ,比如 多 项 式 方程 ,有 时 

我 们 要 求 它 的 所 有 根 . 假设 ”次 多 项 式 方程 为 
Pix =a tax i te+tanztea, 一 0， 

其 中 最 高 次 项 的 系数 为 1. 应 当 注 意 , 即 使 多 项 式 系 数 都 是 实数 ,其 霉 点 也 可 能 是 复数 ， 求 

其 所 有 根 的 方法 主要 有 如 下 三 类 : 

CL) 使 用 前 面 讨 论 的 什 何 一 种 方法 ,比如 牛顿 法 或 殷 物 线 法 求 出 一 个 根 xx, 然后 将 原 方 

程 收 缩 得 到 低 -- 次 的 多 项 式 方程 PCz)/(z 一 zi) 一 0, 对 它 重 复 上 述 求 根 过 程 , 直 玖 求 出 所 

有 的 根 . 收缩 过 程 带 来 的 售 人 误差 会 降低 解 的 准确 度 ,因此 可 针对 原 方程 PCz) 一 0 再 次 使 

用 牛顿 法 等 方法 提高 解 的 准确 度 ， 而 对 于 复数 根 , 采 用 扫 物 线 法 等 技术 加 以 求解 . 此 外 ,在 

求解 过 程 中 往往 需要 计算 多 项 式 的 值 PCz) 和 导数 值 P (xz), 这 可 通过 率 九 韶 竺 法 ( 算 

法 1. 1) 进 行 快速 计算 . 
(2) 粮 据 德 阵 特 征 多 项 式 的 定义 ,将 多 项 式 方程 求 根 问题 转化 为 答 阵 求 特 征 值 的 问题 . 

根据 多 项 式 系 数 ,可 定义 矩阵 

一 4 一 4 Ap a 

1 0 vee 0 0 

Cc, = 0 1 oo 0 0 

0 O ove 1 o | 

BRE C, KABA P(e) HAM (companion matrix), PUREE C, HRESMREE 

P(x). FARE RE PTE AY RK AT 9B BISA. MATLAB SE HY roots aE 
用 此 方法 求 多 项 式 方 程 的 根 的 .该 方法 非常 稳定 可靠, 但 计算 量 和 存储 量 较 大 .关于 计算 

矩 堪 特 征 值 的 方法 见 本 书 第 5 章 ， 

(3) 利用 求 多 项 式 全 部 零点 的 专门 方法 . 这 些 方法 中 ,有 些 采 用 技巧 将 多 项 式 的 根 隔 

离 在 复 平 面 的 一 个 区 域内 ,然后 用 类 似 二 分 法 的 方法 对 根 进行 疏 进 ,还 有 一 些 收 敏 更 快 的 方 

法 ,包括 拉 盖 尔 (Laguerre) 法 .Bairstow 法 等 . 在 某 些 情况 下 ,这些 方 法 是 求 多 项 式 全 部 零 

点 的 最 有 效 方 法 . 

在 上 述 三 类 方法 中 ,前 两 类 利用 了 已 有 的 一 些 算法 吉 以 组 合 , 因 此 较 容 易 实 现 ; 第 二 类 

方法 的 算法 比较 复杂 ,但 目前 已 有 一 些 比较 好 的 软件 程序 ( 见 2.7. 2 小 节 》. 

2.6.3+* 通用 求 根 算法 zeroio 

本 章 前 面 讨论 的 各 种 方法 都 有 各 自 的 优 缺 点 ,对 于 一 般 的 非 线 性 方程 ,能 和 否 有 一 种 通用 

的 高 效率 的 求 根 方法 呢 ? 下 面 介绍 一 个 称 为 zeroin 的 算法 , 它 由 Richard Brent 发 表 于 

1973 EC A th Brent BH). 该 算法 将 一 分 法 的 稳定 性 和 抛物 线 法 、. 割 线 法 的 快速 收 伍 

性 结合 ,是 一 种 稳定 ,高效 的 通用 求 根 算法 .以 此 算法 为 基础 ,MATLAB 中 实现 了 针对 单 恋 

基 连 续 丽 数 求 根 问题 的 fzero 命令 . 

zercin 算法 一 般 用 变量 己 表 示 当 前 迭代 步 的 近似 解 ,变量 上 为 上 一 步 的 ,而 变量 a 的 
。48 。



  

作用 则 是 与 构成 有 根 区 间 。 算法 主要 包括 如 下 步 又: 

ci) 选取 初始 值 = Alb 4249 (OO fC) MIE S EAR: 

(2) Ha WIR c; 

(3) BHP HSER, BH) fo) |<e. MH la—bl Ser | bl... oe WRAL 

四 若 F 疙 5) 的 正 负 号 与 ja) 的 相同 ,将 c 赋 值 给 al; 

@ Al flad|< fC) | SUK b BERR ER cs RT oh 
电 如 果 < 尖 a, 利 用 aoc 以 及 它们 的 函数 值 作 逆 二 次 插值 法 的 一 步 选 代 , 和 否则 执行 割 

线 法 中 的 一 步 ; 

四 如 果 执 行 一 步 逆 二 次 播 值 法 或 割 线 法 得 到 的 近似 解 “ 比 较 满 意 ”, 将 它 赋 值 给 才 , 否 出 

执行 一 步 二 分 法 得 到 ,然后 将 上 一 步 的 已 拨 值 给 <- 

在 二 述 算法 步骤 中 ,四 和 四 步 是 对 <.5.c 三 个 量 的 值 进行 调整 ,经 过 调整 后 必 定 使 得 : 

大 ea) 和 80) 的 正 负 号 相反 ，7B)| 委 ia)iyc 为 上 一 步 的 5. 因此 ,变量 如 总 是 存储 最 好 的 

近似 解 ,而 六 xz) 在 a 和 所 之 间 改 变 正 负 号 ， 判断 逆 一 次 播 值 法 如 割 线 法 得 到 的 近似 解 是 否 

满意 ,一 方面 要 看 它 是否 落 在 有 棚 区 问 内 , 另 一 方面 还 要 看 相 邻 迭代 解 之 差 是 否 在 缩小 ,此 

外 还 有 一 些 更 复杂 的 . 带 衣 经 验 性 质 的 判 据 。 
CAPR 2-10 "PAD f(r) BRA AIT LRARA RAR o.b6.c SP RUB. 

Qo 6, BARA « Ab HA. MPRA comes. AFI fad |<| fCO)| RAR ab OE, 

Al 45 BB AY a, B15 TS c) =e. HF ¢ =a; fk-- FRR b BH ECE RR HI 

解 , 因 此 更 新 ce 的 值 为 c* 一 六 ,而 a 的 值 不 变 ， 进 入 下 “ 步 选 代 , 根 据 当 前 a.2、c 的 取 值 看 

出 ,不 需要 做 由、@@ 两 步调 整 ,而 让 于 c: 大 wo ,可 作 逆 二 次 插值 ,得 到 新 解 姑 , 它 也 是 比较 "好 ” 

的 近似 解 , 因 此 接受 并 更 新 < 的 值 为 c: = be. 

   | 1 ! 
by 

站 

Ge 
a2 

: ay 

图 2-10 zeroin M}EA RRM. 2..b:..c, RRBKAT ABR A— TR coc =P ROE 

按 上 URL EE TT MRE A AT BU PE. 
判 据 和 相对 误 益 判 据 的 组 合 . 

zeroin 算法 将 方程 的 根 困 在 不 断 缩 小 的 区 间 中 ,很 稳定 ,也 兼顾 了 割 线 法 . 北 二 次 播 值 
法 收 敏 快 的 特点 . 它 的 主要 优点 如 下 ， 

《1) 本 身 不 要 求 函 数 /xz) 具 有 光滑 性 ; 

(2) 不 需要 计算 导数 广 (zx) ,只 需要 有 办 法 算出 代 一 zx 对 应 的 Frzrs)3 

(3) 初始 解 只 是 包含 准确 解 的 区 间 ,不 需 槛 和 准确 解 很 接近 ; 

(4) 算法 简单 .稳定 ,每 步 选 代 都 使 有 根 区 间 缩 小 . 
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最 后 给 出 实现 zeroin 算法 的 MATI.AB 语言 程序 代码 [7], 其 中 一 些 细节 需要 掌握 逆 二 

次 插值 的 计算 方法 才能 理解 感 兴趣 的 读者 可 进一步 研究 ,并 进行 有 关 的 实验 、 

function b= fzerotx (F,ab,varargin) 

oF Rm BR £ (x}, ab WMA RE (a,b), BK F(a) A tb) 符号 相反 
tvarargin 表示 传 给 岗 数 上 的 条 外 参数 . 返回 值 b 为 一 个 很 小 区 间 的 疹 点 

‘ff :fzerotx('sin(x)', [1,4]) 

asab(1); % 检 查 输 人 的 是 否 是 有 根 区 间 

b=ab(2); g% 补 始 化 搜索 区 间 的 变量 as .bc 

fa=feval (F,a,varargin{:}): SPA ROR 

fb=feval(F,b, varargin{:})7 

if sign (faj==sign (fb) 

error(' Function must change sign on the interval') 

end 

ct ar 

fex fa; 

d=b-«; 

e=d; 

while fb ~=0 s 主 循环 的 开始 

if sign (fa)==sign(fb} HS a.b sh, HBR LOOAENSAREERS 

a=c; fa=feo; 

d=b-c; e=d; 

end 

if abs (fa) <abs (£b) % 交 换 ab 的 值 , 央 为 5 总 是 标记 最 优 解 

c=h; bea; a¥c; 

fe=fb; fb=fa; fa=fe; 

end 

m=0.5* (a-b); 

tol=2.0* eps * max (abs {b},1.0);7 . 

if (abs (a)<*tol) | (fb==0.0) fe 2 Be aah, AY A DA BR 
break 

end 

if (abs {e)<tol) ; (abs (f£c)<=abs{fb)) %— FE 

d=m; 

e=-m; 

else 

s=fb/fc; 

if {a==c) . SM RIE 

p72,.0*m* s; 

q=1.0-s; 

else s# 逆 二 次 插值 法 

q=fc/fa; 

r=fb/fa; 

pes* (2.0*m*q* (q-r)- (b-c) * (r-1,0)); 

= (q-1.0) * ¢{r+1.0) * (s+1.0)7 

end; 
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if p>0,q=~q; else p=-p; end; 

if (2.0% p<3.0*%m* q-abs{tol*q)}) & (p<abs (0.5% e* q)) 

e=d; 判断 逆 二 次 插值 / 割 线 法 的 结果 是 否 可 接受 

d=p/a; 

else 

Q= 7 

e-m; 

end; 

end 

c=b; % 准 备 下 一 个 选 代 步 , 并 计算 F 是 数值 

fe=fb; 

if abs{d)> tol 

b=b+d; 

else 

b=b- sign (b-a) * tal; 

end 

fb= feval (F,b, varargin{:}); 

end 

应 用 实例 : 城市 水 管 应 埋 于 地 下 多 深 ? 

1 问题 背 桔 与 建 模 

在 冬季 寒冷 的 大 城市 ,必须 保证 理 于 地 下 的 水 管 千 线 不 冻结 ,在 寒冷 季节 ,地面 土壤 的 ， 

温 度 很 低 , 而 趣 尝 入 地 于 温度 越 高 ,因此 水 管 应 埋 得 越 深 越 好 ,但 相应 的 施工 难度 和 代价 也 

越 大 ,那么 在 保证 水 管 不 并 站 的 前 抑 下 , 理 水 管 的 深度 该 如 何 确定 呢 ? 

由 于 土 继 的 热传导 作用 ,冬季 寒流 到 来 后 地 下 土壤 的 温度 会 逐渐 降 惰 ,因此 它 婚 是 关于 

深度 工 的 函数 ,也 是 时 间 上 的 函数 .在 越 深 的 地 方 , 土 壤 温 度 越 不 客 易 降低 ,其 极限 温度 应 

该 是 一 个 常 盖 , 表 示 正 常 的 土壤 温度 . 宣 流 持续 的 时 间 越 长 , 某 一 个 深度 的 土壤 的 温度 就 越 

低 , 其 极限 值 是 地 面 的 温度 ,基于 上 述 分 析 , 可 以 假设 土壤 温度 了 ( 工 , 虽 满足 如 下 方程 : 

5) 
其 中 全 是 寒流 到 来 前 的 正常 土壤 温度 (例如 20C),T. 是 寒冷 季节 的 地 面 温 度 , 比例 

了 (z, 间 一 了 
了 ,一 了 工 

其 值 为 1,z=0 时 其 值 为 0, 上述 方程 中 使 用 了 一 个 

函数 erf(》 表 示 这 信 比 例 , 其 函数 曲线 如 图 ( 太 ) 所 

示 ,， 深度 垃 , 寒 流 持续 时 间 纪 以 及 土壤 的 热传导 系 孝 

a 都 包括 在 函数 erf(z) 的 自 变 辫 中 ,此 函数 被 称 为 

误差 函数 ,表达 式 如 下 : 

  

应 该 是 一 个 0 到 工 之 辣 的 数 ,一 0 时 

  

  

fi) = 2 [ a erf(z) = —Ie dr, 
AT c AACA) TAS BK eri 2) KR RE 
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它 是 均值 为 0、 方差 为 1/2 的 高 斯 ( 正 态 ) 随 机 分 布 的 积分 的 两 倍 , 当 z 空 0 时 ,其 值 域 正 好 在 

OR, 1214. 

KAFLERE ANTAL ER Te OM RKRAA, RAFMEPHOR-*+LER 

Kerf(c), EAZRCUEMEKPRAL, TRARRARKHEN MAL BOCK KMAK 

温度 ,那么 类 T(z 世 一 OIC 对 应 的 工 值 就 是 所 求 的 填 理 深度 了 . 因此 需求 解 非 线性 方程 

  T yg(2) = Ta sta) = T, + (1, — T,derf(>7—=)= 0. 
2 Sat m 

2. 方程 求解 与 结果 

gor HARK Cm) t GPUs), A A FR a= 0.138 * 108m’ /s. 假设 正常 

的 土壤 温度 开 一 20 ,寒冷 季节 地 面 温度 T,= 一 - 15 和 , 案 流 持续 了 时间 如 为 60 天 , 则 可 求解 

上 述 非 线性 方程 ， 由 于 这 个 非 线性 方程 的 解析 表达 式 很 复杂 ,计算 导数 比较 困难 ,可 用 实用 

的 zeroin 等 法 求解 . 

在 MATIAB 中 , 沁 数 erf(z》 有 现成 的 命令 实现 , 需 自己 定义 一 个 函数 TmZz) ,然后 

利用 fzero 命令 或 者 前 面 给 出 的 fzerotx 程序 来 求解 它 . 

定义 函数 To(z) 的 程序 如 下 |， 

function T=t_pipe (*} 

SHB x AR BR Mb ot HO BE - 

Ti=20; s 正 常 土壤 温度 

Ts=-15; we HW hb 

tm=60; RMR HK 

alpha=0.138e~ 6; 

t=tm* 24* 60 * 60; 4 将 时 间 单 位 换算 为 秒 

c=2* sqrt{alpha* t}; 

T=Ts+ (Ti-Ts) * erf(x/e)? 

然后 执行 如 下 命令 , 解 出 结果 . 

>> fzero (@t_pipe, (9 5)) 

ans- 

0.676961854481937 

KRHA KET TK O68 ARRAS, CKREALARREAFHE 

60 天 水 都 不 会 结 冰 . 实验 中 还 发 现 , 对 这 个 例子 zeroin 算法 和 迭代 了 ?7 步 , 在 各 步 中 使 用 了 划 

线 法 和 遂 二 次 插值 法 ， 

2.7 非 线 性 方程 组 和 有 关 数 值 软件 

2.7.1” 非 线性 方程 组 

非 线性 方程 组 的 求解 要 上 比 单个 非 线性 方程 困难 . -方面 ,对 解 的 存在 性 、. 解 的 个 数 和 收 

伍 性 的 分 析 更 加 复杂 ; 另 一 方面 , 随 着 方 入 数 目 增多 ,总 的 计算 量 也 迅速 增加 .这 里 将 单个 

方程 的 解法 加 以 扩展 ,进行 简单 介绍 . 

记 一 般 的 非 线 性 方程 组 为 
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f(x) =0, (2,21) 

HP reR BRS: V-R ORR nS AR. MEKPRSES RR. Ry 
点 迭代 法 和 牛顿 法 仍然 是 可 行 的 办 法 . 

很 设 将 方程 (2.21) 经 过 等 价 变换 得 到 

x= g(x), 

其 中 函数 B: 本 一 BR , 则 相应 的 不 动 点 选 代 法 计算 公式 为 

Xen) 一 g(x). (2, 22) 

对 单个 方程 (z=1 的 情况 ), 不 动 点 选 代 法 的 (局 部 ) 收 敛 性 主要 由 |g (Cc) REE 

理 2. 6). 对 于 非 线性 方程 组 , 收 伍 性 与 晤 数 & 的 雅 可 比 (Jacobi) 矩 阵 有 关 . 

定义 2.4: SS, CORR n EBM ge: V-R HRT LEER, ER ph Xn ER 

B.C MRA 

(Ged) = BO, inj = Visa), 

Ab gC) Hn SIM es Hi ho. 

KEN 24 TAH ER RRS RAY x fh. 一 般 考 察 的 都 是 x 一 xxr" 为 方 

程 (2.21) 的 准确 解 的 情况 , 下 面 的 定理 说 明了 不 动 点 迭代 法 的 收 伍 性 与 雅 可 比 拖 阵 

Jr ) 之 间 的 关 宗 . 

定理 2. 10:, 对 于 求解 非 线性 方程 组 的 不 动 点 迭代 法 zu 一 8 , 若 相 应 的 雅 可 比 和 矩阵 

J:(x' ) 的 任意 特征 值 1 都 满足 |1j<1, 则 当初 始 解 向 量 充分 接近 准确 解 时 ,不 动 点 迭代 法 

收敛 (局 部 收敛 ). 

定理 的 证 明 超 出 了 本 书 欧 范围 ,这 里 不 做 介绍 , 应 用 定理 2. 10 时 并 不 需要 计算 出 所 有 

的 特征 值 ,更 多 讨论 见 第 5 章 . 另外 需要 说 明 的 是 ,与 单个 方程 的 情况 一 样 , 牙 可 比 矩 玫 的 

SE TE (ABE > TR RR EE RRR. 

作为 一 种 特殊 的 不 动 点 迭代 法 ,下 夯 讨 论 牛 顿 法 求解 非 线 性 方程 组 的 计算 公式 . 对 于 

可 微 了 数 了 有 "一 录 " ,可 在 任意 一 点 xx 处 进行 1 阶 泰 勒 展开 的 近似 

(Fr 十 3) s YY) 十 JCY)8S， 

Ep J, (OE f MHD, SHR xx, 的 情况 , 则 线性 方程 

S(xy d+ 4,Cx)s — 0, (2. 23) 

LM FAE fa, +s) =0,R ARO. 22 HRB E CC. 2D 的 近似 解 

Xe =u | su —Li Ce) fGa). 

这 个 过 程 重 复 进 行 , 得 到 牛顿 法 求解 非 线性 方程 组 的 算法 ， 

算法 2.6 解 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 

BA: x, n EB TCPR fix): BM: x. 

k:=0; 

While 不 满足 收 伍 条 件 ao 

解 线性 方程 组 (xx) sr= 工 (xx): 求 or: 
Mx) tH Ryn EF 

k:= k+1; 

End 
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xXI=X,. 

例 2.9( 牛 顿 法 解 非 线性 方程 组 ): 用 牛顿 法 解 非 线 性 方程 组 

xX, + 2x, --2 0 
f(x) = |= | | 

1 十 4z: —4) 0 

[4] FHAW RA ERA 

Jt) = [ 1 }. 
2x, 82x, 

Kx, ={1,2]7 则 

3 1 2 

FOE) = ‘isl File) = | isl 
解 方程 组 

J (x) |， “| | le f(x) : X,J£ = fy = 一 {40730 13 Xo 
2 16 

得 % 一 [1,83,0.58]7 ,因此 

一 0.83 0 1 2 

M1 Fo So [ ont FH) = i nal 一 | nal 
解 方程 组 J (xs, = fr), 51 一 [一 0， 64,0, 32] ,因此 

一 0.319 a) 四 1 2 4 

oa i i 1. tol" fm) = logs" Jia.) = |。 38 3.764 
HR Be ix IKARIA x, =[--0. 02.1. 01] xy =~ 0. 00,1. 00]? , Be ae FI HE GRR x = 

{0.1}. 

与 单个 方程 的 情况 相 比 ,求解 非 线性 方 穆 组 的 牛顿 法 也 具有 类 似 的 一 些 优 点 ,但 它 每 步 

迭代 都 需要 求解 线性 方程 组 , 当 = 较 大 时 计算 量 非 常 大 . 为 了 提高 计算 效率 和 保证 稳定 的 

收 敏 , 可 以 将 拟 牛 顿 法 .阻尼 牛 上 顿 法 等 技术 推广 到 多 维 情况 ,这 里 不 再 详细 讨论 . 

另外 放 说 明 的 是 ,求解 单个 非 线 性 方程 的 方法 并 不 都 能 推广 到 非 线性 方程 组 ,因此 牛顿 

法 以 及 它 的 改进 方法 成 为 了 求解 非 线性 方程 组 的 主要 方法 . 

2.7.2 非 线性 方程 求 根 的 相关 软件 

求解 非 线性 方程 乒 z) 一 0 的 软件 一 般 需 要 使 用 者 提供 计算 浮 数 值 疙 z) 的 程序 .有 根 

区 间 的 端点 值 或 解 的 初始 值 , 以 及 和 迭代 过 程 停止 所 需 的 控制 阔 值 . 程序 执行 后 的 输出 数 

据 除 了 解 外 ,往往 还 包含 一 个 说 明 状 态 信 息 { 成 功 、 警 告 或 错误 ) 的 标志 . 在 实际 问题 中 ， 

非 线 性 方程 组 是 常常 遇 到 的 , 因 引 很 多 软件 /程序 包 也 支持 对 非 线性 方程 组 的 求解 . 此 
时 , 输 和 人 数据 还 要 包括 方程 组 中 方程 和 自 变 晤 的 个 数 , 存 时 还 包括 计算 琴 数 雅 可 比 上 矩阵 

的 程序 . 

表 2-3 列 出 了 求解 一 般 非 线性 方程 (组 ?的 程序 ,其 中 非 线性 方程 组 的 求解 程序 根据 是 

查 需 要 用 户 提供 雅 可 比 和 托 阵 计算 程序 分 为 两 类 .这些 程序 大 多 数 都 可 以 通过 互联 网 免费 获 

得 ,除了 在 第 1. 1 节 介 绍 过 的 ,其 他 可 在 Netlib 网 站 上 找 色 . 

表 2-4 列 出 了 一 些 用 于 求解 实 系 数 或 复 系 数 多 项 式 所 有 零点 的 特殊 程序 . 
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变 2-3 求解 非 线性 方程 的 程序 
  

  

  

  

  

  

    
  

  

      
  

  

  

    

    
  

单个 方程 方 程 组 
软件 /程序 包 

不 需要 导数 ARTE EE OT be eB 需要 雅 可 比 矩阵 

FMM zeroin 

HSL nb01/nb02 nsl1 

MATLAB fzero fsolve 

MINPACK hybrdi hyb5jl 

NAPACK 1 roet quasi 

NR | zbrent broydn hewt 

SLATEC {zero snsq/sos 

TOMS | zerol ( #631) brentm ¢ #554) tensolve ( # 768) 

R24 RRSHAMASANHRE 

软件 /程序 包 Sk 复 系数 软件 /程序 包 实 系 数 复 系数 

HSL pal? NUMERALGO polzeros(nal0)> 

MATLAB roots “roots SLATEC | -bzeroyrpqr79 | cpzeroycpqr79 

NAPACK ezero TOMS rpoly ¢ #493) epoly ( # 419} 

NR ‘ zrhqr | zroots         
  

MATLAB 中 求解 一 般 非 线性 方程 和 方 酸 组 的 合 令 是 fzero 和 fsclve, 它 们 的 输入 都 包 

括 竺 求解 的 方程 以 及 初始 解 ， 方程 的 信息 通过 蓝 数 ACz) 表 示 ,在 MATLAB 中 表示 表 数 的 

方法 有 三 种 : an- 文件 ,inline 函数 和 匿名 函数 “多 ”， 使 用 inline 命令 和 ”“@@? 可 方便 地 定义 较 

简单 .具有 表达 式 的 函数 疙 z), 具 体 的 使 用 方 法 请 参考 联机 帮助 文档 . 初始 解 可 以 是 一 个 

有 根 区 间 ,也 可 以 是 单个 解 . 另外 ,通过 输 人 选项 参数 还 可 以 控制 输出 的 结果 入 息 ,了 解 迭 

代 过 程 中 每 步 的 方法 和 近似 解 ， MATLAB 中 求解 多 项 式 方程 的 命令 是 rocts, 它 的 输 人 比 

较 简 单 ,是 用 数组 表示 的 降 次 排列 的 多 项 式 系数 ,程序 的 输出 结果 就 是 多 项 式 方程 的 所 

A i. 

FF 述 

ABRWCMAK RT DEA ceroin BK. BAAR ARAM. 还 有 一 些 具 有 全 局 

收 和 伍 保 证 的 方法 ,比如 辐 伦 或 连续 算法 , 它 将 问题 空间 参数 化 ,眼中 从 平凡 的 易 求 解 问题 到 

所 求 问 题 的 解 曲线 以 达到 所 需 的 解 ， 这 些 方法 主要 用 于 求解 很 难得 到 初始 解 的 复杂 非 线 性 

问题 ， 感 兴趣 的 读者 可 参考 : 
¢ W. Forster, “Homotopy methods,” in Handdbuoks of Global Optimization, pp. 

669-750, Boston: Kluwer,1995, . 

¢ E.L. Allgower, and K. Georg, “Continuous and path following,” Acta Numerica, 
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Vol Z,pp. 1-64,1993. 
实现 这 些 方法 的 软件 包括 TOMS #555 Cfixpt). 4617 (defne}). #777 Chompack). 5 

一 种 方法 是 “广义 二 分 法 ”, 它 基于 区 同方 法 求解 非 线 性 方程 组 ,实现 的 程序 是 TOMS 的 

# 666(chabis) M@ # 681{inthis). RMMMER i Ss. 
e A, Neumaier, Interval Methods for Systems of Equations,New York: Cambridge 

University Press, 1990, 

对 于 非 线 性 方程 组 求解 问题 ,为 了 避免 牛顿 法 中 的 求 导 计算 ,往往 采用 类 似 割 线 法 的 思 

想 进 行 偏 导数 的 近似 计算 ， 另 一 方面 ,为 了 避免 每 个 迭代 步 都 求解 雅 可 比 矩阵 为 系数 的 线 

性 方程 组 ,只 对 和 近似 雅 可 比 矩 阵 的 分 解 进行 禾 改 . 这 类 方法 称 为 割 线 禾 正法 ,应 用 很 广 . 最 

简单 有效 的 割 线 修 正法 之 一 是 Brcyden 方法 ， 对 它 的 详细 介绍 见 下 面 的 文献 : 

« C, G. Broyden,A class of metheds for solving nonlinear simultaneous equations, 

Mathematics of Computation, Vol 19,No, 92,pp. 577-593,1965, 

* J. E, Dennis, and J, J, More, Quasi-Newtion methods, motivation and theory, 

SIAM Review, Vol 19,.pp. 46-89,1977. 

非 线性 方程 求 根 问 题 与 最 优化 问题 ( 非 线性 规划 问题 ) 在 很 多 方面 是 类 似 的 ,它们 的 解 

法 通常 都 采用 选 代 法 ,通过 一 系列 迁 伐 步 使 解 孔 速 收敛 到 问题 的 准确 解 . 因此 ,本 齐 讨 论 的 

很 多 方法 ,例如 牛顿 法 .而 线 法 等 都 被 用 于 求解 最 优化 问题 . 本 书 不 讨论 最 优化 问题 的 解 
法 , 感 兴趣 的 读者 可 参考 文献 | 1j] 以 及 其 他 专门 讨论 最 优化 方法 的 书籍 . 

【本 章 知 识 点 】 二 分 法 ;计算 二 分 法 的 迭代 次 数 ; 二 分 法 结果 准确 度 的 极限 情况 ;不 动 

点 选 代 法 :不 动 点 选 代 法 全 局 收敛 的 充分 条 侍 :局 部 收 和 倒 ;局 部 收敛 的 完 分 条 件 ; 收 敛 阶 的 确 

定 ; 牛 顿 法 ;类 和 代 法 的 判 停 准则 ; 割 线 法 ; 独 物 线 法 的 思想 ;阻尼 牛顿 法 的 思想 ;通用 求 根 算法 

zeroin 的 思想 ;利用 MATLAB 求 解 非 线性 方程 非 线 性 方程 组 的 雅 可 比 矩阵 : 解 非 线性 方 

程 组 的 牛顿 法 ， 

RAMA: PRS PRE 

XBR + +H Clsaac Newton, 1643 年 1 月 4 日 -1727 年 3 月 20 日 ) 是 英国 伟大 的 数 

学 家 、 物 理学 家 、 天 文学 家 和 自然 哲学 家 ,其 研究 领域 包 插 了 物理 学 .数学 .天 文学 、 神 学、 自 

然 哲 学 和 炼 人 多 本. 牛顿 被 淮 为 人 类 历史 上 最 伟大 、 最 有 影响 力 的 科学 家 . 为 了 纪念 牛 昭 在 
经 典 力学 方面 的 杰出 成 就 ,牛顿 "后 来 成 为 衡量 力 的 大 小 的 物理 单位 

牛顿 于 1643 年 1 月 4 日 生 于 英格兰 林肯 都 烙 兰 司 姆 附近 的 沃 

尔 索 普 村 ，1661 年 入 英国 创 括 大 学 圣 三 一 学 院 ,1665 年 获 文 学 士 

学 位 . 随后 两 年 在 家 乡 鳞 避 所 疫 ,他 在 此 间 制 定 了 一 生 大 多 数 重 要 

科学 创造 的 蓝图 . 1667 年 牛 括 回 剑桥 后 当选 为 剑桥 大 学 三 一 学 跑 

院 委 ,次 年 获 硕士 学 位 ，1669 年 任 剑 桥 大 学 卢 卡 斯 数学 教授 席 性 

直到 1701 年 ， 1696 年 全 皇家 造 币 厂 监 督 , 并 移居 伦敦 ，1703 年 任 英 

国 皇 家 学 会 会 长 . 1706 年 受 英国 女王 安 晕 封 靖 . 在 晚年 ,牛顿 潜心 

于 自然 哲学 与 神学 ，1727 年 3 月 20 日 ,牛顿 在 伦敦 病 道 ,享年 
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牛顿 的 主要 役 献 : 

二 项 式 定 理 ! 

*。 创建 微 积 分 

。 方程 论 与 变 分 法 } 

。 牛顿 运动 定律 ; 

© RE; 

s 光学 上 的 贡献 ， 

。 构筑 力学 大 是 。 

KF SRE 

2166S FFRMRERA TEAR L EMA 166 年 他 提出 了 与 现在 的 牛顿 法 类 似 

的 方法 ,但 其 中 并 没有 使 用 导数 ,而 是 基于 二 项 式 碟 开 , 并 且 针 对 的 是 多 项 式 方程 . 1690 年 , 拉 

弗 森 (Raphson) 对 牛 频 法 作 了 简化 和 政 进 , 因 此 该 方法 也 常 被 称 为 牛 上 顿 - 拉 招 森 方 法 ， 在 牛 

频 法 中 使 用 导数 是 由 辛 善 森 (Simpson) 于 1740 年 提出 的 ,他 还 将 这 种 方法 从 单个 方程 问题 

推广 到 非 线性 方程 组 问题 ,这 就 是 我 们 现在 使 用 的 牛顿 法 后来, 拉 格 明暗 和 傅 里 叶 等 人 简 

化 了 丫 顿 法 的 表达 式 , 也 进行 了 一 些 推广 ,但 将 辛普森 的 贡献 遗忘 抒 了 ,只 留 下 了 与 该 方法 

有 关 的 牛顿 和 拉 弗 森 的 名 字 ， 事实 上 ,辛普森 在 牛 客 法 中 的 贡献 可 能 要 比 他 在 数 恒 积分 方 

法 辛普森 法 ( 见 本 书 第 7 章 ) 中 的 贡献 还 要 大 ， 

牛顿 名 言 

© 如 果 说 我 比 别 人 看 得 更 远 些 , 那 是 因为 我 站 在 巨人 诊 上 的 综 故 . 

*， 无 知识 的 热心 ,犹如 在 黑 瞳 中 远征 ， 

。 我 的 成 就 , 当 妇 功 于 精微 的 思索 . 

”你 若 想 获得 知识 ,你 该 下 苦 功 :你 车 想 获得 食物 ,你 该 下 苦 功 ;你 车 想得到 快乐 ,你 也 

该 下 著 功 ,因为 辛苦 是 获得 一 切 的 定律 ， 

= 聪明 人 之 所 以 不 会 成 功 , 是 由 于 他 们 缺乏 坚韧 的 毅力 ， 

。 胜利 者 往往 是 从 坚持 最 后 五 分 钟 的 时 间 中 得 来 成 功 . 

*。 我 不 知道 世人 怎样 看 我 ,但 我 自己 以 为 我 不 过 像 一 个 在 海边 玩 竖 的 孩子 ,不 时 为 发 

现 比 寻常 更 为 美丽 的 员 党 而 沾沾自喜 . 

练 习 题 

1. 为 求 方程 王 一 寻 一 1 一 0 在 zxo=1.5 附 近 药 一 个 根 , 没 将 方程 改写 成 下 列 等 价 形式 ， 

并 建立 棚 应 的 迁 代 公式 . 

《1) z 一 1 十 1/z2 ,迭代 公式 xet 三 1 十 17z， 

€2) eel/(z 1) GRFEA KH ay. = 1/ Va). 

(3) 22=1t+2? RAR ru = v l+z). 

MAS HT EPIRA hE HERR PA ROR NAT 4 位 有 效 数 字 的 近似 根 . 

2. Sew f(z) 1 xl fl (ER Om f' (2) <M, EAS FE O<A< 

Ee ER RBA ERE ay = 2a fle) SR fo) =0 BOM 2 
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3， 研究 求 Va 的 牛顿 公式 

-Txt 一 +(x +2), ty > 0. 

HE SA At — 1) k=1,2 50 VO APPS oy ce RR. 

4. 应 四 牛 上 屯 法 于 方程 :一 sa 一 0, 导 出 求 立 方 根 V& 的 选 代 公式 ,并 讨论 其 收 倒 性 . 

5， 证 胃 和 迭代 公式 

tua = Zi + 3a) 
3zi +e 

是 计算 va 的 3 阶 方法 . 假定 初 值 ze 充分 靠近 根 xz” , 求 

lim@/a — aan) / Wa — 24)". 

6. 证 明 公 式 (2. 11). 
7. 车 郴 数 rz) 满 足 2 阶 导数 连续 ,证 明和 牛顿 法 在 局 部 收 伍 范围 内 的 误差 满足 

ater) = Lela)? 
Pee) 

8 证 明定 理 2.4 的 结论 ,| 一 zs 
9. 用 下 列 方法 求 ftz) 一 立 一 3z 一 1 一 0 在 zo=2 附 近 的 根 . 根 的 准确 值 rz' 一 

1.879 385 24… ,要 求 计算 结 果 有 4 位 准确 的 有 效 数 字 ， 

(1)》 玫 牛顿 法 ; 

(2) FARIA RR Zo 72,4, =1.9, 

10. 分 别 用 二 分 法 和 和 牛顿 法 求 xz 一 tanz=0 的 最 小 正 根 ,要 求 计算 结 时 有 4 位 准确 的 有 

RRS. 

  

|ai—zol. 

  

上 机 & 

1 对 于 方程 
fle) = 2? —324+2=0 

ALAA LAE SR ENR 

ate = =, 

g(a) 一 V3z 一 2， 

一 3 -二 DCz》 一 3 E 

GZ) 一 区 一 2   
2z 一 3 ， 

(1) 对 于 根 zx 一 2, 穆 过 分 析 |9i(2)|1， (一 1,2,3,4) 来 分 析 各 个 算法 的 收 敏 特性 . 

(2) 用 格 序 验证 分 析 的 结果 . 

2. 编程 实现 阻尼 牛顿 法 ， 训 求 : (a) 设 定 阻 尼 因 子 的 初始 值 le 及 解 的 误差 间 值 es; 

(b) 阻 记 因 子 ; 用 竹 次 折 半 法 更 新 ;《〈c) 打 印 每 个 迭代 步 的 最 终 1 值 及 近似 解 . 用 所 编程 序 
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求解 : 

(1) 2 一 z 一 1 一 0, 取 xz 一 0.6 ， 

(2) —2?+52=0,R a =1.2. 

3. ALF 2.6.3 小 节 给 出 的 fzerotx MRE. TE MATLAB -P aa PAR RM SH ER 

BR J (WER. Jo (2) 4 MATLAB PiG HS besselj (0,2) BL TK J.C) A 

10 个 正 的 零点 ,并 绘 出 函数 昌 线 和 零点 的 位 置 ， 

4. 编程 求解 非 线性 方程 组 

(zi 十 3)z — 7) +18 =0 

{ene -1)=0 

起 始 解 x 一 [一 0.5,1.4]7. 
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第 3 章 线性 方程 组 的 直接 解法 

线性 方程 组 (]inear equation systetm) 可 写成 如 下 形式 ; 

Ant) tant, te 十 Cr = & 

Qn XL + ate te +Gmrt, = bz 

Am DT) 十 Cn2zz? 十 … + Omey = dn 

其 中 包含 了 am PAB nT RAR (2.2), FH mn RARE BARA 

%#8M,-RMAR MR RD ORR ERR 6 RA KRERDORHAR. F 

ma< my, 线性 方程 组 一 般 有 无 穷 多 个 解 , 在 实际 应 用 中 常 将 它 与 其 他 约束 条 件 一 起 考虑 ， 

构成 一 个 约束 优化 问题 , 它 超出 了 本 书 的 讨论 荡 莽 . 当 产 =z 时 ,这 是 常见 的 线性 方程 

组 求解 问题 , 记 为 

Ax =b, (3.1) 

HPA B—thn Xn ERR RK KYA (coefficient matrix ;x Bn ME KARE; 

Bn HBR EM ERS HOA (right-hand side). HR Bitit P. RNA m=n 

的 情况 ,并 且 假 设 和 矩阵 4 为 实数 年 阵 ,5 为 实数 向 量 ,因此 , 待 求 的 x 也 是 实 向 最 . 

除了 很 多 应 用 问题 可 直接 转化 为 线性 方程 组 求解 问题 外 ,本 书 其 他 章节 的 数值 计算 问 

题 也 常 归结 为 线性 方程 组 的 求解 . 例如 ,第 2 章 讨 论 非 线性 上 方程 组 求解 时 ,算法 2. 6 就 包含 

了 对 线性 方程 组 求解 的 步 又 . 本 章 介绍 线性 方程 组 的 直接 解法 以 及 有 关 的 几 种 矩阵 分 解 方 

法 ,所谓 直 接 解 法 ,就 是 理论 上 经 过 有 限 步 计算 能 得 到 准确 解 的 方法 . 下 一 章 介绍 线性 方 

程 组 的 迭代 解法 . 

3.1 基本 概念 与 问题 的 敏感 性 

线性 方程 组 的 求解 问题 与 和 阵 的 关系 密切 ,无论 是 理论 分 析 , 还 是 实际 的 算法 设计 ,都 

需要 使 用 矩阵 这 一 工具 . 木 节 先 对 线性 代数 中 的 一 些 基 本 概念 和 结果 进行 复习 ,然后 介绍 

向 量 汪 矩阵 的 范 数 , 最 后 讨论 线性 方程 组 求解 问题 的 敏感 性 

3.1.1 线性 代数 中 的 有 关 概 念 

1. 解 的 存在 性 与 唯一 性 

上 下面 先 给 出 最 基本 药 单 位 阵 和 零 向 量 的 定义 ,然后 给 出 线性 无 关 和 线性 相关 的 定义 . 

定义 3.1: (1) 分 量 都 为 0 的 庙 量 称 为 零 向 量 , 记 为 1, 分量 都 为 0 的 矩阵 称 为 党 矩阵 ， 
记 为 必 

(2) 仅 主 对 角 线 上 元 素 均 为 1, 其 他 元 素 均 为 0 的 矩阵 称 为 单位 阵 (identity matrix) , 通 

常 记 为 于 

EM 3.2: RM xr x, CR REARS BENS a sare some R ,使 得 
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ax, 十 azxz te 十 anxrn 一 人 ， (3, 2) 

则 称 向 量 xz ,xz，…，xnw 线性 相关 ,否则 , 若 公式 (3.2) 只 有 当 w =a, =e =a, =0 i Ra 

称 xxa，…xn 线性 无 关 . 

线性 方程 组 4x 一 袁 的 解 的 个 数 与 系数 矩阵 4 是 否 为 奇异 和 矩阵 有 关 , 下 面 的 定理 给 出 了 

判断 矩阵 奇异 性 的 依据 . 

定理 3.1:; 设 德 阵 4ER…, 若 它 满足 下 列 等 价 条 件 之 一 ; 

(1) 存在 逆 短 阵 4 , 即 存在 一 个 矩阵 , 记 为 4 ,满足 44 一 4 4 一 工 

(2) det(A) 40, HP det(A) am A M47 Fd X Cdeterminant). 

(3) A 的 秩 rank(4) 一 扩 4 矩阵 的 秩 为 其 包含 的 线性 无 关 的 行 或 列 的 最 多 个 数 ). 

(4) 对 任意 向 量 z 夭 0， 有 4z 天 0. 

IY a RE A Hy 3 Se FE (nonsingular matrix), BM AA 34M (singular matrix). 

定理 3. 2 说 明了 线性 方程 组 解 的 存在 性 与 唯一 性 . 

EH 3.2: RERACR™, 

(1) 4 A HARASS WA RR Ax=b AE — KR x =A ' 8. 

(2) 若 4 为 奇异 矩阵 , 且 bE span(4), 集 合 span(4) 表 示 4 的 各 个 列 向 量 张 成 的 线性 

空间 , 则 方程 组 4x 三 二 有 无 穷 多 个 解 . 

(3) BFA ARH, A bE span(A), MBA Ax=—b RA HR. 

2， 有 关 矩 阵 的 基本 知识 

下 面 先 给 出 几 种 特殊 类 型 矩阵 的 定义 ,然后 给 出 顺序 主子 式 的 定义 ,并 讨论 对 称 正 定 撼 

阵 的 性 质 . 

23.3: EER A=(a,)CR" WR AH 

(1) *t 48% (diagonal matrix), MR ij R.a, =0. 

(2) 23%} A MB Ctridiagonal matrix), M@B24[%—jl > 1 Be; =0. 

(3) 1.2 Pe Cupper triangle matrix) , M3224 ij Bt .a, =0. 

(4) F 2 ff 4 (lower triangle matrix), We 4 i<cj 时 ,ay 一 0. 

(5) 4h 48 FE Csymmetric matrix), 5 AT=A, A HBA OY HE (transpose). 

(6) s$4k se © 48M ( symmetric positive definite matrix), WH A’ =A, AME RSES 

HxCR’, (RM xAx>0. 

(7) sp4h-% iE © AM Csymmetric positive semidefinite matrix) WR A’ =A, ANB 

qPS HE xO RB", = URRY xTAx 0, 

(8) JE % 46 (orthogonal matrix), M13 A =A’. 

ENB 3 P.A 4AM PR AREA SIR RH (sparse matrix), E14 

qEBzeH AA 3-1 PAR CBR n= 4). AE 3-1 1, ASX "RIESE UE 

BS a He Hh 8 BY eS a tm SHA Wilkinson graph). ABAW. 

tf AS Bh PE (inverse matrix) AT RAR RA RATA, OP SARE we 

阵 .若干 上 (5 下) 三角 和 矩阵 的 乘积 仍 为 上 (下 ) 三 角 抵 阵 ， 另 外 , 常 称 对 角 线 元 素 均 为 1 的 上 

(下 ) 三 角 和 矩阵 为 单位 上 (下 ) 三 角 王 阵 . 
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X x x x x x xX x 

x x x X xX x xX x xX 

x x x xX x x x xX x 

x x x x x x X xX 

《a) 对 角 阵 《b) 三 对 角 阵 (c) 上 三 角 阵 (d) 下 三 角 阵 

图 31 REA RR ae 

SEXLIHHHA 4 PERT RAMESH TRAE. WERE ALE 
WHE A WEIFRER HREM AR URS BR nm EM RSM BARE 
基 向 量 . 

EM 3.4: RRM AK(a,)ER’ NEAR & PMP ET RY 
车 
ay 7" a 

- : . 
A 一 3 “ 中 

aa see ig. 

FF ELF EE AT SR let( A.) (R=1,2.° DRAMA ER, 

ARM 3.4 Bitton 阶 顺序 主子 阵 4, 一 和 4, 而 1 阶 顺 序 主子 阵 就 是 一 个 数 一 au. 

HM 3.5, RR A+ CR” BAER A 实数 或 复数 ) 和 非 零 向 量 *= [zi， 

Za yz ( 实 向 量 或 复 向 量 ), 使 

(一 1 2) 

  

Ax = hx, 

WRK AHA WA 4E 4a (eigenvalue) .x YA MIRADA BOA 42 FE Ceigenvector). 

由 定义 3.5 AHR A 为 特征 方程 

det(al -- A) = 0 (3. 3) 

的 和解 . 由 于 方程 43. 3) 为 了 次 代数 多 项 式 方程 , 定 阵 4 --- 定 有  P RE BREAN 

ma 个 ) ,并 且 特 征 值 吕 能 是 复数 ， 

定理 3.3; ACR 为 对 称 和 矩阵 , 则 
(1) 4 的 特征 值 1:,(i 一 1,2,…，,a) 均 为 实数 ， 

《2) 对 于 4, 存在 实 特征 向 量 9 ,9 9, 为 司空 间 的 一 组 单位 正 交 基 , 即 

aig; = Ped 
1 23 

(3) 可 将 矩阵 4 做 特征 值 分 解 : 

A— @AQ’, 

其 中 必 为 对 角 阵 ,对 角 线 元 素 为 4 的 2 个 特征 值 ,2 为 正 交 阵 , 且 它 的 列 向 量 9 -g2.°> 9, 
Jy APR) re 个 特征 向 量 (排列 顺序 与 A 中 特征 值 的 顺序 相对 应 ). 

定理 3.4: 设 4ER 交 为 对 称 半 正 定 抢 阵 , 则 除了 满足 定理 3. 3 的 结论 外 ,有 特征 什 

j 六 0, (0 一 1,2，… ,zz)， 

定理 3.5: 设 4ER”" 为 对 称 正 定 符 阵 , 巾 除了 满足 定理 3. 3 的 结论 外 ,还 满足 

(1) A HAE RH BA PERE SRE. 

(2) A RPRP EA A; > 0, C2 =1.2.9+, 0). 

(3) i AL CR=1,52. DHA WIESE WA, ERIE RH. Adet(A,)>0. 
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3.1.2 向 量 范 数 与 矩阵 范 数 

三 维 空 疝 中 国有 最 的 长 度 也 称 为 向 攻 的 模 或 范 数 , 将 其 进行 推广 ,我 们 对 -- 般 的 二 维 向 其 

可 以 定 文 范 数 的 概念 . 本 节 介 绍 的 向 其 和 和 失 阵 范 数 的 概念 ,对 于 分 析 线 性 方程 组 求解 问题 

的 误差 是 非常 重要 的 . 

定义 3.6: 记 1 zi 为何 量 xER 的 某 个 实 值 函数 , 若 它 满足 条 侍 : 

(1) 对 WE 本 ,外 xz 兰 0, 当 且 仅 当 x 一 0 时 ,上 xj 一 0 《正定 条 件 ) 

(2) MER, llax | =lal ll xl; 

(3) MVx.yER™. llatyll<|lxiltiyl. 《三 角 不 等 式 ) 

WM || x || ER” ER Fi 4K (vector norm). 

定义 3.6 中 的 三 个 条 件 实际 上 也 是 一 般 线性 空间 中 范 数 定义 的 要 求 . 对 于 基 个 数 域 

发 上 的 线性 空间 3 ,将 条 件 中 的 及 替换 为 人 ,&' 蔡 换 为 $, 条 件 (1) 一 (3) 即 定义 了 线性 空间 

S 上 的 范 数 . 定义 了 范 数 的 线性 空间 被 称 为 贱 范 线性 空间 ， 

对 于 实 向 其 x 一 [zzzrz] 下面 给 出 常用 的 凡 种 范 数 ,它们 都 满足 定义 3.6 的 

条 件 ， 

(2) 2- 范 数 : | x1|1: 一 S | x; I?) 二 一 (xtx)t, 

(3) «- HR: |x|]. = max |e |, 

1-HERMw KASS MEH; 2- - 范 数 也 称 为 欧 氏 范 数 ,是 欧 几 里 得 几何 空间 中 向 量 长 度 

的 直接 推广 ,应 党 指出 ,对 某 个 数 域 上 的 线性 空间 还 可 以 定义 骨 积 (inner produet7 的 概念 ， 

x* 和 ?的 内 积 记 为 4x, 罗 、 内 积 为 堆 , 则 说 两 个 向 量 正 交 . 在 实 向 量 空间 中 ,内 积 的 计算 公 

式 为 

(x,y) — dyn == xTy, 

而 在 更 一 般 的 复 向 量 空 间 中 ， 内 积 的 计算 公式 为 

《ryy) =- Sas = x'y, 

REA AO eM — RR, |x lH Wx) RA AREKS 无论 上 述 哪 种 情况 ， 

内 积 范 数 都 与 2- 范 数 相 问 . 

上 面 给 册 的 二 种 向 量 范 数 都 属于 一 大 类 范 数 , 称 为 户 范 数 . 

定义 3.7; 对 于 实 向 量 一 [xi yn 的 机 " eH p- MEH 

lel,=(Q}}al)?, pei. 

可 以 证 明 六 范 数 符合 范 数 的 定义 3.6, 并 且 1 范 数 .2- 范 数 和 co_ 范 数 是 p- 范 数 的 三 种 
特殊 情况 人 分别 对 应 于 问 一 1，z 一 2，zp 一 cc)， 

外 ”关于 内 积 的 一 般 定 义 ,请 参考 线性 代数 有 闫 的 飞 籍 ,在 本 书 的 第 6 章 也 会 涉及 、 
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例 3.1( 三 种 吝 量 范 数 ;: 分 别针 对 二 维 向 星 的 1- 范 数 .2- 范 数 和 cs- 范 数 度量 ,在 二 维 

坐标 系 中 绘 出 单位 长 度 向 量 的 端点 集合 ( 即 * 单 位 殴 "). 并 计算 向 量 x=[ 一 1.6,1.2j 的 这 
三 种 范 数 . 

  

  

        

oem | 【 解 〗 不 同 范 数 定义 下 二 维 空间 单位 “ 圆 ”的 图 形 如 
a NX FA 3-2 BRA. © SA BOW Ux | 2.8, Ie i= 2, 

UV ANNA __ lelerne. 
as 和 感 兴趣 的 读者 可 以 思考 ,按照 这 三 种 范 数 ,三 维 坐标 
X MA 系 中 的 “单位 球 " 分 别 是 什么 图 形 ? 

加 | 下 面 给 出 与 向 量 范 数 有 关 的 几 个 定义 和 定理 

图 3. 2 依据 三 种 范 数 ,得 到 的 二 维 定义 3 3 AUR AR ROM MPA a” CRE 
空间 “单位 加 "的 图 形 KP 一 [zi ore, Pz? = Later al]. aOR 

tim P=al .G=1,2,0+ 0), WRAP x + i et 

x" * 记 为 limx =x". 

定 还 3.6: R 上 的 任 一 种 向 量 范 数 | x 站 都 是 关于 工分 量 rtyzz，…xzu 的 连续 函数 . 

定 玩 3.7: 设 外 x| ,和 xi, 为 R 上 的 任意 两 种 向 量 范 数 , 冒 存在 常数 ccs 盖 0, 使 得 

对 一 切 x6E 司 有 

allxl.< |lxll.ce |lxl.. 

定理 3, 8 : lima? =x* 的 充分 必要 条 件 是 ,lim | xz” = 天 0, 其 中 算 符 外。 半天 示 

任 一 种 向 量 范 数 ， 

定义 3.8 给 出 了 向 量 序列 收 敏 的 定义 , 即 一 个 向 量 序列 收 伍 等 价 于 它 药 各 分 量 形成 的 

序列 都 收 和 伍 ， 定 理 3.6 指出 任意 向 量 范 数 是 关于 向 量 分 量 的 连续 函数 . 定理 3.7 指出 有 限 

维 向 量 空 间 中 本 同 范 数 的 等 价 性 ,根据 它 可 得 到 一 个 推论 : 若 在 某 种 范 数 意义 下 向 量 序列 

的 范 数 收 敏 到 0, 则 该 向 量 序列 的 任 一 种 范 数 都 和 收 伍 到 0. 定理 3. 8 指出 向 基 序 列 的 收敛 等 

价 于 向 其 与 极限 问 基 之 差 的 范 数 收 敏 到 0,， 关于 这 三 个 定理 的 证 册 , 感 兴趣 的 读者 叮 参考 文 

献 [8]. 

关于 问 量 范 数 ,再 补充 说 明 两 点 : 

《1l) 在 作 一 些 理论 分 析 时 ,可 利用 不 岂 范 数 的 等 价 性 ,将 按 某 一 种 范 数 得 出 的 结论 推广 

到 所 有 范 数 和 情 况 下 都 成 立 . 

(2) 除了 常用 的 姑 范 数 ,还 可 以 定义 其 他 形式 的 向 最 范 数 , 例 如 xs=wxz4x ,其 中 

4 为 对 称 正定 矩阵 ,也 是 -种 向 证 范 数 . 

所 有 的 第 阵 4 各 及" ,对 于 和 矩阵 加 法 .矩阵 与 实数 乘法 运算 ,也 构成 一 个 线性 空间 , 岗 此 

也 可 以 在 此 空间 中 定义 惩 阵 范 数 . 与 一 般 的 线性 空间 不 同 ,R"" 空 间 还 包括 一 个 自我 封闭 
的 “和 矩阵 乘 ” 运 算 ,因此 有 关 的 范 数 定义 中 一 般 也 增加 对 矩阵 乘 运 竺 的 要 求 . 

定义 3.9: 记 】 4| 为 给 阵 4ER"x" 的 某 个 实 值 函 数 , 若 它 满足 条 件 

人 1) 对 赂 ER | 41 闻 0, 当 且 仅 当 4= 吕 时 ,14|1=0 《正定 条 件 ) 

(2) HVeER, || eA | =lel |All 

(3) 3 V4, BER, || A+B SIAL + 1 BI; (三 角 不 等 式 ) 

(4》 1 481 扫 1 4 人 1， 
9 人 4。



  

WW || A || SER" 1b Ay 8 fe & (matrix norm). 

在 定义 3.9 中 ,条 件 (4) 是 对 抢 阵 乘 运算 的 要 求 ， 

与 向 最 范 数 -- 样 ,满足 定义 3.9 的 矩阵 范 数 并 不 是 唯 -的 . 由 于 常常 需要 进行 矩阵 与 

向 景 相 当 的 运算 ,还 应 将 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 联 系 起 来 ， 在 定义 3.9 的 基础 上 ,实际 使 用 的 

矩阵 范 数 往往 还 满足 如 下 相 容 性 条 件 : 

MVAGCR’’ xO RRA 

| Ax I| < J Al xl. (3, 4) 

FH SRA FIER BRAS HR REMEMBER 

阵 范 数 ， 

定义 3.10: 设 xER" ,4ER” ,对 某 种 给 定 的 向 量 范 数 ‖ x | ,矩阵 的 算 子 范 数 为 

|| Ax [I . 
|All. = max “TP 

RARRTRESAR | -PAEPKR. ACES x 

ia x REM SAB Ax. At. WE 3.104 

出 ,矩阵 的 算 子 范 数 就 是 这 个 线性 变换 对 向 量 * 的 最 大 “ 拉 

长 ”倍数 (可 能 小 于 1). 在 图 3-3 中 , 绘 出 了 二 维 向 量 空间 中 

所有 长 度 为 1 的 向 量 的 端点 轨迹 (采用 2- 范 数 ), 即 单位 图 , 则 

经 过 某 个 矩阵 4 的 作用 ,变换 后 向 量 端点 的 轨迹 为 枉 贺 ,其 长 

轴 的 一 半 长 度 就 是 矩阵 4 的 竺 子 范 数 ,个 面 通过 一 个 定理 严 

格 地 说 明和 挎 阵 的 算 子 范 数 是 满足 相 容 性 条 件 的 矩阵 范 数 . 

定理 3.9: 定义 3. 10 的 算 子 范 数 是 满足 定义 3.9 以 及 相 

容 性 条 件 (3, 4? 的 矩阵 范 数 . 

{| Ax || 

(1) eGR. 

(a) || All| 20.4 B{24 A-O8f, || All =0; 

(b> |leA | =lal JAll eER; 

(c) | A+B|| <All +] Bll s 

(d) || AB <|/ All | Bl. 

(2) SMRBMA MAH. 

Ce) |] Axl] <All ll x fl 

命题 (a) (b) .(c) 的 证 明 很 简单 ,这 里 酷 去 . 下 面 证 明 (d)7 和 (e)、 先 证 明 命题 (e) : 

  

  
疼 3-3 SPER THR RAR 

性 变换 4x 对 向 量 的 

BK EKER 

  

    

  

JA] =maxl4el 5 Hari ya) < ad del. 
xe «WL x | i xl 

再 利用 (e) 的 结论 证 明 (d)， 

Hf VeAO, || ABe | = | ACB) | <A | Be <A || BH ll x | max LABa 

maxtAl Bidet ay poh AB <All Bi. na lx 
€t et =H FAB RR, TL RR RK. 
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定理 3. 10: 对 应 于 向 量 的 1 . 范 数 .2 范 数 和 co - 范 数 ,和 插 阵 4 一 (ap ER "RRS RR 

Stil a 

GD 1- 范 数 ,1 4 人 — max 33 Lay |. 
(2) 2- 范 数 : 141 := vs(4T4)， 其 中 履 os(*) 表示 取 抢 阵 最 大 特征 值 的 函数 ， 

(3) co- 7H; | Ao = max >" la, i. 

CiERS) SiRE RY 1- RAM ~MOo-BRHAARA ABS M 3.10 VETS. KBE 

留 给 读者 去 思考 . 下 面 对 2- 范 数 的 公式 进行 证 明 . 

OER eGR" xA TA =(Ax) Ax = || Ax | 3520, 2(ATA)T=ATA, BRELSEIE ATA 

Dy vot PRE TE SE RE. AR HE 3.3.3.4, A7A 的 特征 值 为 非 负 实 数 , 设 它们 为 

A, Bag ee BA, BO, 

$5 2S WE PEE qe qe eg, FR — A YE HK -- SES x RM AKAK 

的 线性 组 合 : 

+= Sea 
ped 

其 中 CR 为 组 合 系数 , 则 
n T 了 全 a 了 n — 

HAx NZ x™(ATAx) _ (Qy64) A A Qed _ (yea) yeaa. 
  

| x13 x'x a : n > 
° (dleai)’ Dea (Yea) Dew 

> (ci) 
= 二 -一 -过 

> 

并 且 , 当 xx 一 和 时 ,4x1s zl 因此 ,根据 定义 3.10, 有 

IL || Ax || 2 {| Ax |} 
PAW = max sf ™X Ty 

= Ja, = Vana (ATA), 

应 当 说 明 的 是 , 抑 阵 2- 范 数 的 计算 涉及 特征 值 , 比 其 他 阿 种 

范 数 要 复杂 得 多 . 卸 阵 的 1- 范 数 和 ce- 范 数 计 算 比 较 简便 ,应 熟 

图 3-4 JER sew |= SE. 图 3-4 是 一 个 矩阵 的 丰 意图 ,可 帮助 记忆 1- 范 数 和 co- 

co- 范 数 计算 公 ” 范 数 的 公式 , 据 此 也 称 1- 范 数 为 列 范 数 .e- 范 数 为 行 范 数 ,在 不 

式 中 涉及 的 元 索 ”加 特殊 说 明 的 情况 下 ,后 面 讨 论 的 矩阵 范 数 均 为 算 子 范 数 . 

3.1.3 问题 的 敏感 性 与 矩阵 条 件数 

有 了 向 量 范 数 .矩阵 范 数 的 概念 ,下 面 分 析 线 性 方程 组 求解 问题 的 敏感 性 和 条 件数 , 研 

究 初始 数据 误差 对 解 的 影响 . 先 考 虑 方程 (3. 1) 的 右 映 项 发 生 扰 动 上 的 铺 况 ,相应 的 解 变 

Ay xtaAx, Aj 

        

* 66 °¢



 

A(x+ Ax) = b+ AB, 

可 推导 出 如 下 两 个 不 等 式 ， 

AAAxX = &b= Ax = A? Ab=> || Ax)| < |All Ab， 

Ax = b> |b] <= |All |x|. 

AB HE ey A RAE M19, 得 

  

cond= J4ei/ixh _ bart doll JA‘ abl ial bel 
Tabl/ol — | ael ix = Taek xii 

= al jar. (3,5) 
条 件数 cond 反 喘 了 问题 对 数据 相对 误差 的 改 大 倍数 , 它 随 具体 问题 和 数据 而 变 , 但 公 

式 (3.5) 说 明了 条 件数 的 一 个 上 限 ,而 且 这 个 上 限 #41 114- 站 太 俯 未 于 方程 的 系数 矩阵 ， 

下 面 把 它 定义 为 矩阵 的 条 件数 ， 

定 尽 3,.11: 设 4 为 非 奇 异 矩 阵 , 称 cond(4) .= 一 | 41 .1 4- 1。 为 矩阵 的 条 件数 ,其 中 
下 标 用 于 标识 某 种 矩阵 的 算 子 范 数 ， 

除了 方程 (3. 1) 的 右 端 项 发 生 抗 动 的 情况 ,下面 再 考虑 系数 失 阵 发 生 扰 动 的 情况 , 设 扰 

BRA AA, CR x BH F—x+ Ax, 即 

  

(A+ AA)E = B, 

忽 赂 一 些 推导 ,我 们 直接 给 出 如 下 不 等 式 : 

I} Ax Il ay [AAll “Tel < |All } At Tal” (3. 6) 

公式 (3. 6) 不 等 号 左边 的 上 4Az 由 是 解 的 相对 误差 的 近似 值 ,因此 有 如 下 的 近似 关系 : [al 
eed etal < yal Wath. GD 

AK. 7) BY TE BE EE TI FC Be ME De OO FR PY te 

40h Fy FEE BY RAF HK. 

综 上 分 析 ,系数 矩阵 的 条 件数 对 线性 方程 组 求解 问题 的 敏感 性 影响 很 大 , 它 一 般 是 线性 

方程 组 求解 问题 的 条 件数 的 上 限 ,因此 了 解 系数 矩 跨 条 件数 的 大 小 是 非常 重要 的 ， 如 果 系 

数 矩 阵 条 件数 很 大 ,我 们 称 之 为 病态 矩阵 (il-conditioned matrix), 对 应 的 线性 方程 组 求解 
[a] OR AS) I RA RRR RRR), RRS AR A HM (well 
conditioned matrix) AWA A BAR BAKA. 

例 3.2( 病 态 和 矩阵 ) : RAR A Ax—b, 

|， ao t= Ch 

| 的 情况 ,通过 问题 的 条 件数 和 矩阵 条 件数 研究 问题 的 

cond ay 

, ye 

考虑 右 端 项 扰动 A2 一 K 0001 

敏感 性 . 

Zy 2 

Ce) orem x=! |=[" | anwar 
eZ, 一 

Ly 3.0001 ][3" ce. coor 1 1. 0001JILy, L2. 0001.1" 
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一 1 其 解 为 ?一 | ”| | 1 |， 右 映 项 扰动 造成 解 的 误差 ex 一》 一 x 一 | “1 | 则 储 co- 范 数 意义 

1axlzlxzl 12 | 
F vcond= rap FT] bP 0000172 ~ 10 000 i 

cond(A)..= || All. [fav | = = 2.0001 x 10" x [ 1. 0001 Ty ooo 
一 1.0000 1, 0000 

= 2.0001 X 10% X 2. 0001 = 40 000. 

这 说 明 这 个 线性 方程 组 求解 癌 题 很 敏感 ,也 验证 了 矩阵 条 件数 为 问题 条 件数 的 上 限 . 

例 3.3( 良 态 矩 阵 ) : 求解 方程 hx 一 bb， 

[ IZI- Gh 
考虑 右 端 项 扰动 Ab 一 K woo 1 8 LN 

fH. 
Zz 【 解 】 原 方程 解 x= 
Xe 

] -| | ,扰动 后 方 帮 为 

|， PP]- [ oo 

其 解 为 ?一 | ”= | ooo 05 | 右 端 项 扰动 适 成 解 的 误差 ax~y 一 zx = [OT 
ye 1, 000 05 0. 000 051" 

co- 范 数 意义 下 ,问题 和 和 矩阵 和 的 条 件数 分 别 为 
LAxj ylxzl _ 0.00005 

cond 一 -AoE 一 5.00012 一 

cond(Adan = || Alle [AT Is -2x| oe OST ae, 
~O.5 05   

  

3X 8 A see Pa) A AS A SH I PE BS 

Bi 3. SCE RAG ERED: Fe RAG Hilbert) GH H, WE RMF : 

  

    

i i 1 

1 fF 7 
Ji 1 _1 

H,=/2 3 2 十 1 |， 
1 。 . 

| ， 1 1 

ln n+l 2n—1 

试 按 co- 范 数 计算 HW, AH, 的 条 件数 . 

1 i 

3 9 一 36 30 

+ > 是 一 | 192 -| 

i 
5 

【 解 节 H, = 

30 — 180 180 

f
o
 

ca
} 

ne
 

c
o
l
e
 

i 
2 

i 
3 
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则 上班; | 一品， {| Hy? || . ~408. PR LA cond( H;).. = 748, 

; iad 
3 4 

14444 16 —120 240 —140 
2 38 4 5 _ —120 1200 — 2700 1680 

H, = ’ Hy’ = ’ 

fd do aa 240 —2700 6480 — 4200 
3 4 5 6 l-140 1680 一 4200 2800 
id i 11 
4 5 6 7 

We |) HE A w= 2, | Hi? || «33 620, BFL cond GH, ).. =28 375. 

SRE AF A» BEA BRA 3 REC B 4 A AE PE RPK TL. 事实 

上 ,和希 尔 伯 特 矩阵 焉 , 是 一 种 著名 的 病态 矩阵 ,和 阶 数 上 越 大 ,其 病态 性 越 严 重 ， 

上 面 的 分 析 和 例子 说 明 , 抢 阵 的 条 件数 是 判断 线性 方 穆 组 求解 问题 敏感 性 的 重要 指标 ， 

是 数据 传递 误差 放大 倍数 的 上 限 . 下 面 给 出 有 关 抑 阵 条 件数 的 一 些 重 要 性 质 . 

定理 3. 11: 在 矩阵 的 算 子 范 数 意义 下 ,矩阵 4 的 条 件数 满足 

  

  

cond(A) = max ae min || Ax || . (3, 8) 
reo |] x || ro || x]| 

CER] 首先 推导 和 抢 阵 算 子 范 数 意义 下 4 的 公式 

“yo JATty || xl] _ 1 
PACT = eT aA Tae Laer (3.9 

xed xX |. 

ESSE SOB yHAx MER. BRR RARE LE RCS. 8). 

公式 (3.9) 说 明 ,4 的 算 子 范 数 为 矩阵 4 对 应 的 线性 变换 对 向 量 的 最 小 “ 拉 长 ”倍数 的 

倒数 ,或 者 说 是 最 大 “压缩 "倍数 .根据 定理 3. il 我 们 可 对 矩阵 条 件数 做 出 一 个 形象 的 解 

释 , 它 反映 了 线性 变换 作用 于 ” 维 空间 的 “单位 球 ” 后 得 到 图 形 的 扭曲 程度 . 

可 以 将 系数 盾 阵 为 奇异 矩阵 的 情形 看 把 是 最 病态 的 线性 方程 组 ,因此 规定 奇 民 和 矩阵 的 

条 件数 为 无 穷 大 . 矩阵 条 件数 越 大 说 盟 抢 阵 越 接近 奇异 ,其 数值 反映 和 矩阵 的 近 奇 异 程度 岂 . 

与 之 对 比 ,敌阵 的 行列 式 不 能 反 机 矩阵 接近 奇异 的 程度 . 

下 将 给 出 矩阵 条 件数 的 斤 条 重要 性 质 . 

定理 3. 12: 和 阵 的 条 件数 满足 如 下 性 质 : 

(lL) RA AEMAER ARE, 

cond(A) 1, 

cond(A ') = cond(A), 

cond(cA) = cond{A), We 40. 

(2) i D AER HR HY 

cond) 8% 14a ,其 中 doGi 一 1 sa 为 也 的 对 角 线 元 素 ,特别 地 ,cond( 站 一 1   

中 ”在 实际 合 题 中 很 少 会 通 到 真正 的 奇异 煽 阵 ( 册 于 误差 ), 但 会 出 现 近 奇异 类 阵 . 
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(3) 车 采用 2- 范 数 , 则 

cond (Ad: = fae card ,其 中 lue(。) na(，) 分 别 为 求 惩 阵 最 大 ,最 小 特征 值 的 
函数 . 

(4) & QO AL BIER. Ml 

cond(@), = 1, 

cond(@A), = cond(AQG), = cond(A),. 

定理 3.12 中 (1) 的 各 条 结论 是 显然 的 ,例如 从 公式 (3. 8) 叮 得 出 cond(4) 之 1 的 结论 . 

定理 3. 12 的 其 他 内 容 也 可 根据 第 阵 算 子 范 数 的 定义 和 特殊 矩阵 的 性 质 加 以 证 明 , 留 给 感 兴 

趣 的 读者 思考 . 

3.2 高 斯 消去 法 

高 斯 消去 法 (Gauss etiimination method 是 求解 线性 方程 组 的 基本 方法 ,各 种 直接 解法 

基本 上 都 是 高 斯 消去 法 的 变形 ,或 者 针对 特殊 和 抢 阵 的 改进 . 本 节 介 绍 一 般 的 高 斯 消去 法 和 

高 斯 -车 雪 消 去 法 ， 另 外 ,在 本 章 的 后 续 讨 论 中 ;, 若 没有 特殊 说 明 都 银 设 系数 抢 阵 非 奇 异 . 

3.2.1 基本 的 高 斯 消去 法 

先 通过 一 个 例子 简要 说 明 高 斯 消去 法 求解 线性 方程 组 的 过 程 . 

例 3.5( 高 斯 消去 法 求解 线性 方程 组 ): 求解 线性 方程 组 
10x,;— 7.x, =7 

|- 8ai+ 22.+ 624;=4 

5Z1:— 22+ 523=6 

[MR] 采用 高 斯 消去 法 ,求解 过 程 分 为 消去 和 回 代 求 解 两 个 步 又 . 下 面 写 出 线性 方程 

组 对 应 的 增 广 矩阵 (包含 系数 矩阵 和 右 端 项 ) ,根据 它 说 明 消 去 过 程 ， 
10 —7 0:7 

—3 2 6:4 
5 —1 5:6 

SAA a I ST ER RRR REALE. ARE 
PRUE : 

将 第 -一 个 方程 中 的 所 有 系数 及 右 端 项 系数 光 除 以 10( 归 一 化 操作 ) ,得 

1 —0.7 9:9, | 

    

—3 2 6:4 
5 一 1 5:6 

然后 将 第 二 个 方程 加 上 第 一 个 方程 的 3 倍 , 第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 5 倍 , 得 
1 “oe ey 

  

0 —0.1 636.1 
0 25 5:25 

将 第 二 个 方程 中 的 所 有 系数 及 右 端 项 系数 均 除 以 一 0.1 ,得 
. 70 ° 

 



 

1 一 0.7 0: 0.7 
° 1 —60 «| 
0 2.5 5 i: 25 

然后 将 第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 的 2.5 倍 , 得 

1 一 0.7 0: 07 
F 1 —60 <a | 
0 0 155 | 155 

它 对 应 于 与 原 方程 组 等 价 的 上 三 角 型 方程 组 

并 Fx =0,7 

t2— 60z,;=— 61 

| 1552,= 155 

EAT TS TE. BCR. 先 从 第 三 个 方程 解 出 zs 一 1, 将 它 代 人 第 二 个 方程 解 出 

一 般 地 ,高 斯 消去 过 程 对 增 广 矩 阵 执行 丙种 初等 行 变换 : 

(ad RF FLA SE HS HK cB TEER). 

Cb) HER — TRAE S BRK c 后 加 到 另 一 行 (倍加 变换 ). 

回 代 过 程 先 根据 上 三 角 型 方程 组 的 最 后 一 个 方程 解 出 z, 然 后 将 解 依 次 代 人 上 一 个 方 
程 , 按 xz ,zw zl 的 顺序 解 册 所 有 的 未 知 量 . 下 面 给 出 消去 过 程 的 算法 横 述 ， 

算法 3.1: 求解 线性 方程 组 的 高 斯 消去 过 程 

输入 : A, n, b; ttl: A,b. 

For j=1, 2,¢", m1 

Tf a.—0 then jt ; 

For i=kt+1, k+2,...,n 

Cl = Gy Sent (HAAR F 

For j=xkt+1, k+2, "", 

Qi, = Arpt Cay? { 更 新 矩阵 元 素 } 

End 

by: =D; + coh 7 { 更 新 右 端 项 ) 

End 

End 

关于 算法 3. 1 ,说 明 丙 点 : 

《1) 这 旦 省 略 了 归 一 从 操作 ,变量 记录 了 当前 行 应 以 的 倍数 ,通过 行 倍 加 变换 将 系 

数 矩 阵 对 角 线 以 下 部 分 变 为 0. 

(2) 采用 了 ”* 原 地 工作 ”的 存储 方式 , 即 变 换 后 的 符 阵 元 素 覆 盖 原 来 的 值 ， 最 终 ,变换 后 

得 到 的 上 三 角 和 矩阵 存储 在 原始 矩阵 4 的 上 三 角 部 分 ,而 对 角 线 以 下 部 分 的 值 没有 意义 . 

算法 3.2 给 出 了 加 代 过 程 的 算法 猜 述 , 它 求解 上 三 角 型 方程 组 Ux 一 少 

算法 3.2; 求解 上 三 角 型 方程 组 的 回 代 过 程 

mA: U, n,b; 输出 : x, 
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For i=n, n-1, °°, 1 

I2 ai=0 than 停止 ; 

X,: =bi; 

For j=n, n-1,*, itl 

Kp = Xe~ Uy Xs 

End 

Xi 一 Xi AD 7 

End 

在 求解 … 般 的 线性 方程 组 时 ,算法 3. 2 中 的 上 三 角 和 矩阵 也 就 是 算法 3.1 执行 后 的 结 

果 . 算法 3.2 是 计算 公式 

玉 一 wz 
éb j=eH 一 ZX; eet ，1 一 mm 一 1, 1 
um ue 

HAE, CMBR U 的 元 素 按 一 行 一 行 的 顺序 谈 取 ,并 且 算 法 的 执行 不 会 更 改 窍 阵 也 . 

需要 注意 的 是 ,算法 3. 1 要 求 当 前 消去 步 的 矩阵 对 角 元 ae 忠 关 0,( 一 1,2，…,2 一 1), 这 
BAR ORE SRR AM MATAR. WA 3.2 BREE UMMA AAS 
(这 是 和 矩阵 U 非 奇异 的 机 求 ). 高 斯 消去 过 程 中 的 元 素 x 中 被 称 为 主 元 (pivot). 关于 主 元 为 0 

情况 的 处 理 ,我 们 将 在 第 3. 4 节 讨 论 ， 

下 面 对 高 斯 消去 法 的 复杂 度 进行 分 析 , 先 分 析 时 间 复 杂 度 , 即 统计 算法 中 浮 点 数 匀 除 法 
和 加 减法 的 运算 次 数 . 先 看 算法 3. 1, 最 外 层 循环 的 第 上 HR nk RRR nba 

类 才 1) 次 乘法 ,内 此 乘法 .除法 的 总 次 数 如 下 . 

除法 : Ca 一 D 十 (一 2 Fre 十 1 一 下 2 也 次 ; 

Ly = 

Ca Dx, 

FOR UB Sn? tnt — em, BS RE EL ACF BARK 

HE. n(n—1)+n—-1 ln - 2d +2 XK LS 

OH, BL BRAT] ARR ae ak BARR A EOE 8 oR 8, 1 可 以 看 

出 , 浮 点 数 加 减法 的 总 次 数 与 乘法 次 数 一 样 多 ,大 约 为 二 me， 

考虑 算法 3. 2, 滋 除法 的 次 数 为 1 十 2? 十 … 十 mn 一 立正 十 于 i 加 减法 次 数 为 0 十 1 十 … 十 

nz 一 1 一 也 彤 一 于 ! 如 果 忽 略 低 次 项 , 回 代 过 程 中 浮 点 数 乘除 法 的 计算 次 数 约 为 于 司 , 浮 点 数 
加 减法 的 次 数 也 与 它 差 不 多 . 

综 上 分 析 ,用 高 斯 消去 法 求解 一 个 二 阶 线性 方程 组 (依次 执行 算法 3. 1 和 算法 3. 2? 大 

约 需要 做 产 /3 次 浮 点 数 乘除 靶 , 以 及 壬 /3 次 浮 点 数 加 减法 ， 至 于 空间 复杂 度 , 上 述 算法 都 
采用 原 地 工作 方式 ,除了 原始 输 人 数据 和 结果 几乎 不 需要 额外 的 存储 空间 . 

3.2.2” 高 斯 -车 当 消 去 法 

前 面 讨 论 的 高 斯 消去 过 程 只 将 系数 定 阵 对 角 线 下 方 的 元 素 消 为 0, 对 此 过 程 做 一 点 收 
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改 , 可 以 将 对 角 线 下 方 和 上 方 的 元 素 都 消去 . 这 样 ,系数 矩阵 就 被 变换 为 对 角 阵 (甚至 单位 

阵 )， 这 种 方法 称 为 高 斯 -车 当 (Gauss-JordarD 消去 法 . 下 面 以 例 3. 5 中 的 方程 加 以 说 明 . 

例 3.6( 高 斯 -车 当 消 去 法 求解 线性 方程 组 ): 求解 线性 方 释 组 
10x;— 7x, =7 

|- Sait 2x,+ 6234 

55 一 X,+ 52,26 

[4] 将 此 线 手 方程 组 写成 增 广 矩阵 的 形式 

710 一 ? 0:? 
-: 2 6 4 

5 一 1 5:6 

高 斯 - 若 当 消去 法 的 求解 过 程 就 是 对 增 广 矩阵 做 初等 行 变 换 , 消去 对 角 线 下 方 和 上 方 

的 元 素 . 具体 步 豫 邵 下. 

将 第 二 个 方程 如 上 第 一 个 方程 的 0.3 倍 :第 三 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 0.5 LB 

10 —7 037 
| 0 一 0.1 6:61 

0 2.5 5:2.5 

将 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 的 70 们 ,第 :个 方程 如 上 第 二 个 方程 的 25 倍 , 得 

  

10 0 一 4203 一 420 
0 一 0.1 6 6. | 
o 0 195 : 155 

  

然后 ,将 一 个 方程 加 上 第 一 个 方程 的 4207155 倍 ,第 二 个 方程 减 去 第 二 个 方程 的 67/155 

倍 , 得 

10 0 0 0 

0-01 0: 0， | 
0 0 155: 155 1】 

  

此 时 系数 矩阵 变换 为 对 角 阵 ,每 个 方程 可 独立 地 解 出 一 个 未 知 最 ,得 到 z = 0,2, = 

一 ,za 一 了 , 

对 - 般 的 情况 ,下 面 给 出 高 斯 - 若 当 消去 法 的 算法 描述 ， 

算法 3.3: 求解 线性 方程 组 的 高 斯 - 若 当 消去 法 

RMA: A, 2, bs BH: x. 

For k=1, 2,°%, 门 

IE ax=0 then 停 止 ; 

For i=l, 2,.+, nH i#k 

CT= Aix / Ara F 

For j=k-1, k+2, "", n 

a 

End 

Di 2=b;- cb? 

apt sj 7 COg Fe 
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End 

End 

For i=1, 2,°, 7 

Ki t= b; Jai? 

End   

O 
与 算法 3. 1 -- 样 ,算法 3. 3 也 要 求 主 元 不 等 于 0， 如 图 3-5 

所 示 , 高 斯 - 若 当 消去 法 将 系数 矩阵 第 & 行 的 灰色 部 分 乘 以 售 0 | 
数 后 加 到 其 他 各 行 ,使 阴影 区 域 对 应 的 矩阵 元 素 得 以 更 新 ,最 
终 执 行 4 一 ”对 应 的 消去 操作 后 ,矩阵 变 为 对 角 降 - 

下 面 分 析 高 斯 - 若 当 消 去 法 的 算法 复杂 度 .讨论 时 间 复杂 图 3.5 高 斯- 苦 当 消去 法 对 系 
度 时 一 般 都 忽略 低 次 项 ,因此 仅 锅 考虑 算法 3. 3 中 一 内 层 For Ee mae RED 
循环 中 执行 的 运算 次 数 ,乘法 次 数 为 ， 

(n— 1) (a- 1 + ln — 10 (2 — 2) be + ln — 2) K1 

= n= AD ds, 

  

Pm i 8 Bs 29 GS Rk & 
50%%. 在 空间 复杂 度 方面 ,由 于 采用 原 地 工作 方式 ,几乎 不 需要 上 额外 的 存储 空间 ,但 它 也 作 

BT EH ARH. 

上 面 分 析 表 明 ,高 斯 - 若 当 消去 法 并 不 比 标准 的 高 斯 消去 法 具有 优势 ,一 般 不 用 它 求 解 

线性 方程 组 . 但 由 于 高 斯 - 若 当 消去 法 的 消去 过 程 中 工作 量 分 布 均匀 , 解 的 所 有 分 量 可 以 同 

步 算出 ,因此 可 以 在 -一 些 并 行 算法 中 使 用 . 

高 斯 - 若 当 消去 法 的 一 个 主要 用 途 是 计算 矩阵 的 道 . 在 高 斯 - 若 当 消 去 过 程 的 基础 上 ， 

对 各 甜 阵 行 执行 归 一 化 操作 可 将 其 化 为 单位 阵 、 将 矩阵 4 变 为 单位 阵 的 一 奈 列 初等 行 变 的 

对 应 于 初等 变换 矩阵 杞 , , 吾 : ,… , 殖 。 Ul) 
E,-"E,E,A = 1 

=>E, °° E,E, = A? 

>A? = B,--E, Ey 1. (3, 10) 

ARC 3. 10) 38 8A, A RE TA ik He RCE Fe A BR A 一. 因 
it. 2) a0 FERIA. 

WK 3.4. SBRRMAK 

tA: A, ns Ht: BL 

B:=I; 

For k=1, 2, ***, pn 

T£ ay=0 then fF Ik ; 

Wor jak+ 1,k+ 2,0, n 

Any : 一 akjAakk { 对 当前 行 归 一 化 } 

End 

For j=l, 2,7, k 
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Daz t= Dey Saari 

End 

For i=1, 2,.., 0B ifik 

For j=xkt+t1, 大 + QZ， 2 

Gye = Giz7 AinAaye 

End 

For j=1, 2,...,xk 

Byy 2 Day — Ben Dyy 7 

End 

End 

End 

在 算法 3. 4 中 ,矩阵 中 的 初始 值 为 单位 阵 , 算 法 执行 

结束 后 它 变 成 了 4“'. 在 算法 最 外 层 循 环 的 第 上 步 ,初等 

ERT 阵 号 的 操作 如 图 3-6 所 示 , 其 中 灰色 区 域 和 阴影 

区 域 为 要 更 改 的 拒 阵 元 素 ， 对 算法 3. 4 分 析 计 算 复 杂 度 

(结合 图 3-6) ,可 知 求 答 阵 的 逆 大 约 需要 着 次 乘除 法 和 差 
不 多 的 加 减法 . 与 前 面 几 个 算法 一 样 ,这 个 求 道 算法 采用 图 3-6 矩阵 求 送 过 程 中 ,对 结果 

原 她 工作 方式 ,修改 了 矩阵 4( 虽 然 道 矩阵 存储 于 妃 中 ). 矩阵 的 操作 示意 图 

例 3.7( 和 矩阵 求 送 ): 求 矩 阵 

10 一 ?7 0 
A= -: 2 ; 

5 —1 5 

Ff) ae 

CM) @ARK3.4 HHH. NT RADE eR AL 

Flo —7 0:1 0 0 
3 2 6:0 1 0 

5 -1 5:0 0 1 

执行 一 系列 初等 行 变换 ,使 得 矩阵 4 变换 为 单位 阵 . 具体 步 又 如 下 ， 

首先 ,对 第 一 行 执行 归 一 化 ,得 

1 —0.7 0:0.1 0 0 
-3 2 6:0 10 

$ -1 $30 01 

将 第 二 行 加 上 第 一 行 的 3 税 , 第 三 行 减 去 第 一 行 的 5 倍 , 得 

1 一 0.7 0: O10 0 
: —01 6! 03 1 | 

0 25 5'-05 01 

然后 ,对 第 二 行 执行 归 一 化 ,得 
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1 一 0.7 0 61 0 0 
; 1 —60 —-3 —10 | 

0 2.5 5 一 0.5 0 1 

将 第 一 行 类 上 第 二 行 的 0.7 人 悦 , 第 三 行 减 去 第 二 行 的 2.5 人 悦 , 得 

10 ~42;-2 一 7 0] 

1 一 60 :一 3 一 10 | 
0 6 155; 7 2 1 

然后 ,对 第 三 行 执 行 归 一 化 ,得 

  

1 0 一 42 1 一 2 一 ? 0 

0 1 -60,-3 — 10 0 
0 0 1; 0.0452 0.1613 0.0065 

8S — Fim LASAN 42%. AKAM LA HTH 60 FE 
1 0 0!—0,1032 —0.2258 0.2710 

。 1 0 ;一 0.2903 一 0.3226 0， | 
10 0 1: 0.0452 0.1613 0, 0065 

为 了 简洁 ,这 里 只 显示 小 数 点 后 4 位 数字 . 最 终 得 到 
一 0.1032 一 0.2258 0.2710 

Ad= Fe 2903 一 0.3226 0, 3871 
0.0452 0.1613 0.0065 

M4ICRNHA AFHARRESS CEXGRAPRRABAN SRM. STE, 

很 多 数学 表达 式 中 虽然 包含 了 矩阵 的 赣 , 如 4 !5, 但 实际 计算 时 并 不 需要 真正 计算 4 比 

如 求解 方程 &x 一 六 即 得 到 4 -和 的 结果 ,这 比 求 出 4 :再 做 矩阵 乘法 更 存 效 (和 矩阵 飞 法 需要 

Ma 次 箭 法 运算 ) ,也 更 准确 . 实际 问题 中 真正 需要 4 的 道 的 情况 很 少 , 因 此 一 旦 见 到 公式 中 

的 4 ,首先 应 想到 的 是 * 解 方程 组 ”而 不 是 “ 求 失 阵 的 送 ” 

PRA RRA TEM ANT AAA RR. RTH AX 

Rite USS 3.7 WAR RIL. 

3.3 和 矩阵 的 LU 分 解 

本 节 首 先 讨 论 高 斯 消去 过 程 的 圣 阵 形式 ,引出 竹 阵 的 LU 分 解 , 然 后 给 出 一 种 直接 计算 
LU 分 解 的 算法 ,最 后 介绍 如 何 利 用 矩阵 的 LU 分 解 求解 线性 方程 组 ， 

3.3.1 高 斯 消去 过 程 的 矩 咽 形式 

高 斯 消去 过 程 是 通过 一 系列 初等 行 变换 将 系数 矩阵 变 为 上 三 角 和 矩阵 的 过 程 . 根据 线性 
代数 知识 ,初等 行 变 换 可 通过 用 初等 变换 矩阵 左 乘 系 数 和 矩阵 来 实现 ,而 右 乘 初等 变换 矩阵 则 
实现 声 等 列 变换 三 种 初等 变换 矩阵 殖 ”, 瑟 ”和 吾 ” 具 有 如 下 的 形式 ; 

1 - . 

  

. 1 Q ] 

E® = c , Ee = “. ， 甩 4 一 。 
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其 中 , 竹 阵 中 空白 区 域 的 元 索 均 为 0, 而 对 角 线 上 …. ”处 的 元 囊 均 为 1. 五 ”、 瑟 ”和 开 ? 分 别 

对 应 于 倍 乘 变 的 .倍加 变换 和 交换 变换 (交换 两 行 或 两 列 )， 

对 一 般 的 ” 阶 线性 方程 组 , 傻 设 消去 过 程 中 的 主 元 均 不 为 0, 则 只 需 使 用 行 倍 加 变换 ， 消 

去 当前 列 中 对 角 线 下 方 的 所 有 元 素 需 要 多 次 行 倍加 变换 ,它们 可 以 统一 用 一 个 消去 矩阵 表示 . 

3M 3.12, RAW PRA Xn ae 
J 

Ty k 1 

其 中 只 有 对 角 线 和 第 上 列 最 后 2 一 上 个 元 素 不 等 于 0, 若 mx (一 志 十 tv2) 的 取 值 使 得 存在 

某 个 向 量 a; . 

rl ay ay 

M,a => I _
 名 _
 nm or
 

Mai ie . Baty 0 

Mak i ay 0 

MAM, ARBk RH n HHAMM. PRA ARNM ms GiH=k+1, MAKREVAHR 

& (multiplier). 

根据 这 个 定义 ,得 到 消去 德 阵 的 一 些 性 质 . 

定理 3. 13: naXza 的 消去 敌阵 满足 如 下 性 质 : 

《1) 消去 矩阵 为 单位 下 三 角 阵 ,因此 它 一 定 非 森 异 . 

《2) 对 于 定义 3. 12 中 的 向 量 THAR M, PRR ms = —a:/ay,G=R+1 sn); 

若 as 一 0, 则 相应 的 第 类 消去 矩阵 不 存在 ， 

(3) HAR M, HR 

— That 1 

ESM, HERR RBRRHMAS HR. BMY he Re BEBE MARY 

[hy a). 

(4) MRM; MG >A aDHAR 7 BAe BALE, RR MM, 也 是 单位 下 三 角 

OR, AC HMAES RAM, AM, PHRSO RBH. HAH. etm hima) REE 

M, lSj<m, BEBK ky <The <<, » AQ M, M,, My hy Bie F=f 矩阵, 且 它 

的 非 堆 元素 为 各 个 因子 矩阵 非 零 元 索 的 并 集 ， 
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定理 3. 13 的 性 质 (1) 一 (3) 比 较 简 单 ,也 很 直观 ,这 里 就 示 再 解释 . 下 面 对 性 质 (4? 敌 一 

些 说 明 . 首先 看 两 个 不 同类 消去 抢 阵 相 乘 的 情况 ,以 4 阶 方 阵 为 例 , 设 

i 0 0 0 ] 0 0 0 

mn 1 0 0 0 1 60 
M, = » M= ’ 

m3, 0 1 0 0 Ma 1 0 

my, DO 1 0 m,. 0 1 

显然 Mi: 可 看 成 是 三 个 初等 倍 机 变换 依次 作用 于 单位 阵 的 结果 , 则 计算 MAW。 只 需 对 

My, 做 相应 的 三 次 初等 行 倍加 变换 ,得 到 
1 0 0 0 

Pa; l 0 0 

M, M, 一 + 

Mz, My, 1 0 

My My, 0 1 j 

AM, M, KAR BIR A M, Al M, “SE”. KEATS GMS, BBB PAR 

1 ， 0 0 0 

May 1 0 0 

M,M, a * 

m3; + m2ymM32 m3, | 0 

Ma tb mamy, mez 0 1 

MM, 仍 是 单位 下 三 角 阵 ,但 不 再 是 两 个 乘法 因子 矩阵 的 “并 "了 . 基于 类 似 的 分 析 可 证 明 

上 述 性 质 (4), 即 当 水 去 德 阵 的 类 型 数 互 不 相同 , 且 按 从 左 到 右 递增 的 顺序 相 乘 ,其 结果 将 是 

各 个 因子 矩阵 的 “并 ”. 

根据 定义 3. 12 ,高 斯 消去 过 程 就 相当 于 对 和 矩阵 4 不断 左 乘 消去 矩阵 得 到 上 三 角 阵 
U, Bp 

U = M,.MLM\A, €3. 13) 

其 中 ME 一 1,2, 2 一 1) 为 第 :类 消去 和 矩阵， 由 于 消去 矩阵 均 非 奇异 ,公式 (3. 13) 等 价 于 
A = M,'™M;' -—MLLU, (3, 14) 

根据 定理 3. 13 的 性 质 (3) ,MT Mi 也 都 是 消去 短 阵 , 且 它 们 的 类 型 数 分 别 为 1， 

2. 34 一 1. 令 

L = M)' RM My. (3,15) 

HUE ETE 3.13 AHEM (4) LHP PEARS 

A=W. (3,16) 

公式 (3, 16) 被 称 为 矩阵 4 的 LU 分 解 (LU decombosition #% LU factorization) , thay = 

角 分 解 , 其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,5 为 上 三 角 阵 . LU 分 解 是 一 种 重 允 的 矩阵 分 解 ,也 大 高 斯 

消去 过 程 的 矩阵 形式 表述 . 

EM 3.14. WHR ArH—b, AACR, UR A 存在 唯一 的 LU 分 解 的 充分 必要 条 

件 是 执行 高 斯 消去 过 程 中 的 主 元 < 忠 关 0,(R 一 1:2，… 习 一 1)， 
iE). 只 证 明 充 分 性 ,必要 性 的 证 明 超 出 了 本 韦 的 范围 ,前面 的 排 导 已 说 明了 LU 

分 解 的 存在 性 ,下 面 用 反 证 法 证 明 叭 一 性 . 

假设 艺 和 忆 是 木 唯一 的 , 即 存在 站 个 单位 下 三 角 阵 也 和 关 La ,或 两 个 上 三 角 阵 要 天 D， 

使 得 
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A= LU, = LU, 

BRL, L, HHA ARH. 

先 考 虑 矩阵 4 TEA RATE th AAT. UL = 2, 'A, WU, HAE FH 

B LRABSSRUWAR L:'. RAR, 得 

L7'Ly = ULU;} (3.17) 

HL.) BR PHAR 阵 ,方程 (3.17) 的 等 号 左边 为 单位 下 三 角 阵 ,类 似 地 ,等 号 右边 为 上 三 

角 阵 . 方程 (3. 17) 成 立 的 唯一 可 能 是 天 有 一 T721 2 EY Lb, = 2, WU, =U, SRI. 

若 4 为 奇异 失 阵 ,相关 的 讨论 超出 了 本 书 的 要 求 , 感 兴 趣 的 读者 请 参考 文献 [30]. 

消去 过 程 的 最 终结 果 是 矩阵 局 ,那么 如 何 计 竺 矩阵 了 呢 ? 根据 定理 3. 13 以 及 公 

(3.15), SHEL Bn—-1] 个 消去 矩阵 对 角 线 下 方 元 素 取 相反 数 青 “合并 ?的 结果 , 即 

1 
一 

1 
— Ny aoe Hy 1 

Kt m, WHERE M, PHIM, RRR MMe Mo HERBS HA A®, 

A? ye ACT? lm, = — al? /alp SP af WR BRA RHE. 

综合 上 述 讨论 ,得 到 用 高 斯 消去 过 程 进行 矩阵 LU 分 解 的 算法 . 

算法 3.5: 用 高 斯 消去 过 程 进 行 LU 分 解 

SRA: A, no; MH: aA, 

For k=1, 2, ... n-1l 

If a.=0 then f¥ Jk ; 

For i=k+1, k+2, ws, 2 

au:=easrAaux 《计算 工 矩阵 的 元 素 )} 

For j=kt+1, k+2, .., 7 

iy 2 iy — Ai Bay? 

End 

End 

End 

PE 3.5 PR RAT LEAR. MKT A WLS AB AER UV 

的 上 三 角 部 分 ,而 对 角 线 以 下 部 分 是 窍 阵 上 了 上 的 对 角 线 下 方 元 素 ( 对 角 线 土 的 1 不 需要 存储 ). 

算法 3. 5 与 算法 3. 1 的 计算 过 程 差 不 多 ,只 是 少 了 对 右 端 项 的 处 理 ， 简单 分 析 后 发 现 ， 

算法 3. 5 中 浮 点 数 乘除 法 的 次 数 也 大 约 是 二 mm PH CB 
例 3.8(LU 分 解 ) : 用 高 斯 消去 法 求 矩阵 

1 

4 

4 

A= 

nm 
—& 

LM 

  

~
 NM 

NW 
i
 

的 LU 分 解 ， 
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【 解 了 根据 算法 3. 5, 执 行 第 一 次 消去 过 程 , 飞 数 ma 一 一 4,mnii 一 一 4 ARTHAS 

=. =f aE AEA 
1 2 2 

wn 一 4 直 
0 一 2 一 4 

1 2 2 

_ -| 
0 0 一 1 

422 即 为 矩阵 也, 而 将 乘 数 的 相反 数 寺 人 单位 阵 的 下 三 角 部 分 即 得 到 工 

1 0 0 1 2 2 

a 1 |: v= 一 4 一 6 

4 1/2 1 0 0 一 1 

通过 矩阵 相 乘 不 难 验证 4 一 工人 

3.3.2 矩阵 的 直接 LU 分 解 算法 

除了 通过 高 斯 消去 过 程 推 导 LU 分 解 外 ,还 可 直接 根据 矩阵 乘法 推导 出 LU 分 解 的 

算法 ， 

例 3. 9%( 根 据 和 矩阵 用 法 推导 LU 分 解 ) : 将 矩阵 
1 2 2 

4 6 4 

分 解 为 4 一 工 苹 的 形式 ,其 中 也 为 单位 下 三 角 撼 阵 ,为 上 三 角 和 矩阵 . 
【 解 了 设 和 矩阵 工 的 元 素 为 几 忆 的 元 素 为 wy , 则 根据 要 求 有 如 下 方程 

“100 0) OO} fen zaz te 1 2 25 

fa 1 O]] O ze “|= 4 4 ?| ， 

fa 0 0 us 4 6 4] 

上 述 方程 中 包含 9 个 末 知 数 , 而 等 号 两 边 的 矩阵 相等 意味 着 3X3 个 矩阵 元 素 对 应 相等 , 正 

好 构成 9 个 方程 ， 先 着 等 号 两 边 和 矩阵 第 一 行 元 迪 相 等 得 到 的 方程 ,使 用 符 阵 乘法 得 

Am = 

  

. 

          

uw, = 1 

| =2, (3. 18) 

w3 = 2 

直接 就 得 到 了 3 个 未 知 量 的 解 . 

再 看 等 号 两 边 算 阵 第 一 列 元 素 相 等 得 到 的 方程 ,除去 位 置 (1,1? 的 元 素 , 有 

zaitu 一 下 

ta 一 4” 

BARI AH ew =L RAP. STtHRRA—+ RAS. 

四 (* =a (3,19) 
ds, = 4 
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根据 等 号 两 边 矩 阵 (2,27、(2,3) 位 置 上 元 案 相 等 列 方程 
fz) tiz +22 = 4 

ie 十 aaa 一 2° 

同样 ,每 个 方程 只 有 一 个 未 知 量 , 将 式 (3. 18)、 式 (3. 19) 代 入 后 解 出 

fxtze =— 4 

ues =— 6 

根据 等 号 呐 边 矩阵 (3,2) 位 置 上 元 素 相 等 多方 程 
dys iz + daz tee = 6, 

此 方程 中 实际 上 只 有 一 个 未 知 量 , 将 已 解 出 的 量 代 人 其 中 ,得 到 

le = 

最 后 比较 (3,3) 位 置 上 的 矩阵 元 素 , 列 方程 

bs) U3 + ly2ttzg 十 ta 一 6 

解 出 ws: 二 一 1, 至 此 ,通过 依次 比较 等 号 两 边 和 矩阵 的 各 个 元 素 , 解 出 了 托 阵 荆 和 了 中 的 所 有 

未 知 量 ,得 到 4 的 LU 分 解 为 

    

并 0 6 1 2 2 

L= |4 1 0|, U= ; —4 -* 

4 1/2 1 0 0 一 1 

通过 此 例子 可 以 夏 出 ,车 能 按照 一 种 合理 的 次 序列 出 矩阵 元 素 对 应 相等 的 方程 ,矩阵 工 

和 了 中 元 素 可 以 逐一 解 出 . 下 面 结 人 台 方 程 上 = 和 的 图 示 ( 如 图 3-7 所 示 ) 讨 论 一般 的 情况 ， 

| 

1 me 14 

: = I ! ua 

Win al ase = ay 四 Qin 

. : ‘ . 

1 

q 
i 
i 

] -- 
rk] ” 了 一 1 

1 

i 
—— 

B37 BREADRAKAR ER SA 

SKSERANP-HURNHR. CHL A—-TRUU SWAB. ATL B-TR 

工 0 一 1 外 ,其 余 为 0, 则 有 

my 一 CU， 了 一 1 7， 

即 尺 的 第 一 行 元 索 等 于 4 的 第 一 行 元 素 . 

再 考虑 4 的 第 一 列 其 他 元 素 的 计算 , 它 出 工 TU BOE. AUS 

— FRA uy Aun Han ARIAS F 0). ay he 

ait . 
ty = 5 § = Qyrer gn, 

11 

接 下 来 可 类 似 地 计算 出 忌 的 第 二 行 元 素 江 的 第 二 列 元 素 . 一 般 地 ,假设 也 的 第 一 到 

& 一 1 行 已 知 江 的 第 一 到 “一 1 列 已 知 , 下面 根据 和 第 上 上行. 第 上 列 的 余下 元 素 列 方程 
。8] 。



  

《图 3-7 矩阵 4 中 的 虚线 和 杠 ), 求 辽 的 第 关 行 虐 的 第 上 列 ( 图 3-7 中 吓 线 箭头 指示 这 种 亚 行 . 逐 

列 求解 顺序 )， 先 看 4 第 二 行 的 后 面 一 & 十 1 个 元 未 , 它 由 天 的 第 行 乘 以 了 1 的 第 上 列 及 其 后 

各 列 得 到 (图 3-7 中 和 矩阵 工 和 避 中 的 虚线 框 指示 了 计算 ax 所 需 的 矩阵 元 素 ), 列 出 的 方程 为 

So bawy + my; = ay» (一 号 ands 

FOF dy ug, G=lo-.4- DAE MMAR ws, BRB) U ARS eT 

4; = ay — Dy lutys Cj = Ravan). €3. 20) 
in| 

BB AMBe WHAB nk PAR. CK LHR TEMS TRE U Be WBA, 

列 出 的 方程 为 
aL 

lita tleuy =a, C= R4+1,--40), 
5=1 

注意 到 dy + bp »>G=1,- k—-DHWEAR ue TEEPE RH RE ty 天 0, 则 求 出 L 的 第 

二 列 
kel 

Qe — 有 天 

ly 一 一 -一 一 一 一 ， Ci = RAL, yn), (3. 21) 
Un 

上 述 过 程 可 一 直 重 复 ,直至 一” ER LB WARE. KHL eRe 

称 为 直接 三 角 分 解 方法 ,算法 描述 如 下 . 

算法 3.6: 矩阵 的 直接 LU 分 解 算法 

HA: A, on; Hh: A. 

For k=1, 2, ... n-1 

If a,.=0 then 停止 ; 
For i=k+1, k+2, ...n 1 计算 志和 矩阵 的 第 k 列 } 

Foez 和 -1，2，...，Kk-1 

Bik t= Aik Aye Bis 7 

End 

Agy 2 Ay / Asx 7 

End 

For j=k+l, k+2, -.4 7 (iH U RH k+1 行 } 
Por i=1, 2, .... k 

Bue, 4 >= Ager, y — Beoa,a Biz F 

End 

End 

End 

SURHRA—-f BREE LAU RPA RR BRA. RUMBA HR 

后 一 列 不 需要 计算 ,算法 中 先 求 上 的 第 上 列 , 再 求 忆 的 第 & 十 1 行 , 依 据 的 计算 公式 分 别 为 
5K (3. 21) AIRS. 20). BE 3.6 PHRAMKRH 

wit ope = wom y 如 22101 — BR = 2( Sink — D0 x 2(F <> 
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与 算法 3, 5 的 计算 量 基本 相同 . 

事实 上 ,可 以 证 明 上 述 真 接 LU 分 解 的 计算 结 浊 与 商 斯 消去 过 程 的 结果 完全 一 样 ,它们 

的 前 提 都 是 主 元 忠和 0, (一 1,2, ,2 一 1》, 因 此 它 属于 高 斯 消去 法 的 一 种 变形 9 算 

法 3.6 与 算法 3. 5 的 不 同 之 处 在 于 , 它 比 较 直 接地 算出 三 和 了 中 的 元 素 , 而 不 需要 经 过 多 

次 数值 的 更 新 ， 对 于 稠密 矩阵 (采用 二 维 敷 组 存 镶 ) 的 情况 ,不同 高 斯 漠 去 法 药 变形 是 完全 

等 价 的 ,计算 量 没 有 什么 差别 . 但 对 于 某 些 稀疏 矩阵 (采用 特殊 的 方式 存储 和 类 阵 , 详 抑 3.6 

节 ) 或 者 并 行 计算 环境 ,这 些 不 同 算法 的 效率 则 可 能 差别 很 大 . 

最 后 说 明 一 点 ,以 上 讨论 的 LU 分 解 都 称 为 杜 利 特 尔 (Dootittle) 方 法 ,由 它 得 到 工 竹 阵 

为 单位 下 三 角 阵 ,5 为 上 二 角 阵 . 矩阵 指 另 一 种 LU 分 解 称 为 克 劳 特 (Crout) 方法 ,其 中 
王 上 矩阵 为 下 三 角 阵 ,为 单位 上 三 角 阵 . 

3.3.3 LU 分 解 的 用 途 

采用 竹 阵 的 LU 分 解 ,不 但 得 到 简洁 的 数学 表达 式 , 而 且 便于 高 效率 地 解决 实际 遇 到 的 
线性 方程 组 求解 问题 . 假设 已 知 矩阵 的 LU 分 解 , 即 4= 荆 U, 则 方程 (3. 1) 的 解 为 

x=A'b=U'L"b, 
它 通 过 两 步 来 完成 ， 先 求解 单位 下 三 角 方 程 组 [= 得 到 了 一 工 -:%, 再 求解 上 三 角 方 程 组 
tx 一 求解 上 三 角 方 程 组 的 算法 为 算法 3. 2, 下 面 给 出 求解 单位 下 三 角 方 程 组 Lxr= 一 的 
算法 . 

算法 3.7: 求解 单位 下 三 角 方程 组 的 前 代 过 程 

BA: 了 上，pr By 输出 : x. 

For i=1, 2, ... 7 

Xi :一 7 

For j=l, 2,..., i-1 

Kj, 1= Xi, - Liss? 

End 

End 

RK 3.7 AAT RP ARR MRK A 为 1 的 特点 ,对 应 的 计算 公式 为 
il 

a=, 2, = b— Dilyzy, Gm 2m), (3. 22) 
7 一 上 

该 算法 的 计算 复杂 度 与 算法 3.2 是 一 样 的 , 即 需 要 大 约 苹 次 浮 点 数 乘除 法 . 

在 实际 应 用 中 还 经 常 遇 到 方程 的 右 端 项 发 生 改 变 的 情况 , 若 直接 用 高 斯 消去 过 程 

(算法 3.1,.3.2) 求 解 , 则 要 重复 消去 过 程 , 整 个 计算 量 要 翻 锐 . 基于 矩阵 的 LU 分 解 只 需 对 

新 的 右 端 向 量 执行 前 代 和 回 代 过 程 即 可 . 假设 需要 对 六 个 不 同 的 右 端 项 求 相 应 的 解 ( 称 为 

多 碳 端 方程 组 问题 ) , 则 总 计算 量 约 为 习 /3 十 mm (乘除 法 次 数 或 加 减法 次 数 ). 下 面 给 出 求 

解 多 石 端 方程 组 

© JSPR LU MT RASREAAD URS LST HRE CNHI EREAMRELO RE. 
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AX, = é., (i = Lye ym) (3, 23) 

“的 算法 描述 ， 

算法 3.8: 利用 LU 分 解 求解 多 右 端 方程 组 

SA: A, nb: i=1,0 mj WA: x i=1,0,m. 

执行 算法 3.5 3.63 ABET LUA; 

For i=1, 2,..., m 

TAK 3.7 RH Ly. =d; 

执行 算法 3.2 求 解 px = 

End 

ET LU ARE REE AME, AAR RABE 3.8,3+-4 n PA Hel 

为 单位 阵 工 的 各 列 ,依次 得 到 4 的 各 列 . 应 注意 的 是 ,为 了 提高 计算 效率 需 根 据 单 位 阵列 

向 量 的 特点 优化 前 代 ( 算 法 3. 7) 和 回 代 过 程 ( 算 法 3. 2), 才 能 使 总 的 计算 量 降 为 约 六 次 科 
除法 ,与 利用 高 斯 - 若 当 沟 去 法 的 算法 3. 4 一 样 ， 

3.4 选 主 元 技术 与 算法 稳定 性 

本 节 先 讨论 高 斯 消去 过 程 需 要 选 主 元 的 情况 和 选 主 元 带 来 的 好 处 ,然后 介绍 使 用 部 分 
主 元 技术 的 LU 分 解 以 及 其 他 选 主 元 技术 ,最 后 讨论 高 斯 消去 法 的 稳定 性， 

3.4.1 为 什么 要 选 主 元 

在 高 斯 消去 过 程 和 高 斯 - 若 当 消去 过 程 中 ,都 做 了 主 元 a 呈 天 0, (一 1 一 1) 的 候 

设 , 征 阵 的 直接 LU 分 解 ( 算 法 3. 6) 也 有 相同 的 要 求 . 下 面 先 给 出 一 个 定理 ,说 明 如 何 判断 

对 一 个 矩阵 实施 高 斯 消去 过 程 会 不 会 出 现 零 主 元 . 

定理 3.1$: 对 于 符 阵 4ER”" ,实施 高 斯 消去 过 程 时 不 出 现 零 主 元 的 充 敬 条 件 是 ,4 的 

前 ”一 1 个 顺序 主子 式 均 不 为 零 , 即 玉 天 0( 一 1 2-1), 
【证 明 】 先 证 必要 性 , 苑 由 主 元 均 不 为 零 推 出 前 一 1 个 顺序 主子 式 不 为 零 . 假设 拖 阵 

a? oe gfe gi ASN -lEPWRAHBABHGER AM, 3-8 所 

‘ : nae S AR WU 

Ate a af} oath A” =M, MMA 

var >A = Mi Mz MLA, 
ath ow at | BPM MA Aek-lL SAMBO HEE. M= 

3-8 高 斯 消去 过 程 中 的 矩阵 4 MT MI …A 为 单位 下 三 角 阵 (根据 定理 3. 13), 而 4 一 
MAY. GRAMS MESTRA, SEM SAM HAHET 

PE FOR me TA ae F = SE a BE = CA 3-8 Bas) BA A, SERAPH, 

D, 4OCR=1y yn 1), 
再 证 充分 性 , 即 由 前 ”1 个 顺序 主子 式 不 为 零 推 出 主 元 均 不 为 零 ， 显然 第 一 个 主 元 

ca 吕 一 au 天 0: 下面 证 明 其 他 主 元 也 不 等 主 替 ,采用 反 证 法 ,不妨 设 前 & 一 1 个 主 元 均 不 为 零 ， 

Ti aff 一 0(2 委 上 魏 n 一 1) ,因此 可 实施 有 一 1 步 消去 得 到 如 图 3-8 所 示 的 4. 应 注意 的 是 ， 

4 的 大队 主子 阵 对 角 线 上 有 零 元 索 ,为 奇异 矩阵 . 而 4 的 & 阶 主子 阵 4* 非 奇 异 , 它 经 过 高 
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斯 消去 变换 变 成 4 叫 的 大 阶 主子 阵 ,也 应 该 是 非 奇异 矩阵 ,因此 产生 矛盾 . 所 以 必 有 主 元 

2 和 40, (CR=1,°,n—-1), 

结合 定理 3. 14 和 定理 3. 15 可 硕 出 ,第 阵 4 存在 唯一 的 LU 分 解 的 充 要 条 件 是 4 的 前 

2 一 个 顺序 主子 式 均 不 为 零 . 应 注意 的 是 , 若 不 满足 前 ”一 1 个 顺序 主子 式 均 不 为 零 的 条 

件 , 失 阵 4 也 可 能 有 无 穷 多 个 LU 分 解 . 此 外 ,即使 矩阵 4 不 存在 LU 分 解 也 不 意味 着 4 是 

Ay FER. 

Bi 3. OC AGE LU RETR RR): MRE RAE ARAB LU eH 

FY TKR AE Tr EY TE PE 

1272 一 2 

32, Fa, = 4 

0 2 ， 

【 解 】 系数 年 阵 为 人 一 | 。 1 | ,第 一 个 主 元 au = 9, 无 法 执行 高 斯 消去 过 程 , 而 且 即 使 

采用 待定 系数 法 也 无 法 求 出 工 和 了 ,因此 矩阵 和 不 能 进行 LU 分 解 . 另 一 方面 ,由 于 det(4) 一 
一 6, RRA 非 奇 异 ,该 方 穆 有 了 唯一 的 解 :zt 三 1，zs 一 |， 

存在 无 穷 多 种 LU 分 解 的 例子 也 很 容易 攀 造 ,例如 将 上 便 中 系数 算 阵 改 为 | i} 

再 说 明 一 点 ,满足 定理 3. 15 的 条 件 只 表明 矩阵 4 存在 叭 -~ 的 LU 分 解 ,并 不 说 明 它 非 

奇异 ， 例如 奇 蜡 矩阵 4 一 | 。 1 ], 它 只 有 一 个 主 元 an 一 1, 易 知 4=| “| “] = x 
种 奇异 矩阵 作 LU 分 解 得 刘 的 口 矩 阵 最 后 一 个 对 角 元 为 零 ,无 法 执行 四 代 过 程 (算法 3. 2). 

对 于 实际 常 明 到 的 非 奇 界线 性 方程 组 ,可 采用 选 主 元 (pivoting) 的 办 法 解决 高 斯 消去 过 
程 中 出 现 零 主 元 的 问题 假设 第 坟 步 消去 过 程 主 元 a 史 =0, 可 将 方程 组 的 第 大 行 和 它 后 面 

8 i G>T, RE oP, 二 0, 交 换 后 得 到 矩阵 的 当前 主 元 就 不 为 零 , 可 继续 高 斯 消去 
过 程 ，。 最 然 实施 这 种 交换 变换 不 改变 原 方程 的 解 ,并 且 通过 它 - - 定 能 “ 选 出 "~ 个 不 为 替 的 
主 元 这 一 点 可 以 通过 如 图 3-8 所 示 的 矩阵 he 说 明 ,根据 行列 式 det(A@e ) 的 计算 方法 ,可 
证 明 列 元 素 x 各 ,va 他 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 . 将 这 个 结论 归纳 为 如 二 定理 . 

定理 3.16; 设 矩 阵 AGE Rex*, 目 非 奇 异 ,车 对 4 实施 高 斯 消去 过 程 时 主 元 < 史 一 0, 则 该 
WK BPH PRA NE MAL eka AO. 

上 述 选 主 元 过 程 保证 了 高 斯 消去 法 的 顺利 进行 .此 外 , 选 主 元 还 有 减 小 计算 误差 的 作 
用 .由 于 消去 过 程 中 的 乘 数 ms 一 一 < 如 /a 多 , 若 使 主 元 如 的 值 尽 可 能 大 , 则 得 到 绝对 值 较 
小 的 ms ,用 它 乘 以 当前 抢 阵 行 加 到 其 他 行 时 可 减 小 对 操作 数 上 数据 误差 的 放大 . 

例 3. 115 小 主 元 的 情况 ) : 解 线性 方程 组 

«=f TET EE 
其 中 * 为 一 个 很 小 的 正 数 (小 于 浮 点 系统 机 器 精度 en 的 一 于 ) ,如 果 不 做 行 交 换 , 得 到 消去 

过 程 的 乘 数 为 一 1/s, 做 一 次 消去 后 增 广 矩阵 为 
| 1 1 |: 

0 1 一 lese 一 1/e 

由 于 ]1 和 1/s 的 值 相差 悬殊 ,做 浮 点 数 加 减 时 1 会 被 1/e" 吞 没 ”( 定 理 1,.6), 同 理 也 会 被 

1/e “吞没 ”因此 在 浮 点 计算 中 增 广 矩阵 为 
85 ，



  

fe fo: 1 | 
20 一 le :一 le 

解 出 zx 一 1,z 一 (1 一 1)/s 一 0 ， 

容易 算出 这 个 方程 的 准确 解 为 zz 一 1 十 ss xz 一 一 1. 可 见 ,数值 解 zx, 的 误差 非常 

大 ， 上述 高 斯 消去 过 程 对 应 的 LU HA 

= a v=[f tate F -ad 

最 后 一 个 等 号 是 由 于 1 和 ive 的 秆 相 差 悬 殊 . 伍 是 
ww =[ “IL 1 JF (4A 

Lave Idlko -te Lo , 

这 也 说 明了 小 主 元 造成 了 不 可 恢复 的 信息 损失 ， 

如 果 交 换行 , 主 元 变 为 较 大 的 1, 对 应 得 到 增 广 矩阵 
1 lie 

[. 1: :| 

利用 屁 数 为 做 一 次 消去 后 得 到 

F 1 1 € | 

0 1-ei1i—ed’ 

考虑 浮 点 计算 的 含 人 ,实际 计算 的 增 广 和 矩阵 为 
[ nee] 

o 1iil’ 

cu xo = lee 1-1, ESR IL SP BS. 

上 述 例子 当然 是 很 极端 的 情况 ,但 它 说 明了 小 主 元 带 来 的 误差 危害 . 综 上 所 述 ,通过 选 主 

元 ,一 方面 可 解决 高 新 消去 过 程 算法 中 断 的 问题 , 另 一 方面 也 可 减少 小 主 元 带 来 的 误差 危害 . 

3.4.2 使 用 部 分 主 元 技术 的 工 0 分 解 

基于 3.4. 1 小 节 的 讨论 ,假设 矩阵 4 非 奇 异 , 在 商 斯 消去 的 第 睛 步 可 选择 二 人 ( 六 上 )， 

使 得 
|ai?,|= max| a‘ |. 

— WA AAR AKIO HAR OR A i, TRA eT. KM GE 

元 。 这 种 做 法 称 为 部 分 主 元 (partial pivoting) 消 去 法 ,或 列 主 元 消去 法 .采用 它 之 后 , 既 可 保证 

主 元 不 等 于 零 ,也 可 保证 消去 时 的 乘 数 不 超过 1, 达到 抑制 数据 误差 放大 .传播 的 作用 ， 

下 面 推导 部 分 主 元 高 斯 消去 法 对 应 的 矩阵 分 解 形 式 . 先 讨 论 初等 交换 阵 的 性 振 . 

定理 3. 17: 设 初等 交换 矩阵 PP 为 交换 单位 阵 工 的 第 关 行 和 第 二 行 ( 加 人 > 拉 得 到 的 矩阵 

C40 A 3-9 Bras). 

(1) P, RE, B) PP=P,; 

(2) P, TRA R SS, P= P,P. . 

(24 P, ARR TSA HR, BMP, 69 1 0 i 行 

结果 为 将 矩阵 Wi BOS be FANS i, FUSER. “ 

0 1 第 上 行 

图 3-9 PSR P 
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基于 不 选 主 元 高 斯 消去 过 程 的 符 阵 表示 ,部 分 主 元 湛 去 过 程 可 表 承 为 

M, 2, ML P.M\P.A =U, (3, 24) 

PRR P= lee 2n-DAD FERRER. CRRA eM TT 

Ci, ORR MEE LHR ABA. BR MAH lie nl AB RBH ER 

SUA LEER. CE BARRA - ARROW SRRE. Ce Ee 3.17 

的 前 两 条 性 质 ， 

在 方 穆 (3. 24) 等 导 两 边 同 时 乘 以 M. 得 

卫 … AT 了。 :1 4 一 MD， (3. 25) 

根据 初等 交换 阵 的 性 质 (2) ,有 

呈 ，) NT (了 和 P，，) 且 MPA = MUU, (3, 26) 

ERP, -.M,-2P.-, Fo FH M, 2H 六 一 1] 行 和 草 个 门 

Bi, FG Sr-lDHGCR RABE RMB ; 
n—-1 WAS i WER FREE HAM ACR 1 
#(3.11)),3 P.M, oP, ARES n- 2 类 消去 矩阵 , 记 Man 2 1 

AM, 2 CANE 3-10 BER). WA. 2677 AE mano eeaaeey if 
M, 2P,.,P,2°°M,P,\A = MU, (3. 27) mF 

5 FSR LA OM, |. ,得 

P.PiaMaaP, ae MPLA = MOM UU. (3. 28) 

类 似 地 ,我们 在 MI,-, 和 也 :之 癌 播 入 呈 :P，:P，;P，: ,由 于 它 等 于 单位 阵 ,这 将 不 改变 等 

式 , 得 到 的 方程 为 
CP, P, 2My.g PoP, 1) Py Pe oPa oot, P|A 一 MA (3. 29) 

fey #6 OT AE A M,..; =P,.,P,-.M,3P,.P, ARG n-3 BBKEKR. CREE M, . Ha 

上 重新 排列 了 对 角 线 下 方 第 一 3 列 元 素 的 位 置 . 由 式 (3. 29) 得 

PY. Pao Pa aM, «P.M PLA = MMM. U., 

RTH Be 2 . RG Bl 
PLP. PA = MMO MLA. (3. 30) 

id D=M,' MM, |, AUR EE 3. 13 REL AF Se. PHP, P, 20 Pi 
则 得 型 

PA = LU, (3. 31) 

AG. 3D ARPERBMBAENRRBR RPL AMP EAR ALEARK, 

PR-ARAMSRREHRA. PEN EVARTRREAM SE. ARE HBT RRR 

都 只 有 一 个 元 束 为 1, 可 看 成 是 由 单位 阵 经 行 或 列 的 重 排 而 得 到 , 这 种 矩阵 称 为 排列 阵 

(permutation matrix) KERM. AST. HEP — ARPA LE SEE. BP P'S PP’. 

FES PEAS PPR TE. A FA — PS A BE a es on HE PO it PS CAR POP 

i 77 1 EMA SS. 

SMP BR. bE L Ra 1 PRE M,'.- MM 

“Se CRT HP SARK h RRM AR MOR. AGE BA E.M. HPL Pi 

JP 和 PK 一 1 一 2), 因 此 其 第 夫 列 元 素 的 顺序 不 同 于 原始 的 M:、 它 恰好 反映 了 

经 过 -… -系列 后 续 行 交换 的 结果 (参考 图 3-10). 所 以 将 这 些 乘 数 存 于 拓 阵 对 角 线 下 方 (“ 原 好 
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工作 ?方案 ) 时 ,对 整个 矩阵 执行 行 交 换 即 可 ,综合 上 述 讨 论 , 得 到 采用 部 分 主 元 消去 法 的 

LU 分 解 算法 ， 

算法 3. 9: 部 分 主 元 高 斯 消去 法 进行 LU 分 解 

HRA: A, n; fei: A, -—- SERA p. 

p=(1, 2, 3,... nm]: 

For k=1, 2, ..., n-1 

确定 满 号 1aw1=maxlaix1 的 = 的 值 ; 
ks ii 安 用 

If s~k then 

REE AMIE KITA 3 FT; 

ZER pL eI pls]; 
End 

For i=k+1, kK+2, 4, 2 

Six T= Aig Ane? 

For jakt+1, ki+2, .... 9 

Biy DF 13 — Bue Qe, 7 

End 

End 

End 

BM: 3.9 PR AUR LM A SEM LOU a TRAM A. BRE A 

RHA pid RTRAHBR. CRRA eT s TRA TRR DOB e TBs CHR 
单元 的 值 . 最 终 ,数组 p Hm TRA THEI ee BG Be P. 

例 3. 12〈 部 分 主 元 离 斯 消去 过 程 ), 用 部 分 主 元 高 斯 消去 法 将 矩阵 
1 2 2 

A= | 4 :| 

6 4 

进行 LU 分 解 , 求 相应 的 托 阵 王 .U 和 下 ， 

[M1] 将 矩阵 4 存储 为 二 维 数组 A ,初始 化 数组 bp 王 [1,， 2，3] ,下面 说 明 A 和 p 中 数 

据 的 变化 过 程 . 由 于 符 阵 4 第 一 列 最 大 元 囊 为 4, 所 以 交换 第 一 ,第 二 行 , 得 到 
4 4 2 

1 2 2 

464 

FADE HEAER: p HICK. HB) p=(2, 1, 3). MAGA B-WHARPHHK,. SG 
4 4 27 

A= |o 1 a ’ 

0 2 2 

使 用 的 乘 数 为 ma 一 一 1/4,， ma 一 一 1， 以 其 相反 数 填 人 数组 A, 得 

A= 

      

4 4 2 

A= 和 1 3/2{, 

tL 1 2 | 
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第 二 列 对 角 线 及 其 王 方 的 最 大 元 素 为 2, 因 此 交换 第 二 ,第 三 行 ,得 到 
4 4 2 

1 2 2|， 

1/4 1 3/2 

AG af HEC p MOT. BI] p—(L2, 3, 1]. RRR 4 BOHM ARS AHH. 得 

4 4 2 

1 2 | y 

1/4 0 1/2: 

EAM FER A m2 =— 1/2, DRA RBRARA AL 
4 4 2 

A= 

    

A= 

      

A=|] 1 2 ?|. 
1/4 1/2 1/2 

— ESCA Pa Fe fe TEL AU eB 

- 1 0 0 4 4 2 
L=!} 1 1 uae 2], 

li/4 1/2 1 0 0 1/2 

    

数组 p 表示 对 单位 阵 的 行 重新 排列 的 顺序 , 依 此 重新 排列 单位 阵 ( 取 单位 阵 的 第 PCT A 
新 拒 阵 的 第 i 行 ), 则 得 到 和 矩阵 王 

1 0 

1 0 

AR Ee UE» EEG OR a) LU Pe 
44 2 

1 1 Ojjo 2 | 
0 1 0 2 2 

0 0 和 4 4 2 

1 0 OJl4 6 4 1/4 1/2 1Jlo 0 1/2 

例 3. 12 中 的 矩阵 4 与 例 3.8.3, 9 中 的 相同 ,采用 部 分 选 主 元 技术 进行 消去 时 科 CB 

矩阵 工 的 对 角 线 下 方 元 素 ) 都 不 超过 1, 因 此 得 到 不 同 的 天 和 避 .从 这 个 例子 看 出 ,部 分 主 元 

的 LU 分 解 比 -一般 的 LU 分 解 增加 了 ?ma 1 次 求 最 大 值 的 运算 ,以 及 若 于 次 窍 阵 行 的 交换 ， 

而 在 存储 基 方 面 员 增加 了 ~- 个 长 度 为 = 的 整 型 数组 . 事实 上 ,第 阵 行 的 交换 也 可 不 显 式 地 

进行 ,也 就 是 说 不 交换 二 维 数组 的 元 索 , 而 通过 数组 p 跟踪 新 的 行 次 序 ,将 取 和 矩阵 第 : 行 、 第 

jWFTH MBH AG, BH ACL]. PRIA. MIR. A FR p ARR LAU, 

例 3. 13( 不 显 式 进行 行 交 换 的 部 分 主 元 消去 过 程 ): 不 显 式 进行 行 交 换 , 用 部 分 主 元 高 

斯 消去 法 分 解 德 阵 
1 2 2 

A= ; 4 2 

4 6 4 

【 解 】 KARAS A, PR A 中 数据 的 变化 过 程 . 

W— AWARE. p—([2. 1, 3], eM ma =—AlCpl2], 1)/A(p[1], 1) =—- 1/4, 

my =—ACp[3], 1/ACpLII, D=—-1 KBAR plLiKRIT RRA BRM EA 
由 89 外 

oa 
5
 

一
 

上 0 0 

PA = 

             



 

同样 的 方法 更 新 其 他 元 素 , 得 到 

A=|44 2}, 

1 2 2 

第 二 步 消去 过 程 , 考察 ACpPL[2], 27? 和 A(pL3]，2), 需 交换 第 二 .第 三 行 ,得 到 p 一 

(2, 3, 1], FR my, ——ACplL3], 2>/ACp(2], 29+ — 1/2, I A ARTA EAB ot A 

他 元 素 ,得 到 

  

1/4 1 四 

4 4 2|. 
1 2 2 

最 后 ,根据 A 和 ?P 的 值 . 可 以 得 到 矩阵 上 和 局- 
1 00 

L-| 1 1 ， "| 2 | 

174 1]172 1 0 0 1/2 

AB Sp REE TF PE FT ER BS Eh kB 1, PE AOL FO BE HE 

率 得 以 提高 . 

与 不 选 主 元 的 高 斯 消去 法 一 样 ,利用 部 分 主 元 的 LU 分 解 (方程 (3, 31)) 可 方 使 地 求解 

线 人 性 方 物 组 4x 一 #, 得 到 

1/4 1/2 1/2 

. | 

  

[4 4 2 

    

x=A'b=U'L ‘Pb, 

WA AA ARE pA Sale) Ob ETT HES AT RK 3.7 AK 3. 2 RE 

到 线性 方程 组 的 解 . 该 方法 不 会 出 现 算法 中 断 , 且 能 有 效 减 小 数值 误差 ,同样 也 适合 于 多 布 

端 线性 方程 组 的 求解 ， 

3.4.3 其 他 选 主 元 技术 

TAME ROU RRS EAHA (complete pivoting) i+ By By it SHE FT A a 

4 

y 
YZ 

awe gi? gin 数值 误差 的 目的 . 全 主 元 技术 在 未 消去 的 子 矩阵 所 有 元 
素 中 选 一 个 最 大 的 (如 图 3-11 所 示 ) ,通过 行 、 列 交换 特 

Aes Yi 其 交换 旬 当 前 对 角 元 的 位 置 . 应 当 注意 的 是 ,为 保证 解 
C) 7 的 不 变性 , 列 交换 后 应 相应 地 交换 解 向 量 中 的 对 应 分 量 . 

ZN 2 由 于 不 仅 要 做 行 交换 ,也 要 做 列 交换 ,全 主 元 方法 对 应 形 

Aol Heswenemmras AA 
CHAR? RI EER PAQ = LU (3, 32) 

69 LU Spi SP PAG SH A BST EA HE 
的 排列 阵 . 方程 (3. 32) 的 推导 与 部 分 主 元 技术 中 的 有 关内 容 非常 类 做, 并 且 对 算法 3. 9 稍 
作 修 改 ( 增 加 ~- 个 记录 列 交换 的 数组 q) 就 能 得 到 全 主 元 消去 过 程 的 算法 ,这 里 不 再 袭 述 . 

根据 公式 43. 32) ,方程 (3. 107 的 解 成 为 

x= A'b = QU'L'Pb. 

因此 ,使 用 全 主 元 技术 求解 线性 方程 组 时 , 比 部 分 主 元 方法 多 一 步 解 的 重 排 : x 一 2z, 其 中 
z 一 避 ! 工 Pb， 全 主 元 方法 虽然 理论 上 极为 稳定 ,数值 误 盖 更 小 ,但 与 部 分 主 元 方法 相 比 ， 
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寻找 主 元 的 工作 基 大 大 增加 ， 因 此 在 实际 应 用 中 ,主要 还 基 使 用 部 分 主 元 消去 法 求解 线性 

FHA. 

部 分 主 元 技术 还 可 用 于 高 斯 - 若 关 消去 法 ,并 且 由 此 可 得 到 数值 稳定 的 矩阵 求 送 算法 ， 

相 比 不 选 主 元 韵 方法 ,部 分 主 元 技术 只 是 对 和 矩阵 4 增加 一 些 牢 等 行 交 换 变 换 , 因 此 

方程 (3. 10? 依 然 成 立 , 只 需 将 带 行 交 换 的 高 斯 - 若 当 消去 操作 依次 作用 于 单位 阵 , 当 此 阵 入 

被 约 化 为 单位 阵 时 ,原来 的 单位 阵 即 变 为 4 :. 采用 全 主 元 进行 矩阵 求 闭 的 算法 要 稍微 复 

霖 一 些 , 假 设 全 主 元 高 斯 - 若 当 消 去 法 将 4 约 化 为 单位 阵 的 矩阵 方程 为 
FAQ = J. 

Fl BRR. - HRS ISTE HR. ARE ORR SEAS AT EHR, 则 

A’' — QE}, 

因此 ,将 一 系列 行 灾 换 作用 于 单位 阵 ,最 后 还 要 对 结果 甜 阵 的 行进 行 重 排 才 得 到 4…. 值得 

注意 的 是 ,在 高 斯 - 若 当 消去 过 程 中 ,无 论 采 用 哪 种 选 主 元 技术 , 共 乘 数 的 绝对 值 仍 可 能 超 

过 1. 对 有 关 算 法 感 兴趣 的 读者 可 参考 文献 f9]. 

等 法 3.9 只 是 生成 数值 稳定 的 LU 分 解 (P4 一 LU) 的 一 种 算法 ,将 直接 苦 角 分 解 

算法 3.6 加 以 改造 ,也 可 得 到 选 主 元 直接 三 角 分 解 算法 (参见 文献 8])， 它 们 在 数学 上 都 是 

等 价 的 ， 

选 主 元 是 线性 方程 组 直接 解法 中 很 重 间 的 技术 ,对 一 般 的 问题 ,只 有 选 主 元 才能 得 到 可 

行 .准确 的 算法 ， 但 对 某 些 系数 和 矩 太 具有 一 定 特点 的 问题 ,可 能 不 需要 选 主 光 ， 例 如 ,对 称 

正定 矩阵 满足 定理 3. 15 的 条 件 ,因此 不 选 主 元 的 LU 分 解 也 不 会 中 断 , 更 详细 的 分 析 还 说 

明 它 是 数值 稳定 的 . 类 似 的 情况 还 有 对 角 占 优 第 阵 ,关于 它们 ,将 在 3. 5 节 讨 论 . 

3.4.4 算法 的 稳定 性 

等 法 的 稳定 性 反 瑞 计算 过 程 中 的 误差 对 结果 的 影响 ,对 于 线性 方程 组 的 直接 解法 来 说 ， 

计算 中 的 误差 主要 是 售 人 误差 . 1960 年 左右 , 戚 尔 金森 (Wilkinson) 提 出 “向 后 误差 分 析 

法 ”对 高 斯 消去 法 及 其 变种 的 算法 稳定 性 进行 了 详细 的 分 析 i 10 ]. 

假设 求解 方 称 4x 一 得 到 解 为 达 , 由 于 计算 过 程 中 的 售 人 误差 , 它 不 等 于 精确 x. 使 

用 向 后 误差 分 析 法 ,将 这 看 成 是 … 个 系数 矩阵 扰动 了 的 方程 的 精确 解 , 即 

(A+ AADE = B, 

RUS hit AAP RRTBSARBH Hw. || A4 1 7i 41 的 大 小 说 明 方 程 求解 算法 的 稳定 

性 . 对 各 种 高 斯 销 去 及 1U 分 解 算法 的 分 析 表 明 ,向 后 误差 大 体 上 满足 如 下 知 计 式 ( 参 见 文 

南 L1]) 
‘| AA I... 

TA Tl. 
其 中 p 被 称 为 增长 因子 ,是 消去 过 程 中 矩阵 4 中 最 大 元 素 除 以 矩阵 4 中 最 大 元 素 得 到 的 

比值 ,= 为 矩阵 的 阶 数 ,eu 为 机 器 精度 (对 IEEE 双 精 度 浮 点 数 , 约 为 10 8)， 在 实际 应 用 

中 ,也 可 将 增长 因子 p 看 成 是 托 阵 最 大 元 素 与 矩阵 4 最 大 元 素 的 比值 ,这 不 影响 稳定 性 

的 分 析 . 

公式 (3. 33}? 是 对 向 关 误 差 上 跟 的 估计 ,其 中 增长 曙 子 p 始 与 具体 的 矩阵 4 有 关 : 也 与 求 

解 算法 有 关 . 对 不 同 的 算法 ,可 分 析出 答 阵 4 变化 时 的 上 上限 ,由 此 看 出 算法 稳定 性 的 
» OQ] « 

  < pMeracn (3. 33)



 

不 癌 . 

对 于 不 选 主 元 的 高 斯 消去 法 (以 及 LU 分 解 ),p 可 以 任意 大 ,因此 算法 是 不 稳定 的 ， 对 

于 采用 部 分 主 元 的 LU 分 解 ,可 证 明 p 魏 2” ,和 而且 大 量 的 实践 表明 ,p 的 值 道 常 很 小 . 因此 ， 

一 般 认 为 部 分 主 元 高 斯 消去 法 是 稳定 的 . 对 于 全 主 元 高 斯 消去 法 (以 及 相应 的 LU 分 解 )， 

可 证 明 po 的 上 限 比 部 分 主 元 的 情况 更 小 ,其 算法 的 稳定 性 更 好 . 

3.S 对 称 正定 定 阵 与 带 状 和 矩阵 的 解法 

针对 特殊 情况 的 线性 方程 组 ,高 斯 消去 法 还 有 一 些 变 种 ,本 节 介 绍 比 较 常 用 的 对 称 正定 

和 抢 阵 的 Cholesky( 楚 列 斯 基 ? 分 解 和 带 状 线性 方程 组 的 解法 . 

3.5.1 对 称 正 定 矩 阵 的 Cholesky 分 解 

对 称 答 阵 4 的 元 素 关 于 对 角 线 对 称 (ai 一 ar) ,因此 可 节省 将 近 一 半 的 存 由 空间 . 在 求 

解 系数 矩阵 为 对 称 撼 阵 的 线性 方程 组 时 , 基 谷 也 能 利用 这 种 对 称 性 减少 计算 量 呢 ? 

1. RRR PER) LDL 3th 

SR ASHE LU Sf ao U ES Rt RA A eb = FET 

“iy 7 lo oup/un ot t/a 

v= top i ] ™ ae = DU, ， 

wa] 
其 中 Un 为 单位 上 三 角 阵 , 为 对 角 阵 ,因此 得 到 

A= LDU,. (3. 34) 

A AAT BRE al 

A=A’=USDL', (3. 35) 

其 中 08 为 单位 下 三 角 阵 ,DEL” 为 上 三 角 阵 ,根据 LU 分 解 的 唯一 性 ,0 一 于 ,方程 (3. 35) 

变 为 ‘ 
A= LDL’. 

ee Oe BE 3.14 A 3.15 RAT Fe. 

定 殖 3.18: RA Hn HUMPHRYS AMIE AR D,A0,Ck=1,+,n—1),M A 可 

以 唯一 地 分 解 为 

4 一 LDLT， (3, 36) 

Fh b Ate PF OAR. D AM Ae. 

7. MRA SAN D HRE—TMATRNS. 

2. Cholesky 分 解 

WME A 为 对 称 正 定 矩阵 ,显然 满足 定理 3. 18 的 条 件 ,可 分 解 为 上 DELT 的 形式 ， 此 外 ， 

易 知 对 角 阵 了 RAS ABC Ku, 0. G1) EW 04002 x= Ly a LT SEA 

异性 可 推出 y? 关 0 和 , 则 xz Dr y "LDL" y — y"Ay > 0, Wi D AMER IE ER, ARIK 

一 定 天 于 0. 用 焉 表示 对 角 隆 
。92 。



 

me] : e | 

Vibe 

A=LD?IDIL' = LL). 

XH L, =LDIY FSR BWARCR Rene Ve , 均 大 于 0. 依据 上 述 分 析 , 得 

到 下 面 的 Cholesky 分 解 定理 . 

定理 3.49: 设 4 为 实 对 称 正 定 和 矩阵 , 则 存在 非 奇 异 下 三 角 阵 工 , 使 得 4 三 上 ,其 中 

王 的 对 角 线 元 宫 均 大 于 去 ,这 种 分 解 称 为 Cholesky 分 解 (Cholesky decomposition), 且 满足 

上 述 条 件 的 分 解 是 唯 . 的. 

Choelesky 分 解 也 常 写成 4 一 尼 7R 的 形式 ,其 中 只 为 上 三 角 抑 阵 . 
3，Cholesiky 分 解 算法 
上 述 排 导 过 程 实际 上 给 出 了 -种 计算 Cholesky 分 解 的 方法 . CE MAM ATE LU i. 

再 求 对 角 阵 画 和 Cholesky 分 解 因子 工 . HAN LURE ASL HL DL; HBA, Ml 

一 Lo DT ， 这 种 方法 并 未 利用 矩阵 的 对 称 性 从 而 减 小 计算 量 ,仍然 需要 大 约 二 于 次 乘除 法 

和 差不多 的 加 减法 运算 . 下 面 介 绍 更 有 效 的 Cholesky 分 解 算 法 ,也 称 为 “平方 根 法 ”我 们 

某 于 真 接 三 角 分 解 的 思想 推导 . 

#§ Cholesky AMR A=LL’ SRM PBR: 

则 方程 (3. 36) 变 为 

[an at cn dy dy dy ott ba} 

Oy, Gr °°" Aan | ta eae fog tt baa 

Bat Anz "to Onn Ln Lie “ee Ln bin 

Al FA FB EF EI LY RR EA SD i BR] A A AR. 

下 面 分 和 个 步骤 介绍 计算 过 程 . 
(1) oR dn. 

Be, Mith.a, =f lis Van. 

(2) 求 总 0 之 2). 

75 EB on HR aa Hla et bela =aa/ti. . 

(3) (Rik L REP RT 7 — 1 ARE BN la (Rj 1.1. ROM, SB a, 的 
计算 ， 

= (3.37) 

awl 

=i, = fay — Di las 

其 中 等 号 右边 的 量 都 已 知 . 

(4) 求 研 矩阵 中 第 7 列 的 剩余 元 素 , 即 六 (全 门 , 考 虑 ap 的 计算 ， 

一 = Sa), = Sala = Slate = = Slats + lid; 
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oly 一 (ay 一 Se ) As 

RSS awh BRU A. 

MP2s, ERAT EY (3) (4) 步 , 则 得 到 下 面 的 Cholesky 分 解 算 法 . 

算法 3. 10， 对 称 正定 矩阵 的 Chojesky 分 解 算法 

输 人 : 一 nz 输出 : 五 . 

For j=), 2, seu Zt 

For k=1, 2, .., J-1 

aa 一 ar 

End 

———__— ， i pl : 
av ai; AAA 

8 ae (1, ~ al 0 > bis | 
ke) 

For i=jtl, j+2, ..., 7 

For k=1, 2, --.. j-l 

Bip t= rj — Qin Asa? 

End 

一 7 
了 1 

agin a;layi (ey 一 (es 一 > Pet )/b, ) 
ao 

End 

End 

算法 3. 10 仅 用 到 4 的 下 三 角 部 分 元 素 , 央 此 人生 的 上 一 角 部 分 不 必 存 储 . 并 用 ,算法 得 

到 的 结果 工 和 矩阵 存放 在 原始 符 阵 和 4 的 位 置 上 ,经 过 简单 的 分 析 发 现 , 这 个 算法 仅 需 大 的 

an TRIE MIZE A I Ks BO on MOR PA Ria BE) ARR LU ARE 

一 半 . WES RRA BRE EO EA ip EA FOS fH BB ae — 

He RFE HB COL 3.6 49), RE ee A) 2 2 FF oT RE ROA. Atk. 

St UH &4 #8 Fe OS $2 BS Ae 4 8 A EE PR BE. 

例 3. 14(CCholesky 分 解 ) : 计算 下 面 这 个 对 称 正定 矩阵 的 Cholesky 分 解 

p 8 -1 -1 

A= |—-1 3 一 1 

一 1 一 1 5 

  

【 解 了 了 根据 算法 3. 10 进行 计算 ,让 再 只 与 矩阵 的 下 2:: 角 部 分 元 素 有 关 , 下 面 只 列 出 上 矩 

阵 下 二 角 部 分 的 变化 情况 . 首先 将 第 - 列 除 以 第 -- 个 对 角 元 的 平方 根 ,V5<*2.2361 ,得 

2, 2361 0 0 

— 0.4472 3 0 

一 0.4472 一 1 5 

计算 第 二 个 对 了 角 元 ,az = fan — ah, ~ f3—0. 4472? <z1.6733， 然 后 计算 第 二 列 余 下 部 

分 ,得 
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2. 2361 0 0 

ose 1.6733 | 

— 0.4472 一 0.7171 5 

计算 第 三 个 对 角 元 ,a: 一 wa 二 ao 一 oa 了 一 W5 一 0.44725 一 0.71717 2. 0702， 矢 到 所 要 的 

SRE L 为 

2.2361 0 0 

L= - 0, 4472 1, 6733 0 | 

一 0.4472 一 0.7171 2,0702 

若 要 避免 算法 3. 10 中 的 开 方 运算 ,可 根据 LDT7 分 解 的 方程 (3. 36) 进 行 推导 ,得 到 的 
竺 法 称 为 改进 鹊 平方 根 法 , 它 与 竺 法 3. 10 具有 相同 的 计算 复杂 上 度 . 还 应 说 明 , 根 据 

定理 3. 18, 改 进 的 平方 根 法 适用 于 任意 对 称 矩 阵 ,除非 出 现 主 元 为 零 的 情况 . 因 cA 

求解 一 般 的 对 称 线性 方程 组 时 ,要 进行 选 主 元 ,而 为 了 保证 对 称 性 需 做 相同 的 行 . 列 交换 , 即 
使 这 样 仍然 不 能 完全 避免 敌 主 元 . 对 于 一 般 的 对 称 线性 方程 组 , 需 使 用 更 为 复杂 的 稳定 求 

解 算 法 , 感 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [11]. 

4。 算 法 稳定 性 与 Choiesky 分 解 的 应 用 

对 于 对 称 正定 扼 阵 ,算法 3. 10 不 会 中 断 , 不 像 一 般 的 高 斯 消去 法 那样 必需 考 目 选 主 元 

的 问题 . 下 面 分 析 Cholesky 分 解 算法 的 稳定 性 ,为 了 方便 ,讨论 根据 LU 分 解 得 到 

Cholesky 分 解 算法 的 数值 稳定 性 , 即 根据 公式 (3. 337 分 析 对 称 正 定 矩 阵 LU 分 解 的 增长 因 

子 p 的 上 跟 . 将 对 称 正定 矩阵 4 进行 LU 分 解 稳 工 DL7 分 解 : 

A=LU=L.DLI, (3, 38) 

Hp L, mR AE F HPA. & A WY Cholesky 4} 29 A=LL? ,) L=L, Dt 30 DF Ht 

esc 5 LAA. MARC. 3208 

U = DLI=>U" = L,D = LD?. 

  

  

因此 ,增长 因子 

max|u,|  max| (U7), |  max| (LD? ds | 

e= max | a;, | ~ max | 4, r “max a, | 

i Ft fa RED? a At RTC SL YA LD? OO 677 Sj FUE I LL, A 
max | dy, | max £5 

“max la, 1 Sian Tay | <2” 8.89) 
Et? &la— 个 不 等 式 是 根据 式 (3. 37) 得 出 的 - 式 (3， 39) 说 明 , 增 长 因子 p 的 上 限 为 1, 即 

高 斯 消去 过 程 中 矩阵 元 素数 秆 不 增 大 .所 以 对 称 正定 矩阵 的 LU 分 解 和 Chelesky 分 解 都 

是 数值 稳定 的 . 

有 了 和 抑 阵 4 的 Cholesky 分 和解, 求解 4x 一 志 只 要 依次 执行 前 代 过 程 和 回 代 过 程 ( 先 求 解 

工 y 一 五 , 表 求 解 工 rr 王八， 此 外 ,根据 算法 3. 10 也 很 容易 兰 断 一 个 对 称 矩 阵 是 否 正 定 . 如 果 

算法 3. 10 发 生 中 断 (被 开 方 的 数 小 于 或 等 于 零 ), 则 对 称 和 矩阵 4 一 定 不 是 正定 的 ; 反 过 来 ， 

如 果 算 法 3. 10 顺利 执行 ,并 且 最 后 的 av 和 0, 则 对 称 和 矩阵 4 一 定 正定 . 

小 结 -一 下 Cholesky 分 解 以 及 相应 的 算法 : 
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(1) 对 于 对 称 正 定 矩 阵 , 可 做 Cholesky 分 解 ; 

(2) 祖 应 算法 的 存储 量 .计算 量 都 为 一 般 的 LU 分 解 的 一 半 : 

(3) 算法 简单 而 且 稳定 ,不 需要 考虑 选 主 元 问题 ， 

3.5.2 带 状 线性 方程 组 的 解法 

定义 3.3 中 介绍 了 三 对 角 矩 阵 的 概念 ,将 它 加 以 推广 便 竺 可 带 状 爷 阵 (band matrix)， 

EM 3.13: Wn ERA BEA = Cay ax. YG 
~~... 

xx x li—j|>pit.a,=0, HAY A—P & A. 

x XX x x Gn. p70 或 Bi. gFO Mae REE A A aR 

x x * MH 2B+1 HSK PASS. 
x x x x [HABER BREE AHO, REE p= 

x x xX xX * 1. A 3-12 BRT TERENAS p=3. 
* x x “| 带 状 和 矩阵 中 的 非 零 元 仅 存 在 于 主 对 角 线 及 其 两 侧 

x 、 . ° HET MAA AURA TRAAE. F 

x * * 知 , 对 带 状 矩阵 作 LU 分 解 ,其 直 .U SEB 
图 3 12 个 送 关 矩阵 的 感 尔 金 琳 图 “” 然 分 布 在 原始 带宽 范围 内 ,利用 这 一 点 可 设计 出 高 

效率 的 方程 求解 算法 .下面 先 看 三 对 角 和 矩阵 的 

LU 分 解 算 法 ,假设 不 选 主 元 . 
为 了 节约 存储 空间 ,一 般 用 三 个 向 最 e.p、e 表示 三 对 角 和 矩阵 上 , 设 

ja Cy 

a, 2 €2 

Az te ， (3.40) 
Qn 1 Owl Onna 

a é, 

对 它 进行 LU 分 解 的 结果 为 

1 Ge 

Me 1 d, C2 

L= my : U= 7 。 (3. 41) 

Mp} 1 any Cet 

m, 1 d, 

根据 高 斯 消去 过 程 ,很 容易 证 明 矩 阵 了 HA WARKH A 的 相同 . 因此 只 需 计 算 待 定 系 

数 mi .di ,类似 于 直接 LU 分 解 算法 的 推导 ,得 到 如 下 算法 ， 

算法 3. 11: 三 对 角 和 您 阵 的 不 选 主 元 LU 分 解 

ah§ A: n, Hk a,b,c; Sit: ER md,c. 

GQi-b; 

For 1=2, 3, ...,.n 

mia, /dyi; 

ct, t= Dy MCF 
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End 

算法 3. 11 只 有 O(am) 的 计算 复杂 度 时 , 远 远 低 于 一 般 LU 分 解 的 复杂 OU). BEB 
出 ,前 代 和 回 代 过 程 的 计算 复杂 度 也 是 CO(n) ,因此 求解 三 对 角 线 性 方程 级 的 效率 很 高 . 

不 经 过 LU 分 解 这 步 , 也 可 直接 使 用 不 选 主 元 的 高 斯 消去 法 求解 二 对 角 线 性 方程 (类 似 

于 在 一 般 情 况 下 使 用 算法 3.1 和 算法 3, 2 的 组 合 ). 下 面 针 对 方程 
Ax — f, (3, 42) 

JOP = 3 AER A SONS. 40) a RR. 

WK 3.12: [RARE “ 

输入 : n, 向 最 ab,ecrz2; 输出 : x. 

For i=2, 3, ..., n 

mi = af 

bi=by- mC. 

f,i=fi-mfiei7 

End 

Xn i= Lyf bei 

For f=n-1,n-2, .., 1 

Ky t= (£:- OC; Xie) /Dyt 

End 

在 上 述 “ 追 赶 法 ”算法 中 ,第 一 个 For 循环 既 包 括 了 LU 分 解 的 过 程 ( 采 用 * 原 地 工作 ” 存 
镶 方式 ), 又 包括 了 对 右 端 项 的 更 新 .与 式 (3. 41) 帮 对 比 , 这 里 的 数组 b 成 为 了 式 (3. 41) 中 

的 数组 4, 这 个 依次 计算 出 中 ,de 的 过 程 可 形象 邮 称 为 * 追 ?的 过 程 . 算法 3.12 中 第 

二 个 For HAAR RH ar. PRA RE RR. 

将 算法 3. 11 和 算法 3. 12 加 以 推广 , 即 修改 高 斯 消去 过 程 中 循环 的 取 值 范围 ,可 得 到 针 

对 一 般 带 状 窍 阵 的 LU 分 解 算法 以 及 追赶 法 求解 算法 ,其 时 间 复 杂 度 为 O(p8z ,空间 复杂 

度 为 DO)， 因此, 当 BKn 时 ,其 求解 效率 远 高 于 一 般 的 情况 ， 
上 面 讨论 的 带 状 和 矩阵 分 解 算法 都 没 作 选 主 元 ,算法 稳定 性 和 可 靠 性 可 能 会 存在 问题 . 

若 采 用 部 分 主 元 技术 ,分 解 三 对 角 怎 阵 和 一 般 带 状 矩阵 的 算法 要 复杂 一 些 , 得 到 的 王 和 
U 矩阵 非 堆 元 位 置 将 超出 原始 的 带宽 范围 (但 带宽 的 增长 不 会 超过 两 倍 ), 因 此 在 存储 宛 阵 

的 数据 结构 上 要 预 留 相让 的 存储 空间 . 即便 如 此 ,对 于 原始 的 半 带 宽 pn 的 情况 , 选 主 元 
的 带 状 方程 求解 算法 仍 上 共有 很 高 的 效率 , 

由 实际 问题 产生 的 带 状 方程 组 ,其 系数 年 阵 常 常 对 称 正 定 战 者 对 角 击 优 ,因此 不 选 主 元 

也 能 达到 数值 稳 待 的 要 求 . 3.5, 1 小 节 已 经 讨论 了 对 称 正 定 的 情况 ,下 面 介 绍 对 角 占 优 矩 

阵 的 概念 ,以 及 对 它 进行 LU 分 解 的 稳定 性 的 结论 . 

定 叉 3.14: 对 于 ?7 阶 方 阵 4 一 人 ay )sxs 若 

C1) jag |e ST |av16=1,2,z), 且 至 少 有 一 个 不 等 式 严 格 成 立 , 则 抢 阵 各 接 行 
pelts 

对 高 占 优 ; 

O KFOC- RSMAS A, 

- OF =



  

lay l= >，，|or | 一 1 22)，* 且 至 少 有 -个 不 等 式 严 格 成 立 , 则 矩阵 4 按 
a= Lint; 

列 对 角 占 优 ; 

(as 人 > 六 1@ 1G= 1,2， 9, 则 矩阵 在 接 行 严格 对 角 占 优 i 
了 二 ] JE 

(4) ,a, (> 3) | a, |G = 1.2.2), UR AR at HE. 

— A RTT RRA A SERRA Om OG 4 4B Cdiagonally dominant 

matrix) , CHK 35 Ot A oe A BR TG Pe TT a Ha OT FE A Bt OO HB 

Fé (strictly diagonally dominant matrix). BRM ARR PRB A SHR. 

F Bi 7B Sa aE BB st 2A et AS OC ME STD AE ETT. 

EHS.20: nH HHA AHMAR, 
C1) 若 和 4 是 严格 对 角 占 优 矩阵 , 则 4 非 奇 异 , 对 其 进行 不 选 主 元 的 LU 分 解 是 数值 稳定 的 . 
(2) 若 和 是非 奇 异 矩 阵 , 则 对 其 进行 不 选 主 元 的 LU 分 解 是 数值 稳定 的 ， 

最 后 说 明 一 点 ,对 带 状 卸 阵 盘 做 1U 分 解 , 结 果 矩 阵 了 和 F 的 非 零 元 分 布 在 4 的 原始 

带宽 范围 之 内 ,因此 在 分 解 和 回 代 求解 过 程 中 可 得 出 高 化 率 的 算法 . 然而 答 阵 的 逆 一 般 不 

保留 原始 矩阵 的 稀疏 特点 ,4 了 工 “往往 都 为 而 密 矩 阵 , 对 带 状 矩阵 (非常 小 的 半 带 
宽 8B) 求 道 仍 然 有 至 少 O( 空 ?的 计算 复杂 度 % .这 再 次 说 明了 实际 计算 中 要 避免 计算 矩阵 的 
六 ,不 能 按照 公式 x 一 4 hb RAS XY RITA. 

应 用 实例 : 稳 态 电路 的 求解 

1. 问题 背景 

在 科学 与 工程 计算 中 ,机 械 结 扳 、 大 型 输电 网 络 、 管 道 网 络 .经 济 规划 、 种 群 繁 殖 、 集 成 电 
路 等 很 多 问题 最 终 都 要 转化 为 求解 线性 方程 级， 本章 和 第 4 章 的 两 个 应 用 实例 分 别 介绍 稳 
六 电路 和 缩 絮 结构 分 析 中 的 线性 方程 组 求解 问题 ， 

稳 态 电路 是 指 电 路 中 电流 .电压 处 于 恒定 状态 
所 对 应 的 电路 ,也 叫 直 流 电 路 ， 求 解 稳 态 电路 是 求解 
HARM UTR DR. BSB 
ELEMARE BAP ARBERER CAR 
F. ALRANOL AER RREBRE BDH 
等 问题 中 , 稳 态 电路 求解 都 是 很 重要 的 一 步 ， 

图 (A) 显 示 了 一 个 小 的 电阻 网 络 的 电路 鲜 , 其 中 

包含 8 个 电阻 和 一 个 知 恒 电压 汰 .求解 这 个 稳 态 电 
图 (A) 一 个 电 得 网 络 电 路 路 ,就 需要 计算 电路 节点 的 电压 ,以 及 每 条 支 路 上 的 电 

流 . 有 多 种 方法 构造 线性 方程 组 来 描述 稳 态 电路， 分 
为 节 志 (电压 ) 分 析 法 和 回路 电流 法 两 类 .节点 分 析 法 是 以 节点 电压 作为 方程 组 的 未 知 醒 来 构 
造 方程 ,求解 之 后 再 很 据 欧姆 定律 求 出 支 路 电流 .在 图 (A) 所 示 的 电路 中 ,有 5 个 节点 ， 回 路 

  

加 ”对 于 带 状 算 阵 锯 速 求 道 的 算法 参见 文献 : 31]. 
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电流 法 对 每 个 回路 定义 活 顺 时 针 方 向 的 回路 电流 ,如 图 (A) 中 的 电流 正人 加 ， 然 后 以 它们 

为 未 知 量 建立 线性 方程 组 ,求解 之 后 计算 节点 电压 和 支 路 电流 . 下 面 主要 介绍 节点 分 析 法 列 

方程 的 原理 和 方程 的 求解 . 

2。 节点 分 析 方 程 的 建立 与 求解 

节点 分 析 法 (nodal analysis) 以 电路 中 节点 的 电压 为 变量 ,根据 欧姆 定律 可 得 到 支 咯 电 

流 的 表达 式 ， 

i, — wow 
7 rh , 

其 中 国 为 从 节点 灭 流 到 节点 于 的 支 路 电流 ,四 为 支 路 电阻 .定义 电阻 的 倒数 为 电导 

《conductance)y ys 一 17rs* 则 上 述 方程 可 改写 为 

ty = Ba (Ue — U,}, 

RARE KOA EH CKirchhoff’s current ljaw) 指 出 ,在 每 个 节点 流出 的 电流 之 和 为 替 ， 

例如 ,对 图 (A) 中 的 节点 1， 

  

Qe tas ti = 0. 

针 合 欧姆 定律 的 电 好 形式, 上述 方 程 可 写 为 

£6) — ve) Hele, — v3) $eylu — uy) = 9. 

对 其 他 节点 ;也 可 按 上 述 方 法 类 似 地 写 出 以 节点 电压 为 变量 的 方程 .应 注意 的 是 ,为 保证 解 

唯一 , 需 设 置 一 个 “地 ”节点 (其 电 面 为 0), 对 它 不 需要 列 基 尔 堆 夫 电 流 定 律 方程 ,对 图 ( 信 ) 

所 示 电 路 , 设 节 点 5 为 “地 ”节点 , 则 得 到 下 面 的 节点 分 析 方 程 : 

Bu tg + Bu — 8 — £15 — Bu ) fe 

~ Hz B12 + Bus + ges ~~ 23 0 Ye 

本 一 Bis + B23 1 B24 + Bas — Baa Us 

— £14 0 ~ 8 But gu t+ gist iv 
-0 - 

8a U; " 

0 

其 中 必 是 电压 源 的 电压 ， 

设 上 述 节 点 分 析 方 程 的 孝 阵 形式 为 

Guv=c, 

RRHEG HAD EHR, ALHEOT TAAL GAMER HEA A GH, Ate LU 

PMRARBEBAZA. FRLRRv AEERLHP ARRAS. TRUER Ce ABH 

ZOE Bee CATHELH. AEPARARAS MHRA ART ASM ARTRR 

FAA Cholesky PM HH. BRPARARS MKF 10000). H#TRA AG HHRALRM 

针对 大 型 稀 朴 矩阵 的 直接 解法 或 第 站 章 介绍 的 选 代 解法 进行 求解 . 

3.6” 有 关 稀 玻 线 性 方程 组 的 实用 技术 

实际 问题 中 的 线性 方程 组 往往 规模 很 人 ,系数 矩阵 常 为 稀 殖 垂 阵 ,本 节 简 单 介 绍 稀 下 矩 
阵 的 有 关 知 识 , 以 及 MATLAB 软件 中 的 " 反 斜 线 " 求 解 器 . 
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3.6.1 稀 朴 和 矩阵 基本 概念 

稀 榴 答 阵 (sparse matrix) 一 般 指 存 在 大 量 零 元 素 的 矩阵 . 实际 应 用 中 , 稀 朴 矩阵 也 

包含 采用 特殊 存储 结构 的 含义 , 即 通 过 不 存储 矩阵 中 的 零 元 未 节 省 矩阵 的 存储 空间 ， 

反 过 来 ,采用 常规 的 二 维 数组 存储 的 矩阵 ,即便 其 中 有 一 些 零 元 索 , 从 数值 计算 的 角度 

看 也 不 是 稀 玻 矩阵 ， 与 稀 芍 矩阵 相对 的 概念 是 稠密 答 阵 (dense matrix) ,或 称 为 满 和 矩阵 

(full matrix). 

RAKE PIESHMOHRA DEH WK. 一 类 是 非 零 元 分 布 比较 有 规律 的 

结构 化 稀 玖 矩阵 ; 另 一 类 是 非 零 元 分 布 无 明显 规律 的 非 结 档 化 

稀 朴 矩 阵 . 3. 5. 2 FES Ae BN A AR 

非 零 元 的 分 布 情况 果 影 响 稀 朴 撮 阵 的 存储 、 又 影响 执行 相关 运 

算 的 计算 效率 ,因此 需要 对 它 有 一 定 的 了 解 . 前 面 介 绍 的 威 尔 

金森 图 是 稀 玻 和 皇 阵 非 零 元 分 布 的 一 种 形象 表示 ,更 一 般 的 非 零 

元 分 布 图 采用 点 状 或 吸 影 区 域 表 示 答 阵 非 零 元 ,如 图 3-13 

BIA. 

图 3-13 =} 2000 BY LR 彼 设 稀 朴 矩阵 4E 允 x" 中 非 零 元 的 数目 为 N。, 则 比值 
阵 的 非 零 元 分 布 图 N,. 

r,=1- 32 
n? 

常 被 称 为 稀 朴 矩阵 的 多 本 度 (sparsity)， 显然 ,r, 越 接近 1 ,说 明和 抢 阵 越 稀疏 . 
处 理 稀 下 矩 阵 的 基本 技巧 是 不 存储 零 元 素 , 同 时 避免 与 稚 元 素 做 加 , 减 . 乘 . 除 运算 . 

13. 1S REAM AR): 设 有 两 个 稀 朴 罕 阵 4,BER ,它们 的 非 零 元 数目 分 别 为 

nnz(4) 和 nnz( 如 ,由 计算 4 十 吾 需 要 Onnz(4) 十 nnz(B)) 次 操作 ,因为 只 需 和 壳 历 所 有 非 零 

元 的 位 置 , 并 做 相应 的 运算 . 而 对 于 两 个 稠密 矩阵 ,计算 4 十 吾 则 需要 DC ) 次 操作 ,其 计算 

量 可 能 远 远大 于 稀 琉 抢 阵 的 情况 . 

存储 稀 玻 矩 竹 的 数据 结构 多 种 多 样 ,下 面 介 绍 两 种 常见 的 存储 结构 . 

1. 三 元 组 结构 

三 元 组 人 triplet) 存 储 结构 也 称 为 cooerdinate 格式 (COO) , 它 包 括 三 个 一 维 数 组 : 一 个 按 

任意 颗 序 排列 的 非 零 符 阵 元 素 值 数组 .一 个 非 零 元 所 在 行 编导 的 整 型 数组 ,以 及 一 个 非 零 元 

所 在 列 编号 的 整 型 数组 ， 汪 个 数组 的 长 度 均 为 非 党 元 的 数目 No。. 

例 3.46 (三 元 组 存储 结构 ): 用 三 元 组 结构 存储 稀 朴 矩阵 

0 2 0 0 

4 0 5 0 

7 0 8], 

0 10 0 
0 0 a] 

  

  

  

o
O
o
 

Dm 
Ww 

oo
 

Oo 
Oo 

试 写 出 实际 存储 的 三 个 一 维 数组 的 值 . 

【 解 】 设 奔 储 非 零 元 素 值 , 行 编号 . 列 编 号 的 数组 分 别 为 aa,row .col, 假 设 按 非 零 元 按 

逐 行 顺序 排列 , 则 三 个 数组 的 内 容 如 表 3-1 所 示 . 
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表 3-1 稀疏 矩阵 的 三 元 组 存 依 结 构 

aa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 i 
  

  

row 1 1 2 2 了 3 3 3 4 4 5 
  

                      col 1 3 ] 2 4 1 3 SS 2 4 5 
  

三 元 组 结构 非常 简单 .规整 .易于 理解 ,是 最 基本 的 和 玻 和 矩阵 表示 方法 ,也 常 作为 相关 软 

件 包 的 输入 数据 格式 .在 三 元 组 格式 中 , 非 零 元 可 以 按 尾 意 顺 序 存储 ,不 总 是 像 例 3. 16 中 

那样 一 行 一 行 地 依次 排列 . 同时 ,从 表 3-1 也 可 看 出 ,二 元 组 格式 存在 数据 上 的 宛 余 , 即 很 

多 连续 存储 位 置 上 的 非 零 元 有 相同 的 行 编号 , 基于 这 一 点 加 以 改进 ,可 得 到 压缩 稀 朴 行 存 

储 结 构 . 
2.。 压缩 稀 玻 行 结 构 

Fe 98 88 BLATT (compressed sparse row，CSR) 存 储 结构 规定 非 零 苑 按 第 一 行 、 第 二 行 直到 

第 行 这 样 的 顺序 存储 ,因此 不 需要 对 每 个 非 堆 元 存储 其 行 号 (参考 表 3-1), 只 需 记 录 每 行 

第 一 个 非 堆 元 的 位 置 即 可 , 它 形成 -个 行 指针 数组 . 压缩 稀 朴 行 结构 也 包含 三 个 数组 , 非 堆 
元 素 值 和 列 编 号 数组 与 三 元 组 中 的 一 样 ,而 行 指针 数组 为 整 型 数组 ,其 长 度 为 十 1,2a 为 矩 

阵 的 行 数 . 

AI EBERORBADD: HERAT AAR 3.16 PRR AS 
个 数组 的 内 容 如 表 3-2 所 示 . 

表 3-2 BRERA RAY 

aa 1 2 3 4 5 6 ? 8 9 10 1k 
  

  

col 1 3 } 2 4 1 3 ° 2 4 9 
  

prow 1 3 6 9 11 12                       
  

RATER prowl i] MAIR A PES 7 TARR INS BF EA aa A col A prow] 
个 及 以 后 的 单元 中 .因此 ;prow[i 十 ]] 一 prow[ 宁 的 值 就 是 矩阵 第 ; 行 非 零 元 的 数目 . 为 了 
体现 插 阵 最 后 一 行 非 零 元 的 数目 ,prow 数组 的 长 度 应 为 n 十 1, 且 prowLz 十 匡 王 N。 十 1. 另 
外 请 注意 ,在 压缩 多 朴 行 格式 中 ,并 没有 规定 同 …- 行 的 非 堆 元 的 排列 顺 语 . 

压缩 血 朴 行 格式 还 有 很 多 变种 ,例如 压缩 稀 琉 列 (CSC) 格 式 , 即 按 逐 列 硕 序 存储 非 堆 
元 ,其 中 使 用 列 指针 数组 . 还 可 以 利用 高 级 编程 语言 中 “指针 "的 概念 直接 存储 “指针 ”类 型 
的 数据 , 而 不 是 整数 编号 ,无 论 是 压缩 稀 酬 行 格式 还 是 它 的 变种 ,它们 与 三 元 组 相 比 ,都 使 
用 更 少 的 存储 空间 ,因此 是 处 理 大 规模 稀 朴 矩阵 的 首选 数据 结构 . 

上 述 两 种 存储 结构 都 适合 于 任意 希 朴 矩阵 ,而 对 于 非 零 元 分 布 特征 明显 的 结构 化 血 琉 
矩阵 ,还 可 以 设计 出 更 特殊 的 存储 结构 ， 例如 对 于 带 状 rl 2:0 0:3 4 

GERESARPOBES TRE AMAA LOR 7 8 
矩阵 ,可 以 将 每 条 对 角 线 元 素 按 一 维 数组 存储 ,采用 若 1 
十 个 一 维 数组 (可 能 还 需 少 量 辅助 信息 指示 对 角 线 的 位 st 
BE) RD] an A AL OS CE 3.1, RH, 0 
READ RAS GE BC 3-14 BAN TR ee ee ag 

‘FE 48 Bid 0 FE A RIYA 2X2 HSI 
* 105 ， 

 



  

对 于 大 规模 稀 朴 线性 方程 组 求解 问题 ,采用 稀 朴 抵 阵 存储 结构 是 非常 必要 的 . 

例 3. 18( 釉 政和 矩阵 的 存 情 量 ) : 假设 一 个 十 万 (105)7 阶 矩阵 4 包含 一 直方 (10s) 个 非 零 元 

索 ( 平 均 每 行 10 个 非 零 元 ), 罕 阵 元 素 采 用 IEEE 双 精 度 浮 点数 存储 , 试 分析 使 用 稠密 柴 阵 

存储 和 压缩 稀 朴 行 存储 分 别 需 要 多 少 内 存量 . 

〖【 解 〗 一 个 IEEE 双 精 度 浮 点 数 占 8 个 字 节 ，,-- ERE 整 型 数据 占 4 个 字 节 . 因此 ， 

FAB a EE A BFE 8 10° X 10° =8 X 10" 80GB; Mm KA CSR 格式 ,二 

个 数组 的 长 度 分 别 为 10 .10 和 10 ,而 且 后 丙 个 数组 为 整 型 数组 ,因此 总 存储 量 为 8X10 一 

4X105 十 4X10: 一 12.4X106=z12.4MB， 

SK FA St Oe ES RE SRA DERE KM RRR 

ME SNE RFC N BR RBS ERA HER — HE, AMAA Wie 

不 能 直接 访问 到 某 个 矩阵 元 素 ， 不 过 ,单独 访问 一 个 矩阵 元 素 的 [xx xX x x 
操作 很 少 遇 到 ,常见 的 矩阵 加 法 ,矩阵 向 量 乘法 .高 斯 消去 过 程 等 x x 
ZAMRY Ril] -- RAGE. ALKRTRRKEARREHH * 冯 
可 能 设计 出 高 效率 的 算法 . — 闪 

例 3.19 (高 斯 消去 过 程 的 十 入 )， 假设 稀 上 路 矩阵 4 的 威 尔 金 “ 同 315 TERE tS 
琳 图 如 图 3-15 所 示 , 试 分 析 用 高 斯 消去 过 程 对 4 进行 * 原 地 工 BA Se 
作 ” 的 LU 分 解 ,4 的 非 零 元 分 布 会 有 什么 变化 . 

【 解 】 按 高 斯 消去 过 程 的 步骤 ,矩阵 非 零 元 分 布 图 的 变化 情况 如 下 ， 
x KX X X” x xX x x K KX & x Mx XK xX 

x x | x xX 办 ®@ x x © @ x x © @ 

xx . | x x | >x x 四 | x x @ 
x | x x x © @ 

eA HIT S SARS 5c, ER PR ARK. 

从 例 3. 19 看 出 ,对 于 稀 朴 矩阵 进行 高 斯 消去 过 程 ,会 新 增加 一 些 非 零 元 ,它们 被 称 为 填 

入 元 人 fill-in), 这 种 现象 称 为 填 人 现象 . 由 于 稀 朴 矩阵 一 般 只 存 非 零 元 , 填 人 元 必然 造成 称 

朴 矩 阵 存 储 结 梅 的 更 改 ， 而 且 , 填 人 使 得 矩阵 的 稀 玻 度 降 低 , 进 而 增 大 线性 方程 组 求解 的 计 

算 量 ， 针对 稀 琉 线性 方 称 组 的 直接 解法 ,一 方面 要 改编 一 般 的 求解 算法 使 之 适应 稀 榴 矩阵 

的 存储 结构 (避免 与 零 元 素 有 关 的 运算 ), 另 一 方面 要 尽量 碱 少 填 人 元 ,避免 随 着 消去 过 程 的 

进展 存储 最 和 计算 量 增长 太 多 . 最 后 为 了 保证 数值 稳定 性 ,一般 还 要 进行 选 主 元 . 

针对 稀疏 矩阵 数据 结构 的 算法 设计 以 及 多 芍 线性 方程 组 直接 解法 的 各 种 技术 超出 了 本 

书 的 范围 ,其 中 一 些 内 容 仍 是 当今 的 研究 前 沿 . 对 此 感 兴趣 的 读者 可 参考 [11]. 

3.6.2 MATLAB 中 的 相关 功能 

MATLAB 软件 以 矩阵 计算 的 功能 见长 ,其 中 实现 了 很 多 线 放 方程 组 求解 算法 ,也 包括 

针对 稀 玻 矩阵 的 直接 解法 , 在 MATLAB 中 , 竹 阵 有 利 密 和 稀 琉 两 种 存储 方式 , 笛 密 存储 方 

式 即使 用 二 维 数组 的 数据 结 梅 , 而 稀 政 存储 方式 则 使 用 压缩 稀 玻 列 格式 ,两 种 存储 方式 的 

矩阵 可 通过 命令 相互 转换 ,它们 以 相同 的 方式 支持 一 般 的 矩阵 操作 与 运算 ,只 是 内 部 算法 会 

对 两 种 情况 区 别 对 待 . 
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下 曾 列 出 一 些 与 稀 朴 矩阵 有 关 的 常用 命令 . 

(1)》 命令 whos 显示 系统 中 所 有 变量 的 信息 ,可 区 分 出 采用 稀 琉 和 抢 阵 存储 方式 的 矩阵 ， 

例如 : 

>>WwWhos 

Name Size Bytes Class Attributes 

A 2x3 48 double 

sA 2x3 52 double sparse 

执行 结果 表示 sA A AE FRG wa AY BE PE TTA RF 

(2) 命令 nnz 统计 甜 阵 中 非 零 元 的 数目 ， 例 如 : 

>>nnz{A) 

ans= 

3 

〈3) 命令 find 给 出 所 有 非 零 元 的 信息 例如， 

>> [ij sj=find (aA) 

输出 的 三 个 向 量 ij、s 分 别 表示 非 零 元 的 行 编 号 . 列 编 号 和 数值 ,反映 了 BY = 

元 组 表示 方式 . 

(4) 命令 spy 显示 和 抢 阵 的 非 零 元 分 布 图 ,显示 的 结果 类 似 于 图 3-13. 

(5) 命令 sparse 将 一 个 矩阵 转换 为 稀 朴 矩阵 表示 ,例如 : 

>>S= Sparse (A) 

而 命令 full 则 进行 相反 的 操作 ; 

>>&- fol1145) 

(6) 命令 sparse 还 可 创建 大 规模 的 稀 朴 矩阵 ,例如 执行 命令 

>>S=sparse(i, j, x, m,n} 

CERT m Xn HS TT ijox AS A EE BS eT S AS A 

Ad. CART A= eet ARRIBA RARH. 

(7) #8 spdiags SII MIF SAPHEEVARRAVTRED RAE , Bon 

>>S=spdiags([abc], [-101], n, n); 

BERS aXn HRM eb cM SAHARA LMR, —10 11 

应 地 指示 了 这 三 条 对 角 线 离 主 对 角 线 的 距离 . 

《8) 命令 speye(mn) 生 成 一 个 Xz 的 单位 阵 , 采 用 稀 蚊 矩阵 存储 方式 . 

(9) 命令 sprand 生成 随机 的 稀 朴 扼 阵 ， 如 果 输 人 参数 为 一 个 稀 朴 矩阵 ,如 sprand(S)， 

则 返回 值 为 非 零 元 分 布 与 S 相 同 的 一 个 矩阵 , 盾 阵 非 零 元 的 数值 为 0 一 1 之 间 的 均匀 分 布 随 

PL. MRBA SAP IB E AH density), MM sprand(m, n, density), MAR—Th mXn 

B56 BE , SOAR TC RAL) AH PE Bc BAW density Xm Xn. 

《10)》 要 计算 一 个 稀 朴 和 振 阵 4 的 稀疏 度 (sparsity), 可 执行 下 面 两 行 命令 ， 
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>>density=nnz (A) /prod(size (A)}; 

>>sparsity=1-density 

(11) 羯 断 稀 蔬 带 状 矩 和 A AOE CD BOR PIES 7c RB EMAAR ABA. 

可 执行 于 商 两 行 命令 : 

>> (i, j]= find(Aj; 

>> hal f_bandwidth=max(abs(i-~j)) 

其 中 find 命令 返回 两 个 向 其 ,分别 记录 非 零 元 的 行 编号 和 列 编号 ， 

在 MATLAB 中 ,将 多 种 线性 方程 组 直接 解法 集成 在 … 起 ,提供 了 一 个 简单 的 反 斜 线 运 

等 符 “\”( 同 命令 mldivide) 实 现 线性 方程 组 的 求解 . 例如 要 解 方程 4x 一 ”执行 命令 

>> x= A\b; 

即 可 . Pb RPE ROR Bie AA St b STEAM RBRM. AT 

达到 最 高 的 计 竺 效率 , 反 斜 线 运 算 符 的 内 部 算法 会 自动 判断 矩阵 的 类 型 ,然后 采用 不 同 的 算 

法 求解 . 表 3-3 列 出 * 反 斜 线 " 求 解 器 针对 各 种 类 型 矩阵 所 采用 的 不 同 算法 ， 

表 3-3 “RMR RRRM AMM SER 
  

  

  

  

  

ERE AGE INF LIE MUE 求 解 算 法 
PRIOR. Ft Hae 2 ST BR LS BAS 
mee eRe 部 分 选 主 元 的 带 状 矩阵 LU 分 解 与 回 代 (LAPACK 软件 包 ) 

LS AF = asa 回 代 法 或 前 代 法 
ae = AS A PR wa 重 排序 后 用 同 代 或 前 代 法 
  

通过 Cholesky 分 解 算法 检查 正定 性 ,对 恶 密 矩阵 和 称 玻 算 阵 
分 别 用 LAPACK 软件 包 和 CHRKOLMOD 软件 包 . 若 成 功 再 回 

代 求 解 , 若 稍 密 且 不 正定 ,使 用 选 主 元 的 对 称 矩阵 求解 算法 

(LAPACK 软件 包 ) 。 

称 密 的 上 黑 森 伯 格 (Hessenberg) 憩 阵 | 执行 高 斯 消去 变 为 上 三 角 矩 阵 再 回 代 求解 

对 称 矩 隆 ， 且 对 角 线 元 素 大 于 零 

  

  

    

    — OR TF BE eh RE PE nO FL BYE CUMPPACK Se 62) 
二 般 的 稠密 方 陈 部 分 主 元 LU 分解 (LAPACK 软件 包 ) 

ENEM OR DRA RD_EM. DEER SMRER 
ARTA 两 种 情况 
  

在 表 3-3 中 ,LAPACK 软件 包 是 著名 的 线性 方程 组 求解 软件 包 , 它 基本 上 包括 了 本 章 

给 出 的 所 有 算法 .CHOLMOD 和 UMFPACK 是 美国 佛罗里达 大 学 的 T. Davis 教授 于 

2004 年 左右 开发 出 的 稀 琉 矩阵 直接 解法 软件 包 . 关于 上 黑 森 伯 格 矩阵 、`QR 分 解 ,以 及 最 小 

二 乘 ,上 网 第 5 第 6 章 的 相关 内 容 . 

在 MATLAB 中 还 有 … 个 命令 linsolve, 它 的 功能 和 内 在 算法 与 算 符 “人 \” 完 全 一 样 . 傅 

令 lu 和 chel 分 别 进 行 第 阵 的 LU 分 解 与 Cholesky 分 解 ,它们 部 能 处 理 稠密 给 阵 和 称 下 抑 

阵 两 种 情况 ， 当 处 理 稠密 矩阵 时 ,Ju 的 崔 部 算法 主要 是 算法 3. 9,chol 的 内 部 等 法 是 算法 3. 10; 

对 于 稀疏 抢 阵 ,它们 分 别 使 用 UMFPACK 和 CHOLMOD 软件 包 的 算法 . 
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3.7 有 关 数 值 软件 

几乎 所 有 的 数值 计算 软件 和 程序 包 都 具有 求解 线性 方程 组 的 功能 .最 基本 的 功能 是 求 

解 一 般 的 实 系 数 稠密 线性 方 穆 组 ,有 些 还 支持 稀疏 线性 方程 组 的 求解 (例如 MATLAB). 在 

这 些 软件 中 ,求解 线性 方程 组 4&x 一 上 有 的 由 一 个 命令 或 程序 模块 完成 ,有 的 分 为 两 个 程序 

模块 ， -个 进行 答 阵 的 LU 分 解 , 另 一 个 求解 上 /下 三 角 方 程 红 .无 论 哪 种 情况 ,其 内 部 算法 

都 包括 了 答 阵 分 解 和 回 代 两 个 过 程 . 对 于 只 用 一 个 命令 实现 方程 求解 的 软件 , 输 人 数据 中 

的 右 端 项 # 一 般 都 允许 为 搜 阵 (二 维 数组 ), 以 便 对 含 多 右 兹 向 量 的 问题 进行 高 效率 的 求解 . 

表 3-4 列 出 一 些 广 泛 使 用 的 软件 中 进行 矩阵 LU 分 解 和 夯 代 求解 的 必 序 . 

次 3-4 数值 软件 中 求解 线性 方程 组 约 程序 或 命令 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

软件 ”程序 包 SEE HY LU 47 方程 求解 条 件数 估计 

FMM decomp solve 

HSL ma2l maZ1 - 

IMSL Iftrg Hsre lferg 

- LAPACK , sgetrf sgetrs : fp sgecon 

LINPACK sgefa ages] sgeco 

MATLAB lu \ rcond/condest 

NAG {07 adf f07aef f07agj 

NAPACK fact solve con 

NR ludcmp lubksb 

SLATEC sgefa sgesl sgeco         

其 中 ,LAPACK 和 LINPACK 是 求解 线性 方程 组 有 关 问 题 的 标准 软件 包 , 可 从 程序 库 

Netlib 中 获得 . 这 些 程序 基本 上 都 采用 了 部 分 选 主 元 技术 ,其 输出 结果 除了 解 向 量 ( 通 常 存 

于 右 端 项 上 中 7 和 和 抢 阵 分 解 因子 (通常 存 于 矩阵 4 中 ) ,还 可 能 包括 一 些 指示 错误 或 警告 的 

状态 标志 ,以 及 部 分 选 主 元 的 信息 . 有 些 和 矩阵 分 解 程序 还 同时 计算 殖 阵 的 行列 式 ， 在 

LAPACK 和 LINPACK 等 开源 程序 包 中 ,针对 不 同 的 抵 阵 元 素 类 型 有 不 同 的 方程 求解 程 

序 ,通过 程序 名 的 前 绥 吉 以 区 分 . s 表示 单 精度 浮 点 数 实数 ,d 表示 双 精 度 浮 点 数 实 数 ,c HK 

示 单 精度 复数 ,z 开 示 双 精 度 复 数 ( 这 些 包 中 其 他 称 序 也 遵循 这 一 命名 规则 ,在 本 书 其 他 各 

BE St Bat AR BGR). 

此 外 ,这 些 程 序 包 往往 还 提供 矩阵 条 件数 (或 其 倒数 ) 的 估计 ,相应 的 程序 也 列 于 表 3-4 

中 . 应 注意 的 是 ,条 件数 的 准确 计算 涉及 矩阵 的 道 ,MATLAB 中 使 用 命令 cend 计算 矩阵 的 

2- 范 数 .1- 范 数 以 及 ce- 范 数 条 件数 ,但 它 只 适合 于 较 小 规模 的 和 矩阵. 

表 3-5 列 红 一 些 针对 特殊 类 型 线性 方程 组 的 求解 程序 ,对 于 一 般 的 大 规模 和 朴 线性 方 

程 组 ,成熟 的 程序 包 或 软件 并 不 多 ,除了 3. 6. 2 小 节 提 到 药 UMFPACK 和 CHOLMOD( 已 

被 MATLAB 使 用 ) ,更 多 的 相关 资料 见 [12]. 
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RI5 求解 特殊 线性 方程 组 的 程序 
  

  

  

  
  

  

  

  

  

程序 包 对 称 正 定 和 矩阵 RT PRA SE ar AR Be BE 

HSL ma22 ma29 ma35 

IMSL Iftds/lfsds tftsf/Mssf lftrb/Lfsrb 

LAPACK spotel/spotra ssytrf/ssytrs || —ssgbtrf/sgbtrs 

LINPACK spofa/spos! ssifa/ssis] sgbfa/sgbsl 

NAG slact/sslove ifact/isolve bfact/bsolve 

NR cholde/cholst bandec/bandks 

SLATEC spofa/spos] ssifa/ssisl sgbfa/sgbsl       
  

Ff LAPACK #1 LINPACK WRB IREK BLAS SEF, FER SHR GR BIER 

重要 和 基本 的 . LINPACK 是 20 世纪 796 年 代用 Fortran 请 言 编写 的 标准 软件 包 , 已 成 为 比 

较 计 算 机 性 能 的 一 个 基准 程序 LAPACK 于 1992 年 开始 开发 并 不 断 更 新 ,是 LINPACK 

的 替代 程序 , 它 考虑 了 包括 并 行 计 算 机 在 内 的 现代 计算 机 多 级 存储 结构 ,一 般 情 况 下 上 比 

LINPACK 更 精确 .更 稳定 .更 功能 化 ,目前 的 许多 数值 计算 软件 都 以 LAPACK 为 基础 . 
BLAS 是 基本 代数 子 程序 (basic linear algebra subprograms) 的 英文 缩写 , 它 的 日 的 是 

针对 计算 机 体系 结构 设计 性 能 最 优 的 向 量 . 和 矩阵 苛 本 运算 ,从 而 使 调用 它们 的 高 级 程序 共有 

最 优 的 性 能 和 可 移植 性 . LAPACK 中 的 程序 基于 BLAS 子 程序 ,在 Netlib 中 可 获得 BLAS 

的 普通 版 本 ,许多 计算 机 制造 商 也 提供 针对 自己 系统 进行 优化 的 独特 BLAS A. ABT 

算 机 体系 结构 的 发 展 ,BLAS 也 在 发 展 , 它 和 连 基 包括 3 人 级 别 . 上 共有 不 同 计算 个 条 度 的 各 种 

矩阵 相关 运算 . BLAS 子 程 序 设计 的 关键 是 考虑 计算 机 层次 化 存储 结构 中 高 速 缓存 .向 量 

寄存 器 和 虚拟 角 存 等 的 不 同 特点 ,尽量 使 高 速 存 储 设 备 中 药 数据 得 到 充分 的 再 利用 . 表 3-6 

列 出 不 同 级 别 的 一 些 重要 BLAS 例 程 . 

惠 3-6 基本 代数 子 程序 BLAS 
  

  

  

  

级 别 计算 复杂 康 例 程 功 能 程序 来 源 

Saxpy HE el ek BE Dn te) 
1 O(n) sdot BT BEAR TOMS #539 

snrm2 Wa BY 2-7 

sgemv Gke— RRR 

2 OU? } strsv SADR ARR TOMS #656 

sger EER 1 HEB 

sgeram 56 -- 5 

3 On) strsm. 多 个 三 角 方 程 求 解 TOMS #679 

ssyrk 56 BE aK ke HEB         
  

# 3-6 , “TOMS # xxx” aK RR FRA) ACM Transactions on Mathematical 

. Software WAR CA 1.1.3 49). 在 各 个 BLAS 程序 中 ,3 级 BLAS 子 程序 的 数据 复 

用 情况 最 好 , 它 对 CO(2) 的 数据 项 完成 了 Do) 次 香 点 运算 ,因此 尽 可 能 地 调用 它 能 获得 最 

高 的 程序 性 能 ， 
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线性 代数 方程 组 的 求解 是 一 个 鼎 老 而 经 典 的 问题 ,甚至 可 以 说 是 数 信 计算 中 的 永恒 研 

究 课 题 . 

高 斯 消去 法 药 思想 最 早出 更 在 我 为 ,公元 二 世纪 成 书 的 《 九 章 算术 中 就 已 将 它 用 于 求 

解 线 性 方程 组 . 在 西方 ,高 斯 (Gauss) 于 1810 年 提出 的 简化 二 次 型 计算 的 公式 是 高 斯 消去 

法 的 雏形 ,严格 来 说 , 它 对 应 于 对 称 正定 矩阵 的 LDTF” 分 解 . 抢 阵 的 LU 分 解 的 雏形 是 由 雅 

FY EG (Jacobi) 提出 的 双 线 性 型 的 化 简 公 式 , 而 Cholesky 分 解 算 法 在 20 世纪 才 被 提出 ,再 

Benoit 于 1924 年 发 表 . 在 20 世纪 上 半 叶 ,研究 高 斯 消去 法 求解 线性 方程 组 时 的 含 人 误差 

E—-TBR ARR. Nah RRA AS - KS (von Neumann) AR (Turing) MMB 

oR FB (Householder) ARASH (Wilkinson) $A. BRET SHRARHMES, MKS 

森 系 统 地 分 析 了 线性 方程 组 直接 解法 中 伟人 误差 的 影响 . 

关于 选 主 元 高 斯 消去 法 稳定 性 的 争论 也 持续 了 多 年 ， 理 论 分析 表 明 ,部 分 主 元 方法 可 

能 是 不 稳定 的 ,甚至 可 以 举 出 一 些 例 证 . 但 大 最 的 实践 表明 了 它 的 有 效 人 性 ,甚至 可 以 将 它 用 

于 并 行 计算 . 目前 ,部 分 主 元 方法 已 被 广泛 用 于 科学 与 工程 计算 中 , 它 的 稳定 性 和 和 有效 性 经 

受 住 了 实践 的 检验 . 

很 多 科学 与 工程 问题 的 数学 模型 都 是 常 徽 分 方程 组 或 偏 微 分 方程 ,而 能 够 解析 求解 的 

问题 非常 少 . 在 绝 大 多 数 情 况 下 ,这 些微 分 方程 的 数值 求解 又 归结 为 线性 方程 组 的 求解 . 

实际 应 用 的 需求 从 一 维 、 二 维 简化 问题 逐渐 发 展 到 真实 的 三 维 模拟 , 久 此 待 求 解 的 线性 方程 

组 的 规模 也 越 来 越 大 , 带 包含 几 千 个 甚至 更 多 的 未 知 量 . 值得 注意 的 是 ,这 些 火 规模 的 线性 

方程 组 一 般 具 有 非常 稀疏 的 系数 矩阵 ,如 何 求解 它们 是 一 个 挑战 性 问题 . 对 于 稀 朴 的 大 型 

线性 方程 组 ,直接 解法 的 基本 思想 依 然 是 高 斯 消去 法 ,但 关键 在 于 控制 系数 年 阵 填 人 元 的 数 

量 , 以 及 利用 稀 柱 性 减 小 计算 量 . 在 这 些 算 法 中 ,往往 涉及 精巧 的 数据 结构 和 算法 技巧 ,还 

要 使 用 图 论 揭 知 识 和 算法 . 事实 上 , 现 有 的 稀 朴 线性 方程 组 直接 解法 还 不 能 潢 足 所 有 应 用 

问题 的 需要 ,但 与 求解 线性 方程 组 的 迭代 法 (将 在 第 4 章 介绍 ) 幅 比 ,在 准确 度 和 重 棒 性 方面 

直接 人 解 法 一 般 还 是 具有 优势 . 关于 稀疏 线 件 方程 组 的 直接 解法 可 参考 下 面 两 本 专著 ; 

» 1S. Duff, et. al, Direct Method for Sparse Matrices, Clarendon Press, 1986. 

* T. Davis, Direct Methods for Sparse Linear Systems, SIAM Press, 2006. 

FSET] T. Davis 89-7 A Beak http://www. cise. ufl. edu/~davis/ 1 ERS 

疏失 阵线 性 方程 组 真 接 解法 的 较 新 研究 成 果 ， 

对 于 嘉 正 具有 挑战 性 的 大 规模 稀 玖 线性 方程 组 的 求解 ,需要 结合 直接 解法 和 选 代 解 法 

两 者 的 优势 (例如 使 用 直接 解法 构造 迭代 法 的 预 条 件 ) ,这 已 逐渐 成 为 一 种 趋势 . 

【本 章 知 识 上 】 向 量 范 数 ; 三 种 向 量 范 数 的 计算 ;和 矩阵 的 算 子 范 数 ;三 种 矩阵 范 数 的 计 

算 ; 竹 阵 药 条 件数 ,病态 失 阵 ; 直接 用 高 斯 消去 法 解 线 性 方程 组 ;消去 矩阵 ;矩阵 的 LU 分 解 ; 

LU 分 解 的 充分 条 件 与 唯一 性 ;直接 LU 分 解 算 法 ;LU 分 解 的 计算 复杂 度 ; 基 于 LU 分 解 的 

线性 方程 组 求解 ; 选 主 元 的 作用 与 策略 ;部 分 主 元 高 斯 消去 法 :部 分 主 元 的 LU 分 解 ; 高 斯 消 

去 法 的 稳定 性 ;Cholesky 分 解 算法 ;Cholesky 分 解 的 应 用 ;三 对 角 线 性 方程 组 的 解法 ;对 入 

RSE EEA IK | MATLAB 中 有 关 线 性 方程 组 求解 的 命令 . 
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算法 背后 的 历史 : 威 尔 金森 与 数值 分 析 

EMM + BRS & James Hardy Wilkinson, 1919 年 9 月 27 日 一 1986 年 10 月 5 上 日) 是 

英国 皇家 学 会 院士. 著名 的 数学 家 、 数 值 分 析 专 家 . 威 尔 金 闲 的 成 就 主要 在 教 值 分 析 , 龙 其 

是 数值 线性 代数 方面 ,他 是 数值 计算 早期 理论 和 教学 软件 的 开拓 

者 和 商 基 人 ,也 是 建造 图 灵 ({(Turing) 设 计 的 ACE 计算 机 的 功臣 . 

RUSH F 1970 年 获得 “计算 机 界 的 诺 贝 泵 奖 " 一 一 图 有 奖 . 

威 尔 金 森 于 1919 年 9 月 27 日 生 于 英国 肯特 郡 的 斯 特 洛 特 

(Strood，Kent ), 在 剑 拆 最 负 感 名 的 “三 圣 学 院 ”(Trinity 

Coliege) 接受 了 严格 的 教育 ,成 绩 出 众 ,16 岁 的 他 获得 三 圣 学 院 

的 最 高 荣誉 Trinity Major Scholarship, MG % i& RA 4] HF 

KF. 1939 年 ,19 岁 的 威 尔 金 森 获 得 一 等 荣誉 奖章 从 剑桥 毕业 . 
由 于 第 二 次 世界 大 战 的 原因 ,他 随后 进入 天桥 数学 实验 室 的 军械 研究 所 《Armament 

Research Depatttiment) 工作, 研究 有 关 弹 道 的 数学 模型 和 教 值 计算 .1946 年 ,他 进入 英国 最 

著名 的 学 术 机 构 之 一 一 一 国家 物理 实验 宽 NPL 的 数学 部 ,协助 图 灵 设 计 ACE 计算 机 ,在 图 

灵 离 开 NPL 后 ,他 负责 该 项 目 , 于 1950 年 研制 成 功 ACE 计算 机 ,处 于 当时 的 世界 领先 水 

+. 感 尔 金森 长 期 担任 NPL 的 学 术 长 官 , 在 兴 PL 营 各 了 一 个 波 厚 而 民主 的 学 术 和 氛围 ,被 授 

予 “ 有 特殊 贡献 的 首席 科学 长 官 ? 荣 誉 称号 ， 1980 年 ,他 从 NPL 脖 休 后 担任 美国 斯 坦 福 大 学 
客座 教授 ,1986 年 不 幸 渍 道 , 

RR SRY ERM 

$e FE ES HE 1858 FR (Cayley Hw 4 MMM ARR EAMES MBE 20 

aH #7, 40 4K oe » EK E (von Neumann) .H. H. Goldstine, #37 ¥ *& 4 ( Householder) # 

人 提出 的 ， 计算 机 的 早期 开创 省 间 。， 诺 依 村 和 图 有 等 ,主要 关心 的 是 用 高 斯 消去 法 求解 大 

规模 线性 方程 组 时 舍 入 误差 的 累积 是 否 会 使 丫 果 误 差 很 大 - 在 这 一 点 上 ,开始 的 研究 结果 

是 非常 翡 观 的 ,但 不 久 上 后 计算 实践 惊人 地 表明 了 此 方法 的 稳定 性 和 准确 性 . 

威 泵 金森 提出 了 “向 后 误差 分 析 法 ”，, 系 统 地 研究 了 紫 阵 计算 的 误差 问题 ,对 ( 选 主 元 ) 高 

斯 消去 法 的 这 种 良好 特性 做 出 了 解 释 和 证 明 . 成 尔 人 金森 还 较 早 关注 稀疏 线性 方程 组 的 求解 

问题 , 采 甫 一 种 形象 的 方式 表示 短 阵 非 堆 元 的 分 布 迟 况 , 这 种 表示 被 称 为 " 咸 汞 使 森 图 ” KH 

尔 人 金森 的 学 术 思 想 和 贡献 主要 体现 在 三 本 专著 中 ,至 今 仍 有 很 大 的 影响 ， 

* J. H. Wilkinson, Rounding Errors in Atgebraic Processes, Prentice Hall 

Press, 1964, 

¢ J, H. Wilkinson, The Algebraic Eigenvatue Problem, Clarendon Press, 1965. 

CPA A, BPR TR a IE. CR EAL), a, AE th RH. 2001) 

« J. H. Wilkinson, C. Reinsch, Handbook for Automatic Computations, Voi. II, 

Linear Algebra, Springer-Verlag Press, 1971. 

BRERA FRAO. 200270 年 代 , 他 参与 并 推动 成 立 了 一 个 非 亚 利 的 

名 为 NAG(CNumerical Algorithtms Groupb Ltd ) 的 公司 ,目的 是 开发 和 推广 数值 分 析 和 统计 
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分 析 软 件 包 ,当时 NAG 的 大 部 分 线性 方程 求解 和 竹 阵 特征 值 计 算 方 面 的 程序 都 由 成 尔 金 

森 主 持 编写 .他 还 积极 参与 美国 阿尔 贡 (Argonnc) 实 验 室 NATS +4045 EISPACK RAM 

目 ,并 贡献 力量 ,后 来 EISPAC 关 软件 成 为 计算 矩阵 特征 值 的 著名 软件 . 

贞 于 成 尔 金森 在 发 展 数值 计算 技术 和 方法 上 的 杰出 贡献 ,他 在 1970 年 被 授予 图 买 奖 . 

他 在 围 灵 奖 颁 奖 大 会 上 作 了 题 为 “一 个 数值 分 析 家 的 若 手 意见 "(Sorme cornments from a 

numerical analyst) RH. SLA) RF 1971 #4 FH Journal of ACM FAL. 

% 2} 题 

0.6 0.5 

a= ie ol 

计算 本 的 co- 范 数 .1- 范 数 以 及 2- 范 数 ， 

2. 设 xE 疏 ,求证 : Ilx|lo<a ix lisa xi. 

3. HR PER BASH, VB |x| AR E-MBER. EX 

lel, = || Pell, 

HERA || x |, ZR LEM —APER. 

4, Be 

_ 2A Aq 

FPACR veya 一 + 28 cond(A).. #1 RAMA. 

5. 试 证 明 : 如 果 4 是 正 交 阵 , 则 cond(4): 一 1. 

6. 设 4, 且 所 及 ” ,证 明 : 

cond(AB) < cond{A)cond(B). 

7, RA=(Cay exe TRE, A a 天 0, 经 过 高 斯 消去 法 一 步 后 ,4 约 化 为 

an a 

[‘. i 

证 明 4 是 对 称 和 矩阵 . 

8. 设 4=(ai )nxw 蚌 对 称 正定 矩阵 ,经 过 高 斯 消去 法 一 步 后 ,4 约 化 为 

[ “] 

0 AJ 

(1) A KI ACH a POG =1,2,°5n); 

(2) Ay FES IE ERS. 

9. 2M, ABA KH SAGE, 即 
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| 

1 | 
M, = . 

Mera. 1 

  

Mink ] 

RUA: 4ij>k MH) MU Ee RODS BL RRB 行 和 

第 7 行 的 初等 交换 阵 . 

10， 试 推导 符 阵 和 的 Crout 分 解 4 一 上 上 台 的 算法 ,其 中 于 为 下 三 角 阵 ,f 为 单位 上 三 

Fae. 

ll, SERA BA Ux=d, RPU AnxXn MbEMmee. MOREE HE ORR 

法 次 数 ， 

12， 分别 采用 高 斯 消去 法 和 直接 LU 分 解法 对 下 述 抢 阵 进 行 LU 分 解 , 写 出 矩阵 了 

    

rl 1 3 121 1 1 
1 1 1 1 2 3 

12 2 2 2 2 2 
A= 10 4 —-l)], B=!2 5 2), C= » D= 

、 1 1 2 2 42 4 3 
2 —2 1 3 1 5 

ll 2 3 4 006 - 

13、 采 用 部 分 主 元 高 斯 消去 法 对 矩阵 

2 1 1 2 
2 3 

2 2 2 3 
和 一 |2 4 S|], B= 

42 4 3 
3 5 6 

lo 0 6 一 |   
tT LU AH. SHB AME LL AP. 

14. A.B.CH An Xn GHA BCAAR Pb Bn HOE. BHR 

x= B'(2A4+ ND(C!}+A)b, 

请 给 出 一 个 合理 .高 效率 的 算法 流程 . 

4 

| 2 10 
. B = 

4 8 

i) Cholesky 474. 

15， 分 别 计 竺 矩阵 

a=| 

16， 用 追赶 法 解 三 对 角 方 程 组 4x 一 ”其 中 

2-1 0 9 

一 1 2 一 1 0 

4 一 | 0 一 1 2 一 1 0|， 

0 0 一 1 2 一 1 

0 0 0 一 ! 2 

<
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wo
 

ee
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mn 
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e
 

19 

于 上 
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1?7. 王 述 抑 阵 能 否 进行 LU 分 解 ( 其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 , 避 为 上 三 角 阵 )? 若 能 分 解 ， 

那么 分 解 是 否 唯 一 ? 

1 2 3 il 

sa 4 | -| 2 i. 

4 6 7! 33 1 
18. BR ACR’ "F257" te A RUE RA. 

(1) 对 和 矩阵 4 做 部 分 主 元 高 斯 消去 时 ,不 需要 交换 行 , 即 假设 经 过 类 一 1 步 消 去 后 矩阵 
AAEHA® = (a Vann CR=1L 2,021), Dl 

la |> fa], (s> 4). 

(2) 矩阵 4 AEA SH. 

上 机 题 

ti、 编程 实现 矩阵 的 LU 分 解 (算法 3. 5 或 算法 3. 6) ,以 及 回 代 和 前 代 过 程 ( 算 法 3. 2、 

竺 法 3. 7). 自行 构造 几 个 具 阵 和 已 知 解 的 特殊 右 端 向 量 进行 测试 ,验证 程序 的 正确 性 ， 

2. 编写 部 分 选 主 元 的 LU 分 解 和 高 斯 消去 法 程序 (算法 3. 9), 和 良 行 构造 几 个 矩阵 和 已 

知 解 的 特殊 右 端 向 量 进行 测试 ,验证 程序 的 正确 性 . 

3， 用 随机 给 阵 ( 即 咕 机 数 发 生 器 产生 矩阵 元 素 ) 生 成 用 个 线性 方程 组 , 取 已 知 解 的 特殊 

右 端 向 量 ,比较 不 选 主 元 和 部 分 选 主 元 高 斯 消去 法 程序 的 解 的 准确 市 、 残 差 和 运行 效率 . 

4， 编写 下 阵 的 Cholesky 分 解 程序 (算法 3. 10) , 想 办 法 构造 对 称 正 定 算 阵 和 对 称 不 定 

抢 阵 ,对 该 算法 进行 测试 ,观察 现象 . 

5 将 一 般 矩 阵 的 LU 分 解 算法 (算法 3.5) 加 以 修改 ,得 到 一 种 不 同 于 算法 3. 10 的 

Cholesky 分 解 算法 , 写 出 算法 伪 码 并 编程 实现 ,构造 对 称 焉 定 矩阵 验证 该 算法 的 正确 性 . 

6， 编 程序 生成 Hilbert ORE H, CG 3.4), UR n RAR bx KP x PAO 

都 是 1 的 向 量 . 用 Cholesky 分 解 算法 求解 方程 下 一 得 到 近似 解 三 ,计算 残 差 一 五 一 

Hi MiR# Ax=k—x Hoo- FER. 

(1) Hr=10, +H Il rll.. | Axia. 

(2) EAR | A 10” RR RE EH ARE ER. 

(3) BRZE n AH 8 A 12. RRA IR || ||. Ax |] oA. 通过 

IX PSE OE AAT 4+ A ta)? 

7, PERE 3.11 RS—-+RRALMHRADRAHES AULAFP RRA. mR 

进行 部 分 选 主 元 ,程序 应 如 和 何 修改 ? 构造 例子 ,说 明 部 分 选 主 元 得 到 的 解 更 加 淮 确 . 
0.1 02 03 i 

38.〈1) 证 明和 矩 阵 4 一 |0.4 0.5 O6/ 4H. He= ,给 出 方程 组 4x 一 卢 的 解 集 . 

0.7 0.8 0.9 0.5 

(2) 假设 计算 精确 ,如 何 用 选 主 元 的 高 斯 消去 法 求解 这 个 方程 组 ,程序 将 在 和 何 处 中 断 ? 

《3) 由 于 矩阵 的 元 素 不 能 用 二 进 制 浮 点 数 精 确 表 示 :, 当 矩阵 存 人 计算 机 后 不 一 定 是 奇 

异 的 ,这 样 用 高 斯 消去 法 就 不 一 定 中 断 . 用 高 斯 消去 法 的 程序 在 计算 机 上 求解 这 个 方程 组 ， 

将 计算 结果 与 41) 的 解 集 进行 比较 . 另外 如 果 有 计算 矩阵 条 件数 的 程序 ,看 看 矩阵 4 的 条 件 
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数 是 多 少 ,得 到 的 解 有 几 位 精度 。 

9. 根据 3. 6. 2 小 节 , 熟 悉 MATELAB 软件 的 有 关 命 令 ， 

10. 从 下 述 网 站 下 载 2 一 3 个 较 大 规模 的 稀 朴 答 阵 数据 ,自己 编写 MATLAB 读 人 程 

序 ,然后 使 用 MATLAB8 求 解 线 性 方程 组 ,报告 求解 的 计算 时 间 . 

(1) http://www. cise. ufl. edu/research/sparse/matrices/ 

(2) http; //math. nist. gov/MatrixMarket/ 
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第 4 章 线性 方程 组 的 迭代 解法 

第 3 章 讨论 了 线性 方 释 组 的 直接 解法 ,包括 部 分 主 元 高 斯 消去 法 .直接 LU 分 解法 、 楚 

列 斯 基 分 解法 .追赶 法 等 ,这 些 方法 适合 于 系数 矩阵 为 稠密 矩阵 或 特殊 结构 务 玻 矩阵 (如 带 

状 矩 阵 ) 的 情况 ， 对 于 较 一 般 的 大 规模 稀 耻 和 矩阵 ,站 接 解 法 需 考虑 填 人 现象 ,相应 的 算法 设 

计 非 常 复 条， 而 且 由 于 填 人 往往 使 爷 阵 随 求解 过 程 逐 渐变 得 稠密 ,导致 巨大 的 计算 时 间 与 窜 

闻 开 销 . 另 一 方面 ,采用 二 接 解 法 能 得 到 比较 准确 的 解 ,但 它 并 不 适合 于 某 些 对 计算 时 间 要 

求 高 ,而 对 准确 度 要求 不 商 的 场合 . 

本 章 介 绍 求解 线性 方程 组 的 迭代 解法 , 它 在 某 些 情况 下 能 弥补 直接 解法 的 上 述 不 足 . 

我 们 先 讨论 三 种 基本 的 工 阶 定常 多 代 法 ,然后 简单 介绍 一 种 非 固定 略 式 返 代 法 一 一 共 斩 梯 

RE RABE PERK CR, ERR CIMA RRR. 

4.1 选 代 解法 的 基本 理论 

本 节 先 介绍 求解 线 忻 方程 组 的 选 代 法 的 基本 概念 ,然后 针对 工 阶 定 常 迭代 法 对 收敛 性 

和 收敛 速度 进行 讨论 . 

4.1.1 基本 概念 

与 求 钥 非 线性 方程 的 选 代 法 -- 样 ,这 里 讨论 的 迭代 法 也 基 通 过 一 个 近似 解 序列 (每 个 近 

似 解 为 一 个 向 量 ) 
xe? xe? 2 yx? ao 

KE ABU Ea x. RRR CE eH MK KAA RRA 

定格 式 选 代 法 [stationary iterative method)， 类 似 于 不 动 点 选 代 法 , 考 虐 到 与 原始 线性 方程 

组 的 等 价 关 系 以 及 每 一 步 选 代 的 计算 量 , 解 线 性 方程 组 的 固定 格式 选 代 法 一 般 具 有 如 下 较 

简单 的 形式 : 

2 = Bx? +f, (k= 0.1,°), (4,1) 

EY BARRE MHRA SHSM. BRE MER DPA 

Ur AE EER AL BE RAR. 81 BPS x“? RB — SR, 

“定常 ? 指 和 迭代 计算 公式 中 的 矩阵 与 向 最 在 和 迭代 过 程 中 保持 不 变 . 下 面 给 出 算法 描述 . 

算法 4.1;, 1 阶 定常 迭代 法 

‘i A: x' ,B,£; fii: x. 

While Ai CU MRE do 

x:~ But £; 

End 
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4.1.2 1 阶 定常 迭代 法 的 收敛 性 

对 于 1 阶 定常 选 代 法 (4. 1) ,要 使 其 迁 代 收 伍 的 解 是 原 方程 4x 一 加 的 解 , 则 必须 满足 如 

FSR: 
Ax = bx = Brt f, (4, 2) 

RAS RH RRS ACR AAR. 我们 关心 的 阿 题 是 : 由 迭代 法 (4. 1) 得 到 

的 近似 解 序列 fx } 是否 收 伍 ? 如 果 收 和 伍 , 它 的 收 和 伍 速 度 如 何 ? 

设 淮 确 解 为 Y* ,近似 解 的 误差 为 
和 = x” —y¥*, (k= 0,1,°*), 

考 碟 到 x ”满足 方程 Y = Bx +f. 

eth = yD _ yt = By 一 Br 一 了 Be， (一 0,1,…)， (4, 3) 

公式 (4.3) 是 误差 的 递 推 关 系 式 . 因此 ， 
e? = Bre, (4, 4) 

— ROGERS AO BRE LM ERERERR REAR RPA BR 的 极限 为 

EG PE, BD BY ———> 0. 
为 了 严格 地 讨论 这 个 问题 , 先 补 充 有 关 矩 阵 序列 极限 与 谱 半径 的 一 些 知 识 . 

1、 预 备 知 识 

SE 4.1; RH AY 一 (ea 史 ) 生 及 天 一 0,1,… 形 成 一 个 矩阵 序列 ,矩阵 航 一 (ay ) € 
Rr HA 

tima,? Sayr Cisf = 1,4) 

IU ER RUA? ARF A, 记 做 lim4” =A, 

MSE SC ob, aE PP AP A BR a TR RE A. I A RT 

限 的 定义 (定义 3.8) 完 全 相似 . 

直面 通过 斤 个 定理 说 明 朋 矩阵 的 算 子 范 数 判断 矩阵 序列 收 伍 性 的 重要 结论 . 首先 介绍 

符 阵 范 数 的 等 价 性 , 它 与 向 量 的 范 数 等 价 性 (定理 3.7) 完 全 类 似 . 

定理 4.1: 存在 常数 cl ,cs >0, 使 对 任意 4 各 R"x" 和 任意 一 种 算 子 范 数 |，|‖|,, 有 

Cy |All. < IA. <e | A 2. 

【证 明 】 由 定理 3.7 ERR dd, > 0,0 XE R’. fi d, lx] o< || x <a, 

| = Il > » 则 

d, || Ax ||. — ||Acll, — @ || Ar |. 
d, || Ax |} wo < || Ax |], < dz || Ax || => =< < 。 1 | Ax I |] Ax |j 2 || Ax || dixie Ix]. “wiele 

I MR x a TAS Ts i mk LAR} th CAL NA ll eS 

  

d, Ax lla 
A (ss lA <7 Tete 

SOW TUE | AI SDA BaF SW 
2 2 1 

|All. < ||All,<e. WAll.. 

SE 4.2, BAY = Cai? JER™, £=O0,1,°",A= Cay ).€ R™“", WiimaA’ =AS 
owe 

  a, <FiAl.. 
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lim || A ~All, =0, || + I REEMA TER. 

CHEB EEA Ze oo ARCHER AY FL FS A 9 TH. 
先 证 -方向 的 命题 : 已 知 lm4ew =A, BEB lim || AY —A || .=0. 

央 为 lim4 多 一 全, 所 以 Ye>>0, 或 >>0, 3N。 ,使 得 对 所 有 A> Ni。 ， 

| 多 一 ay | < 宝 二 人 一 1 

ABZ IR N= maxN y UR PA R>N Fi lal? ~ay |< 

DT | ai may les = 1am) 

=> max >) | ay’ —ayl<e, a | AP -Allo <e, 

根据 这 个 =-N 命题 ,说 明 Jim | A® A |. =0, 
一 方向 命题 的 证 明 , 即 已 知 lm | he —A || 一 0, 要 证 lim4w 一 4, 作 为 思考 题 久 给 

i. 
LE RE TLL OE GEE 41) A 

ec hAa® Ala < |A% All, <a AP Aller (ever > 0) 
Slim | A® —A |) -一 0, 则 人 = 时 ,cl 4Aw 一 人 人- 和 < | 4Aw 一 4 人- 的 极限 均 为 0, 根据 
序列 极限 的 知识 ,可 推出 lim || 4w 一 全 上 ,一 0、 反 过 来， 

+I A® All, < | ae -At. <i ja” —All,, 

#lim || AY —A || .=0, AER] lim || AY —A ||. =0, DASRESRAA. 综 上 所 述 ， 

定理 4. 2 得 证 . 

关于 定理 4.2, 可 将 它 与 第 3 章 的 定理 3. 8 做 比较 ,后 者 讨论 的 是 向 量 序列 收 伍 的 等 价 

条 件 ,两 者 的 结论 一 致 . 

定理 4.3: lima® =ACK BK x€ RAPA lima” x= Ax. 

这 个 定理 的 证 明 思 路 是 根据 矩 媳 序列 .向量 序列 收 伍 的 定义 ( 即 各 分 量 对 应 的 实数 序列 

的 收 往 性 ), 然 后 选取 合适 的 x 可 简化 证 明 过 程 , 详 细 过 程 留 给 感 兴趣 的 读者 思考 . 应 注意 

的 是 ,定理 4. 3 给 角 了 和 抢 阵 序列 收 伍 的 另 一 个 等 价 条 件 , 这 个 条 件 对 向 量 序列 来 说 是 不 具 

备 的 . 

下 面 介绍 矩阵 谱 半径 p(4) 的 定义 . 

Ex 4,2; 设 矩 阵 ACR’ HPPA A, G=1,- RK 

p(A) = max | A; | 
lice 

为 和 BD tb-# 4% (spectral radius). 

$Y 4.1 (56 BEA EE AR). Ok FEN BEB: 

1 0 0 

0 1 | 

0 一 1 1 

A= 
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CRE] 先 根 据 行 列 式 det(C 一 4) 一 0 列 出 特征 方程 为 

(一 JJ)LA 一 1)2 十 1]=0， 

困 此 和 矩阵 特征 值 为 和 :一 1 一 1 十 ia 一 1 一 ?， 这 里 守 表 示 碟 数 单位 . 根据 谱 半 径 的 定义 得 ， 

ptA)=/2. 

下 面 的 定理 给 出 谱 半径 的 性 质 . 

SEH 4.4. GK ACR’, fll 

《1) 第 阵 4 的 谱 半 径 不 超过 4 的 任 一 种 算 子 范 数 , 即 p(4) 委 141. 

(2) BA ARM EH .M |} A ll, =p(A). 

结论 Ci) 的 证 明 很 简单 ,只 需 考 虑 矩阵 算 子 范 数 的 几何 意义 与 特征 值 的 含义 结论 (2) 

的 证 明 需 利用 定理 3. 10, 具 体 过 程 留 给 感 兴趣 的 读者 思考 . 

TE 4.5.12 B=(,.ER St limB’ =O © p(B) <1. 

JE et AY EB Gf ES EF EB OY XE A th i 

i. B= XAX APA AB ME AAR AE. ll BY = XA‘*X”’ , 4B SS BR (Bt } 

的 极限 为 零 矩 阵 等 价 于 4 人 一 -O, EMSA OBAMA CANE 1, 80 pC BD< 
1， 完整 的 证 明 过 程 癸 给 感 兴趣 的 读者 补充 ,也 可 以 参考 文献 [ 8 上 

2.、1 阶 定常 选 代 法 基本 定理 

定理 4.6(1 阶 定常 选 代 法 基本 定理 ): 设 有 1 阶 定常 迭代 法 
xed 一 再 的 +f; {k= O,1.°"); 

FOP I— BOSE Bt Fe PE WU RS EE a ARIE A BK SR {x} AR OY FEE 

Felt RIBS pC B)<1. FB APA x ) RR x ET x= Bat f OE — HR. 

【证 明了 SCUERA EAP HE. BPE 0 B)<1, WEARER x. 1 Bre ERK 

fi FFB {ac} Wr 

HT I-B AIA RR. WR x= Bet f AE x CRE RT p< 

的 条 件 推出 ). 设 
eD = xP x", (h=0,1,-*), 

MIsh (4, 4) AR Se BD ee = Bre 由 定理 4.5 Ml, limB* =O, 结合 定理 4. 3 HE Hi lime = 

Bll fea] EPA x? BY x. 

POUT AE PE. BR Ba (5 EE x SR OY HEA pC B) <1. 

设 limx” 一 x" ，, 易 知 x "是 方程 x 一 Br 十 了 的 唯一 解 ( 由 于 了 一 时 非 坷 异 ), 因 此 对 任意 

x”, AES OO RY SP — Be’ 0，( >oo)， 根 据 定 理 4.3 得 出 » lim BY =O, RHE 

ce FE 4.5 98, 0(B) <1. 

KF x 是 方程 x Brxt+ f HE -RHEVNCBSELRIERY AER. 

对 这 个 定理 说 明 几 点 : 

*。 定理 的 结论 是 对 任意 的 万 值 “迭代 法 都 收 仿 , 它 是 一 种 全 局 收敛 的 概念 . 

*。 定理 的 一 个 前 提 条 件 是 JI 一 旦 为 非 奇 贷 和 扼 阵 ,这 很 自然 也 很 重要 , 它 反映 了 和 迭代 法 是 

通过 对 方程 &x 一 旅 等 价 变换 得 到 的 ,而 4 非 奇 异 . 而 及, 若 这 个 条 件 不 满足 ,无 法 证 

明 必 要 性 (考虑 号 一直 了 一 0 的 情况 )》. 

*。 注意 定理 给 出 了 充 要 条 件 , 因 此 可 通过 迭代 和 矩阵 的 特征 值 ( 谱 半径 ?判断 1 阶 定常 挝 
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代 法 的 收敛 性 ， 
例 4. 2( 选 代 法 的 收 伍 性 ), 迭代 法 解 线性 方程 组 的 递 推 公式 为 

xe a By ‘® +f, Ck a 0,1,…)， 

0 2 5 、 其 中 了 =| 。 ,7 | 。 |, 试 淹 断 该 选 代 法 的 收 敏 性 - 

C4] AX.I-B HARE BASE BREN E detQl—B)=1’--6=0, RK 

eB) =J/6>1. RPE 4.6 MERAY AERA. 

下 面 的 定理 给 出 了 选 代 法 收敛 的 充 分 条 件 . 

定理 4.7: 设 待 求解 的 线性 方程 组 为 x 一 Br 十 了 ,对 应 的 1 阶 定常 和 代 法 的 计算 公式 为 
xO 一 到 xz 4 Ff, (k= Oke) 

BORA FIM | BI! 一 9<1, 则 
C1) 1 BERRA FER co BAR, 

(2) || x®—x" |< lle? —x' ||, Rx’ RAPE EAR 

(3) || x®—x" |] <3 | ze x | 

大 

(4) | x 一 x || <5, J xP x |, 

利用 定理 4.6 以 及 谱 半 径 与 算 子 范 数 的 关系 ,很 容易 证 明 出 结论 (1). 而 对 结论 (27 一 

(4) ,利用 算 子 范 数 的 人 性质 也 不 难 证 明 ,其 中 结论 4) 与 定理 2. 4 的 结论 非常 类 似 , 可 通过 类 

比 来 一 后记 忆 . 具体 的 证 明 过 程 留 给 感 兴 趣 的 读者 思考 . 

定理 4.7 的 结论 (3 说明 相 邻 解 之 差 的 若干 倍 是 选 代 解 误差 的 上 上限. 这 相 邻 解 之 差 构 

成 了 第 2. 4. 3 小 节 讨 论 过 的 所 谓 “ 误 差 判 据 ”, 这 里 的 不 同 之 处 只 是 用 向 最 范 数 代替 了 标量 

的 绝对 值 ， 当然 ,实际 应 用 中 为 了 处 理 ‖ xx” | 关 0 情况 , 常 使 用 相 邻 选 代 解 之 差 的 相对 量 

作为 选 代 的 判 停 准 则 ,例如 ， 

! x — xe <a. (4.5) 
| xz2 1 

但 是 当 9=*+ 时 ,定理 4.7 结论 (3 中 的 T 六 1, 上 述 判 据 变 得 不 可 车 与 求解 非 线 性 方程 

一 样 , 还 可 以 使 用 残 差 羯 据 , 应 考虑 相对 残 莽 (relative residual) 的 大 小 ,得 到 相对 残 差 判 据 : 

| b= Ax | 
16 < ep. (4, 6) 

相 比 式 (4.5), 式 (4.6) 的 计算 量 大 一 些 . 在 线性 方程 组 的 迭代 解法 中 使 用 何 种 判 停 准则 ,应 

考虑 算法 效率 、 待 求解 问题 的 特点 等 因素 ,而且 还 常 指 定 最 大 选 代 次 数 ,防止 算法 不 收敛 造 

成 的 “ 死 循环 ” 

4.1.3 收敛 阶 与 收 生 速度 

从 数学 理论 上 来 看 ,本 章 讨论 的 迭代 法 与 求解 非 线 性 方程 . 非 线性 方程 组 的 迭代 法 有 很 

多 相同 之 处 ,1 阶 定常 迭代 公式 (4, 1) 实 际 上 是 不 动 点 迭代 公式 (2.8) .公式 (2. 227 的 特例 ， 

这 里 讨论 的 迭代 符 阵 号 就 是 不 动 点 迭代 公式 (2. 22) 的 雅 可 比 第 阵 , 因 此 定理 4.6 和 

定理 2. 10 是 保持 一 致 的 .第 2. 3.4 小 节 介绍 了 不 动 点 选 代 法 的 收 敏 阶 , 其 概念 可 应 用 于 求解 
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线性 方程 组 的 选 代 法 ,只 需 将 近似 解 由 标 拔 变 为 向 蚊 , 并 且 遂 过 向 量 范 数 计算 误差 的 大 小 ， 

2M 4.3. GERRI} PCR  EKRRA ME x. FER RRS 

SOF, 
et j j . xt — x’ 

fin Sarge = im yor age pe oO 
BR AO, WRARD EE pe. ROAR A p. 

FRitit | MERBRAD MA Fe X--RPRARMERLHKMREORA. 假 

RERRH BK nm 个 特征 值 按 模 从 大 到 小 依次 为 

Lo>| ay [elas lee Bla. l- 

这 里 ,1 lA EAT REERERR. ATH REE BTA REA 

MEE nn ER BE IC AY PAE Dr Ek te zz oo ott » 

Bu; = Aw; Blu; = Atu;, Ci = Lye), 

  

将 初始 误差 et 用 特征 向 量 由 us ,… ,z& 的 线性 组 合 表示 ,so = 》 wui, 根据 式 (4. 3)， 第 
be 次 迁 代 解 的 误差 为 加 

e = Bre = SoBe, = iu (4.7) 

随 着 迁 代 步 的 增加 ,上 述 组 合 中 各 成 分 的 训 减 情况 如 表 人-1 所 示 ， 
赛 4-1 et 中 各 成 分 随和 迭代 过 程 的 户 减 情况 
  

成 分 一 
xe 第 一 个 成 分 第 二 个 成 分 第 ”个 成 分 
  

é a; aziz and ann 
  

  

e Abarth Abart, Mant 

          
  

SS ASP PEWS NS ABR A KNEE HH as | =p (BD. 
ABEL C4. 7) 88 He tim LE — acy, BD 1 Bs BEAR BE | Bree. 5k HE ae 

BG TEE St Re BRA MAME. RABBI SEE BM 

Bat 4] — APF. HRB eA 1, Re RR BO A ee ae A) Ue BD 1/10, BT RR EA EAR AE eR HE 
1 a OB) <5 

推出 
-1 1 >t -1 4. “之 jgup(B)  —logiop(B) 人 4 

它 说 明 p BR), —logice( BRK .k 就 越 小 . 因此 ,一 lcogiop( 吾 ?可 作为 蓝 画 1 阶 定常 选 代 

法 收敛 速度 的 一 个 量 . 

定义 4.4: HK R=— log p(B) WARK xO? = Bx 十 了 的 渐进 收效 达 BR OK 

i AL. 

从 公式 64.8) 还 可 以 看 出 Tog aa Cy 21 BER RAB BEBE AD 10 48 Br ie ARATE 
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数 ,或 者 说 在 极限 情况 下 近似 解 取 得 1 位 十 进 制 精度 所 需 的 选 代 步 数 . 因此 , 收 义 速度 
及 一 一 loglop( 呈 ) 就 是 极限 情况 下 一 步 选 代 所 到 得 的 十 进 制 精度 位 数 , 这 是 它 的 直观 含义 . 

最 后 强调 的 是 ,p(B) 是 衡量 1 阶 定 常 迭 代 法 收敛 性 的 关键 参数 , 既 判 断 是否 收 敛 , 又 决 

定 收敛 速度 - 

4.2 经 典 迭 代 法 

设 竺 求解 的 线性 方程 组 为 
Ax = b, (4,9) 

其 中 和 和 芭 "x" ,为 非 吞 异 矩阵 ,构造 求解 方程 (4.9) 的 1 阶 定 常 选 代 法 时 , 需 首先 满足 等 价 

Ste (4.2). ARO MIE AKA EAA A > Re” (splitting method), 
分 发 法 的 基本 思想 是 将 矩阵 4 分 裂 为 两 个 矩阵 之 差 的 形式 : 

”和 一 林 一 N， 

pee MASH. BA 
Ax = b@Mx — Nx = 63x = M 'Nx + M'b, 

& B=M 'N,f=M''b, WBE 1 RERBEREARCG. 1. 

TERA LASSE OM, ATS BIA RRR. BRAT RRR IE AE 

度 和 计算 量 两 个 方面 进行 分 析 . 考察 选 代 矩阵 
有 一 MIN 一 MTIOM -A) =1—-M'A, 

要 得 到 较 高 的 收 伍 速度 就 要 使 o(B) 尽 量 小 ,或 者 说 希望 旦 接近 于 堆 上 第 阵 , 在 某 种 意义 开 
1M=:*4, 另 一 方面 ,迭代 的 每 一 步 澡 计算 M IC(Nxm 一 g) ,因此 希望 以 对 为 系数 矩阵 的 方程 

易于 求解 (一 般 用 高 斯 淆 去 法 ), 即 在 某 种 意义 上 4z 为 很 简单 的 宅 阵 ,这 样 才 能 保证 每 步 的 
计 竺 萌 很 小 ,上述 现 方面 的 要 求 往往 是 相互 抵触 的 ,因此 选取 合适 的 失 阵 M 实际 小 是 很 困 

难 的 问题 . 
下 面 介绍 三 种 经 典 的 1 阶 定 常 选 代 法 公式 ,通过 它们 说 明 笋 法 的 具体 细节 ， 

4.2.1 FEW IRE 

为 了 描述 方便 , 先 以 3 阶 方程 为 例 给 出 雅 可 比 选 代 法 的 计算 公式 . 考虑 如 下 线性 方 

程 组 : 

Qn X1 FA, + A223 = bo. (4.10) 

Qn X, + a32%2 十 Q33Z3 = by 

设 系 数 矩阵 葛 主 对 和 角 元 均 不 等 于 零 , 即 as 天 0,i 一 1;2,3， 那 么 可 改写 上 述 方程 为 如 下 等 价 

Ex: , 

| 1 aya, baz; = & 

be x=- ¢ az 十 aszs) 十 守 an 
ai 

Xz 一 一 工 (aazi +anz) 十 鱼 . 人 az 
位 22 

n= 工 (oz 十 Az32X2 ) + bs 
a3 

ad 

* 119 。



  

根据 方程 组 C4. 11) 可 得 到 一 种 选 代 计 算 公 式 , 邯 将 “= "右边 的 未 知 量 刹 成 当前 迭代 步 

的 近似 解 ,两 “一 "左边 的 量 为 下 一 步 的 迭代 解 ， 

1 by 
xt? 一 一 一 ay xi? + ay3h” > ~~ 

ay ay 

1 已 > 
Tt 一 一 (aa 全 二 ez) 十 一. 《4. 12) 

822 22 

j 1 za 
xiP = (ay z+ Qa. z5° ) 十 一 

433 233 

5X FE 4S BU ERE a EL RAT ee (Jacobi 选 代 法 ,公式 (4. 12) 为 雅 可 比 和 迭代 法 的 分 量 迭 和 伐 

公式 . 

下 面 将 上 述 3 阶 方程 的 解法 推广 到 一 般 和 傅 况 , 先 把 系数 矩阵 4 写成 如 下 形式 

A=D-L-U, (4. 13) 

AG DL PRA a FAA LO. BS 3 eA 

@i1 总 0 0 0 ia) 一 CI — @Q43 

+ L= — a2 0 | 也 一 0 0 -o 

一 aal 一 az 0 Q 0 0 

0 az 9 

0 0 43 

WR a, ~0,R DAE, SS RRR. IDA, HE ERE MITRARH 
xP = DUCE +U)x 1 Db. (4.14) 

最 然 公 式 (4. L4G 1 Bre RARE AY BB 4. 1), BP = Be? + Sf, OE AY 

B=D(L+U), f—~D'b. HW KRREDR—-APORL, BRAS-M-N WEY 

M=D,N=L+U, FRA HET CEREMRRAR. 

算法 4.2: 雅 可 比 选 代 法 

tA: x,A,b; Ha: x. 

While 不 满足 判 停 准则 de 

y:=-x; 

For i=l, 2, ..., 7 

D= 

      

i-l r 

x, 2=(bi- 2 ass ¥s~ 2 1a47 了 5 lagi 
i* geit 

End 

End 

HT es WE Ue 2 I A EME EA BA) SPH 
公式 与 分 量 选 代 公式 (4. 12) 相 对 应 ,一 维 数组 》 记录 上 一 步 的 选 代 解 向 量 , 而 * 为 当前 解 向 
量 . 相 比 含有 和 矩阵 的 公式 (4. 14) ,根据 分 最 计 算 公 式 推导 算法 容易 得 多 . 若 4 为 稀 杖 矩阵 ， 
计算 z 的 公式 应 修改 ,只 需 按 行 遍历 矩阵 第 ; 行 的 非 零 元 ,无 论 哪 种 情况 ,每 步 选 代 的 计算 
量 都 相当 于 计算 一- 次 矩阵 与 向 最 的 乘法 ,并 且 计 算 中 不 改变 矩阵 人. 

4.2.2 高 斯 - 赛 德 尔 选 代 法 

我 们 仍 以 方程 (4. 10) 为 例 介 绍 高 斯 - 赛 德 尔 (Gauss-Seidecl) 和 迭代 法 ,也 简称 G-S BRK. 

假设 短 阵 对 角 元 az 天 0,i 一 1,2,3, 先 将 原 方程 改写 为 公式 (4, 11) 的 形式 , 则 G-S 选 代 法 的 
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分 量 迁 代 计算 公式 为 
1 by 

it 一 一 :一 人 人 Qy22?4+ ayzy?)+-4 
ay, ay 

wy —_ 1 i aw by 
Fe . — (aq, 2} 十 GzsTi ) 十 一- 。 (4,15) 

ax a22 

Cth) 1 Cet) Cat) by 
zy 一 一 (aux! + 3242 7 十 一 

Gaz &33 

公式 (4, 15) 与 区 可 比 迭 代 法 的 公式 (4. 12) 非 常 类 似 , 只 是 在 计算 下 一 步 选 代 解 的 第 二 、 

第 三 个 分 基 时 使 用 了 刚刚 计算 出 的 前 斤 个 分 量 ,而 不 是 用 前 一 步 选 代 解 中 的 和 值 . 这 种 在 计 

算 第 &T1l 步 近似 解 的 第 ;个 分 量 时 使 用 它 的 前 ;一 1 个 分 量 的 做 法 正 是 G-S 选 代 法 的 关键 
之 处 , 它 也 说 明 使 用 G-S 挝 代 法 需 按 从 1 到 :的 顺序 依次 算出 迭代 解 的 各 个 分 县 ， 

推广 到 一 般 的 情况, 仍 将 矩阵 4 写成 
4 一 了 一 上 一 局 ， 

则 与 分 量 先 代 烙 式 (4. 15) 相 对 应 ,Gr-S 迭代 法 的 选 代 放 算 公 式 为 
ze = DULY 十 Uxeo) 十 五 -1 (4, 16) 

AT HB AERED PBR. 1K. 1OSFS RUA DLA 
Dx! =: Lxitt) +Uxi# + b= (D-—E)x = Ux'* +b, 

AP D-LAMARAASH FABRE. BEER. MA 

xO = (DL) 'Ux" 十 (有 一 工 ) 015. (4.17) 

这 就 是 高 斯 - 赛 德尔 欠 代 法 的 矩阵 计算 公式 , 它 对 应 的 迭代 矩阵 呈 一 (也 一 工 )-D， 和 常数 向 量 

f=()- 工 ) bg，G-S 迁 代 法 也 可 以 通过 分 烈 法 来 梅 造 , 设 4 一 村 一 六 , 刚 对 应 的 朵 一 

D—-L,N=U. 

FMA ae - BRERA ARE. 

算法 4.3: 商 斯 - 赛 德尔 迭代 法 

输 人 : x, a,b; fii: x. 

While Him EFI PEA do 
For i=l, 2, ..., 7 

1- 卫 nh 

Xi :=(bi- Baiyx,- 3B aux) /aui 
el gout 

End 

End 

算法 4. 3 仍然 只 考虑 了 4 为 稠密 矩阵 的 简单 情况 ,对 于 稀 朴 矩阵 ,与 算法 4. 2 一 样 只 需 

遍历 4 的 非 零 元 . 与 雅 可 比 选 伐 法 相 比 ,G-S 迭代 法 不 再 需要 使 用 上 额外 变量 来 保存 上 一 步 

的 迭代 解 , 而 在 计算 量 上 两 种 方法 几乎 一 样 ,每 步 计算 相当 于 做 一 次 矩阵 与 向 量 的 乘法 ， 对 

四 矩阵 迁 代 公式 (4. 17) 还 可 以 看 出 ,按照 分 县 迭代 公式 得 出 的 算法 4. 3 世 简 洁 得 多 . 

例 4. 3(jJacobi 迭代 法 与 G-S 迭代 法 ): 用 站 可 比 和 迭代 法 与 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 求解 线性 

方程 组 

10 3 1) fx 14 

ls 10 ][=+|= 5} 
; 14 ‘4 3 10 
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其 准确 解 为 [1,1,1]】 , 设 定 迭 代 初 始 值 为 fo,0,0]" ,要 求解 分 量 的 误差 小 于 10 ， 
CM] 对 本 例 , 雅 可 比 选 代 法 的 计算 公式 为 

  

1 14 xi) = 32+ 2) +3 

ar = 一 cag 4 aay + 8 2 _ 10 ] 3 _ 10 + 

ab 1 4 
zy = 10 C xfP +32 ++ a 

经 过 8 次 迭代 算法 收 敏 ,近似 解 为 [1,0001,0. 9991,1. 0001] , 它 符 合 题目 中 的 误差 和 要求. 

采用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 ,计算 公 直 为 
aie a iB 《 32h? + zh 》 十 i 

+I 一 1 9 Geb? (ey 一 5 
|" 一 一 二 0 ay + 323 十 二 10， 

[a —_ ob { rTP Ba fktD ) + ia 

经 过 5 次 选 代 算法 收敛 ,近似 解 为 [0. 9998 ,0. 9998 ,1. 0001]. 

对 于 这 个 鲍 了 , 商 种 迭代 水 殉 收 敛 , 而 且 从 结果 看 出 高 斯 - 赛 德 尔 欠 代 活 蓝 比 用 雅 可 比 

迭代 法 收敛 快 . 

最 后 再 说 明 两 点 : 

《1) 如 果 改 变 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 的 分 量 计算 顺序 (例如 改 为 从 ?到 1), 可 推导 出 另 一 

种 选 代 法 . 特别 地 , 若 在 每 个 挝 代步 中 先 按 从 1 到 = 的 闫 序 计 算 一 遍 解 分 量 , 再 用 同样 的 方 

法 按 从 ”到 1 的 顾 序 计算 一 遍 , 则 得 到 的 迭代 法 称 为 对 称 高 斯 - 赛 德尔 方法 (简称 SGS 方 

法 ) , 若 矩 阵 4 对 称 则 这 种 方法 对 应 的 M 和 矩阵 也 是 对 称 阵 . 

(2) 与 高 斯 - 赛 德 尔 选 代 法 不 同 , 雅 可 比 选 代 法 在 计算 下 -个 近世 解 的 各 个 分 重 时 没有 

先后 顺序 之 分 ,比较 适合 并 行 计 算 ， 

4.2.3 逐次 超 松弛 人选 代 法 

逐次 超 松 弛 迭代 法 (successive over relaxation method, ##K SOR HRM) A SM-BHR 

尔 选 伐 法 的 推广 .下面 仍然 以 方 穆 (4. 10) 为 鲍 介 绍 其 分 量 计 竺 公式 . 

首先 看 G-S 选 代 法 的 分 量 计算 公式 ,例如 公式 (4. 12) 中 的 第 一 个 式 子 

(HLD 1 《和 ae by 
zy 一 一 一 (aizzi 十 az3 ) 十 一 ， 

ay ay 

这 里 使 用 符号 天生” ,以 便 与 后 面 将 给 出 的 SOR 和 迭代 公式 中 的 符号 相 区 别 . SOR 选 代 法 的 

BOE RIT RE? SRA i 的 加 权 平 均 ,得 到 下 一 步 选 代 解 
aft! = ada? tori”, (4,18) 

其 中 心 称 汶 松 弛 因子 (relaxation factor)， 娄 位 地 ,SOR 方法 的 分 基 计 算 公 式 如 下 : 

[af = eal? ta(— Sta — 222 4.) 
1) @)1 @1) 

xf? = 1 wz? +o(— Stain — Sage 4 2) (4, 19) 
Q22 ze 222 

gt? = () — gw) x +w(— 231 aed _ a2 ca 4 *) 

33 433 Qa 
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从 公式 (4, 19) 看 出 ,若松 弛 因子 we 一 1,SOR 和 迭代 法 就 是 G-S BRK. 4 w=0,SOR BR 
法 变 得 没有 意义 (迭代 解 不 会 变化 ). 

下 面 推导 一 般 情 况 下 SOR 迭代 法 的 公式 , 仍 使 用 如 的 分 解 式 人 (4. 13) ,与 分 量 和 迭代 

式 (4. 19》 相 对 照 ,得 到 以 下 公式 : 

x? = (l—w x” +o[D' bx“? + D Ux” + DB), 

Se RMA AR Daz 

Dret = (1 — w) Dx + wbx? + wx +b 

>(D—wh)x? = [1 —wW) D+toat x +ub, 

AF D-woh 为 对 角 线 元 宫 不 为 等 的 下 三 角 矩 阵 ,必定 非 奇 异 , 则 有 

x = (D— wh) "CO — w&) D+ oh ]x® + (D— wh) eb. (4, 20) 

根据 式 (4.20) 可 以 所 出 SOR 选 代 法 对 应 的 选 代 和 矩阵 B 和 向 最 了 .SOR 选 代 法 也 可 以 通过 

分 发 法 来 构造 , 先 改 写 公 式 人 4. 20 ) 为 

(本 [ 人 -oo 可 
设 4= 呆 一 N, 则 SOR 和 迭代 法 对 应 的 M=_D—L,N= (4-1)p4u. 

下 而 给 出 SOR 迭代 法 的 算法 描述 . 

算法 4.4: SOR 洁 代 法 

A: x,A,b,w; RH: x. 

While 不 满足 判 停 准则 do 

For i=1, 2, .--, n 

iri A 

= (l-w) x, +@(b;- Dai x,- x is X;)/ ais: 
you frie 

End 

End 

算法 4.4 SRK 4.3 LEH AAMT RAT o HARKS MHA BAER 

小 . 另外 注意 ,SOR 和 迭代 法 的 前 提 条 件 与 前 两 种 方法 一 样 ,都 是 矩阵 4 的 对 角 元 不 能 为 零 . 

而 且 SOR 方法 也 需要 按 从 工 到 = 的 顺序 计算 解 的 各 个 分 量 . 如 果 在 每 个 选 代步 中 先 按 从 1 

到 ”的 睫 序 计算 解 分 量 , 再 按 从 ”到 1 的 闫 序 更 新 -人 遍 解 分 景 , 将 得 到 对 称 SOR 方法 (简称 

SSOR 方法 ) ,对 于 对 称 的 些 拱 4 它 对 应 的 M 矩阵 也 为 对 称 阵 . 

高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 法 是 SOR 迁 代 法 的 一 个 特例 (对 应 于 w=1) ,其 计算 过 程 也 可 以 解释 

为 对 近似 解 欧 逐次 修正 , 即 

FP 一 了 和 0 十 (校正 值 ))， 和 一 12 5). 

下 面 根 据 公 式 人 4. 15) 来 说 明 这 个 “校正 值 ): "的 含义 ,看 第 二 个 分 量 的 计算 公式 , 则 

a a (校正 值 )。 = ain — zi? — 423 ri 4 oe 

22 a2 22 

1 一 Crl) (> (4) 
=~ Lee ~~ @a, 2] ~~ 432290 ~~ Bz3 24 i. 

22 

对 比 原 始 方程 中 的 第 二 个 方程 an zi 十 az zs ta,n Hh, EC RYNRRM HARES er 

AR: 
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- - ] r 

(REED. = La —anzt!? —anr® — ana? J 7, 
Qe Baz 

进一步 研究 发 现 , 一 般 地 有 (校正 值 ); 一 一 /as. 

对 于 SOR 迭代 法 , 它 只 是 在 上 述 公 式 中 "校正 值 ? 前 科 了 一 个 参数 ww, 即 

Zt? sogl? + a CREED, = ol 4+ Zt? — af?) 

一 《1 wal +aeh, 

最 后 这 个 等 式 与 公式 (4. 18) 是 一 致 的 ， 

枢 据 w 的 不 同 取 值 ， 有 时 对 SOR 方法 有 不 同 的 称呼 ,例如 w<1 对 应 于 低 松 弛 迁 代 法 ， 

而 w>1 对 应 的 是 超 松弛 迁 代 法 . 

例 4,.4(SOR JAK): 用 SOR 选 代 法 求解 例 4.3 中 的 方程 组 ,要 求解 分 量 误 盖 小 

Fio%. 

{#] SOR 选 代 法 的 计算 公式 为 

xi? = (=e) xi? +a(— axl” — bai? + Tf) 

zh? = wz? +0(— aay — Soa +3). 

rt = (l—@) xi” +a(- aa _ see 十 3) 

测试 几 种 w 取 值 的 情况 ,分别 如 下 : 

(1) 当 w=1. 1 时 , 选 代 6 次 方法 收 伍 ,得 到 满足 要 求 的 解 为 [1. 0005, 1. 0005， 
0, 9997 17, 

《2) 当中 一 0. 95 时 ,和 迭代 4 次 方法 收 伍 ,得 到 满足 要 求 的 解 为 [1. 0008,0. 9999， 

0. 9999]. 

(3) 当 w 一 0.6 时 ,人 迭代 9 次 方法 收敛 ,得 到 满足 要 求 的 解 为 [1. 0010, 1. 0001， 

0. 9998 ] 了 ， 

由 此 例 林 以 看 出 ,选取 不 同 的 w 值 ,SOR 和 迭代 法 的 收 伍 速度 很 不 同 . 对 有 些 w 值 ,SOR 

和 迭代 法 出 雅 可 比 法 和 高 斯 - 赛 德尔 法 收 伍 得 更 快 ,但 如 果 w 的 值 不 合适 , 则 收敛 速度 可 能 更 

慢 . 因此 ,如 和 何 针 对 一 类 应 用 问题 求 出 最 佳 的 松弛 因子 是 一 个 重要 问题 

4.2.4 三 种 迭代 法 的 收 伍 条件 

概 据 定理 4.6 我 们 知道 ,迭代 法 是 否 收 和 伍 由 迭代 和 抢 阵 的 谱 半 径 决 定 , 而 谱 半 径 又 不 大 于 

BME RICR AAA BH || Bl <1 MARK EMR. EDR RRE HP, 

FET CAREMRARGBRARRH, AHH iB Aa Bl Kl Ae 

代 法 收敛 . BSb MFM ARICA FS AS ST RS. PA TOE ARE 
的 充 要 条 件 . 

定理 4.8: 若 4 为” 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 对 和 角 线 元 素 as>00=1;,2,…n), 则 求解 线性 方 

Fe Ax=b WED LARERAHREREBRA M2D- ARES HP DARA Hxt 

HAT AH Ht A. 

CER) AER ASHE BEAM MATHAF 0. MIKE MEHR REH RR 

REO a EOD? ED = DI D7. SPORT HERE EIR 
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B=D'(L+U) = D’(D—A) = D7 (D? — D 7A) 

—D'?(i—D FAD + )D?, 

Esti SiS I-D TAD 7 SG BAU AMA MRE. HFA 为 实 对 称 正 定 和 矩阵 ， 

D TAD ESRI, EOE AH WER ABA 0, A IDF AD"? HE 
征 值 都 小 于 1， 基 于 矩阵 相似 关系 , 则 曙 的 特征 值 1,< 过 1,0i 一 1,2，…:z). 

另 一 方面 ， 

B=D'(D—A)— D'([(QD—A)~D] =D ?(D?(2D—A)D?—T]D, 

通过 类 似 的 分 析 得 出 ,也 《(2D 一 4)D 玉 的 特征 值 均 为 实数 县 都 大 于 0, 而 号 的 特征 值 与 

D-?(2D—A)D ?—1 6 —#, CV A> H1G=1.2..0). SABAH AI<1, if 

EH p(B)<1, FETT LEAR. 
1% FE ATE AA th BA LE RA Pe A BE SX OS ER. 

Ot FB -RK M SOR ARK ERK RR RAC SHARMA RKB HBS 

A) AIA RRB SRERGRRAM EMME. FRA —-T+ER AN SRR 

可 比 适 代 法 和 迭代 矩阵 的 特点 断定 高 斯 - 赛 德 尔 选 代 法 是 收 熏 的 , 它 的 详细 证 明 参 见 文 

献 [16 1. 

定理 4.9: 设 召 是 雅 可 比 迭 代 法 的 迭代 矩阵 , 若 1 了 1 -<1, 或 上 了 1 天 1, 则 高 斯 - 赛 德 
REPRE. 

7 Sie i FR OR AR RE EAR Ax—b FRE Bt A RO EE 

Eee POD CRIED BAM BRM. AM ae SARA Ae ER. 

$M 4.5: BA=(a,) ER (nS2), FERRE Pe 

An A) 
O An 

FER Ay; Ane EPR SEF OMA. A ME (reducible matrix). FA HK FT 4 

#6, FE. 

例 4,.S( 不 可 约 和 矩阵): 设 4 为 如 下 的 三 对 角 和 矩阵: 

by ey 

PTAP = | 

其 中 @ ,5 均 不 为 零 , 而 

4-1 -1 0 

—-1 4 6-1 

-1 0 4 一 1|” 

0 一 1 一 1 4 

B= 

WA AB AEA AT AE. 

ASS FE 5D SRE PE BY TR a AREY 2 SB PT 1 KR AK 
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阶 方 程 组 的 问题 . 下 面 的 定理 说 明 不 可 约 的 对 角 占 优 矩 阵 ( 定 义 见 3. 5. 2 小 节 ) 是 非 奇 

异 的 . 

定理 4. 10《 对 角 点 做 定理 )?: 若 矩 阵 4 为 严格 对 角 占 优 和 矩阵 ,或 者 不 可 约 的 弱 对 角 占 优 

iPS WU A AE at HH. 

本 定理 的 证 明 留 给 读者 思考 . ER MAT KARRANAR TNA AAR. A 

外 ,这 个 定理 中 的 条 件 * 不 可 纳 ” 很 重要 . 例如 ,矩阵 
0 站 

A= 。 2 | 

0 2 2 

ASMA ARE CRA RH. 

F BY ee BT ee A OS A AR ERE RTE RE. 

定理 4. 11: 待 求解 的 线性 方程 组 为 4&x 一 袁 ， 

《1) 若 矩 阵 4 严 烙 对 角 占 优 , 或 者 是 不 可 约 的 蔓 对 角 占 优 第 阵 , 则 雅 可 比 选 代 法 和 高 

斯 - 赛 德尔 迭代 法 询 收 伍 . 

(2) SRR AP RHA RABAT ABTA SRE, AAT O<e<1, 

则 相应 的 SOR ZEACIE KR. 

【证 明 】 只 证 明 (1)? 的 一 部 分 结论 , 即 当 上 矩阵 4 为 严格 对 角 占 优 时 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 

收敛 . 其 他 人 情况 的 证 明 参 见 文 献 [16]. 

高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 的 选 代 矩 阵 为 旦 = ( 卫 一 工 ) 了 ,其 中 呈 上 SRAM AR PRE 

三 角 泗 和 严格 上 三 角 阵 ,并 且 4 一 玉 一 工 一 DZ、 和 矩阵 如 的 特征 值 满足 特征 方程 
det(al — B) = det(ak — (D—L)'U) = det((D— L)" )det(A(D — LL) —U) 一 0， 

由 于 和 矩阵 4 的 特点 , 易 拓 其 对 角 元 as 天 00 一 1 2 TY det(CD—L)~!) 40, MRE A 

为 方程 
det(A(D~—L) —U) =0 

HAR. 1 C=ACD—L) —U, Wj 

A@i, Giz err Bin 

Ma Ade, a2 

c = . - . . 9 

LAG aL AQ n2 snr AQ an 

对 任意 特征 值 X,det(C)? 一 0. 

下 面 要 证 明 高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 法 收 伍 . 采用 反 证 法 ,假设 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 不 收 伍 , 则 

由 定理 4.6 WL BORE PEM BREA. ALS. ADRAART FP RHWA DRE 

PE, SR AMARC HOE, 

| Aa G j>| A | ( >» | ay I> > | Aay I+ >» | a; | ， Ci = 1,2,-5), 

上 式 表明 C 也 是 按 行 严格 对 角 占 优 挎 阵 , 再 根据 “对 角 占 优 定理 ”定理 4. 10)， 必 有 

det(C)? 入 0, 从 而 产生 矛 导 , 即 证 明了 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 收 贪 . 

于 面 的 定理 讨论 矩阵 4 对 称 正 定时 选 代 法 收 倒 的 充分 条 件 , 对 它 的 证 明 参 见 文献 [8j、 
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文献 [16]. 

定理 4.12: 竺 求解 的 线性 方程 组 为 &x 一 刀 ， 
(1) GA 对称 正 定 , 则 高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 收敛 . 

(2) 若 4& 对 称 正定 , 且 0<<o<2, 则 相应 的 SOR 和 迭代 法 收敛 

最 后 给 出 一 个 定理 说 明 SOR HEARTED ERE. 

定理 4. 13:, 若 求 解 线性 方程 组 4x 王 器 的 SOR 选 代 法 收 伍 , 则 松弛 因子 w 满足 

0<w<2. 

【证 明 〗 4c ee 4. 2054) SOR 选 代 法 的 选 代 矩阵 呈 一 (五 一 wo [C1 ea) D+ 

wzE 门 , 设 其 特征 值 为 1,G 王 1,2，…2z7， 则 

| det( 吾 ) | 一 | 和 nz < [e(B)]". 
HF SOR BEAR MES p< 1, BAS EAB | detCB)|<1. 

AF HR D-aok 与 (一 o0) 了 十 of 分 别 为 下 三 角 阵 和 上 三 角 阵 ,其 行列 式 为 对 角 

线 元 素 的 乘积 , 则 

det(B) = det((D— wh) )det(Cl1—w»)D+aU) = (1—w)". 

因此 得 出 

1 (1 一 ao |< 10 <a <2, 

原 命题 得 证 . 

最 后 补充 说 明 几 点 : 

。 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 是 SOR 选 代 法 的 一 个 特例 ,上 述 定 理 说 明了 丙种 选 代 法 收 和 伍 有 相 

同 的 充分 条 件 、 对 比 定理 4. 11 和 定理 4.12 看 出 ,这 两 种 迭代 法 比 雅 可 比 迭 代 法 的 

适用 范围 更 大 一 些 . 

*。 除 了 考虑 收 敏 性 ,在 实际 应 用 中 还 应 关注 法 代 法 的 收 伍 速 度 , 它 受 具 体 问 题 . 具 体 方 

法 的 影响 非常 大 . 在 大 多 数 情况 下 ,SOR 和 迭代 法 比 前 两 种 有 明 昌 的 优势 ;而 对 于 较 

大 规模 的 癌 题 , 三 种 和 迭代 法 往往 都 收 伍 得 非常 慢 . 

应 用 实例 : 铜 架 结构 的 应 力 分 析 

1. 河 题 背 景 与 数学 寞 型 

枯 架 是 由 刚性 村 通 过 结 点 连接 而 成 的 力学 结构 , 它 通 常 出 现在 桥梁 和 其 他 需要 力学 支 

撑 的 站 构 中 ， 在 将 架 的 某 些 结 点 上 施加 负荷 力 , 各 个 刚 

性 村 上 将 分 本 到 一 定 的 疾 力 . 图 (A) 是 一 个 简单 的 平 

面 静 力 椅 架 站 榴 , 其 中 5 个 刚性 村 通过 结 点 ABC、D 

相连 . 枯 架 的 结 点 鼻 为 国定 支撑 点 ， 结 点 也 由 滑轮 支 

掉 , 在 结 点 也 和 口 施 加 外 部 负荷 (gl ，gz ) ,需要 确定 各 

个 杆 上 的 应 力 大 小 一般, 相对 于 负荷 来 说 , 杆 自 身 重 

STARR RIT. 

BRAHRYH RADA, TH RBA FH HEH 
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于 ,在 每 个 站 点 处 的 水 平 合力 和 竖 直 合力 均 为 零 . 假设 各 个 杆 上 的 和 应 力 对 结 点 产生 拉力 ,下 

此 定义 应 力 的 正方 向 ,然后 根据 钻 点 处 合力 为 专列 出 线性 方程 组 ,求解 出 应 力 . 若 解 为 页 

数 , 表 明 相 应 的 轩 对 姥 点 产生 推力 . 这 个 线性 方程 组 的 阶 数 与 棉絮 结 点 的 数目 有 关 , 最 多 不 

超过 结 点 数 的 两 售 ，, 而 每 个 方程 仅 售 少 教 几 个 变量 (当前 结 点 过 接 的 杆 上 的 变量 )， 因 此 ， 整 

个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 非常 释 疲 的 ， 丽 且 系 数 趣 阵 一 般 是 非 结 构 化 的 稀 足 矩阵 ,适合 

FRA RAM RRA RM. 

2. 计算 实例 与 结果 

图 (B) 显 示 了 一 全 二 维 栓 架 结 构 , 其 中 斜 村 与 水 平方 向 的 天 角 均 为 45 ,3 个 负载 均 为 向 

下 的 力 ， 其 值 在 图 中 标 出 ,单位 为 吨 , 假定 丫 点 1 在 水 平和 竖 直 方向 均 严 格 国定 ,而 站 上 志 8B 

在 笃 直 方向 加 以 固定 ,要 求 各 个 杆 上 的 应 力 大 小 ， 

        

了 
15 

{B) 

20 

TS 

10 

图 

按 转 (B) 所 示 对 杆 进 行 编号 ,相应 地 设 第 守 个 村 上 的 应 力 为 zi 这 样 一 共有 13 个 末 知 

量 . 由 于 只 需求 解 杆 的 应 力 , 不 需要 对 结 点 1 列 静 力 平衡 方程 ,也 不 需要 对 结 点 8 的 竖 直 方 

向 列 方程 ,因此 总 共 可 列 13 个 方程 ,正好 可 得 到 唯一 解 . 定义 套数 w 一 VZ/2, 对 结 点 2~.8 依 

次 列 方程 ,得 到 如 下 线性 方程 组 : 

          

010 0 O-10 0 6 00 oO of] To 
001 0 060 00 0 0 00 60 off 10 
a 00 -1~e@ 00 0 60 0060 0 0||> 0; 
a O 1 0 a 0 0 0 0 0 0 0 Of ) X4 | 

000 2 0 00-1 60 oo 0 Offs 0 
oo oo ol oo oo 5o las 0 

loo 0 0 。1n 0 -@ -1 0 0 oz|=|ol， 
000 0 nm 10 @ 0 00 0 oa 15 
000 909 0 00 06 8 1060 © ~-1}| a 0 
000 0 06 0060 6 0 O01 0 Offa}  |204 
000 60 60 00 1 @ 00 ~a 909|-， | 
000 0 6 00 0 @ O01 @ Olle, 0 
000 0 909 009 0 0 00 aa isfy} Lol 

求解 出 解 向 醒 x 后 ,将 各 个 村 的 应 力 标 于 图 中 ,如 图 CC) 所 示 . 
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FAC} 

4.3 BEE 

4.2 节 介 绍 的 经 典 选 代 法 都 是 通过 对 和 矩阵 的 简单 分 裂 得 到 1 阶 定常 选 代 公式 ,它们 对 

一 般 的 垂 阵 无 法 保证 收敛 性 ,即使 收敛 其 收敛 速 头 也 可 能 很 慢 . 从 20 世纪 ?70 年 代 开 始 迅 

速 发 展 起 来 的 Krylov( 克 雷 洛 夫 ) 子 空间 和 迭代 法 在 一 定 程度 上 弥补 了 经 典 和 迭代 法 的 不 足 , 在 

当前 的 科学 和 工程 计算 中 被 广泛 应 用 ， 杯 节 介 绍 由 变 分 原理 导出 的 共 配 梯度 法 , 它 是 一 种 

EA Krylov #25 BCE. 

4.3.1 最 速 下降 法 

TBR PRE, CHEM EH Ra. SRR RA 

Ax =5 (4,21) 

的 求解 问题 ,其 中 4 为 na 阶 实 对 称 正 定 矩 阵 . 求解 线性 方程 组 (4. 21) 的 一 种 思路 是 将 它 转 

换 为 在 = 维 向 量 空间 求 函数 最 小 值 点 的 问题 ,这 个 函数 是 下 夯 的 ”元 二 次 函数 : 

glx) = $xTAx — bx. (4, 22) 

根据 多 元 微 积分 知识 ,这 个 最 小 值 点 * 必定 满足 条 件 28 于 一 0Ci = 1,255), REE 
样 得 到 的 = 个 方程 就 是 线性 方程 组 

Ax —6=9. 

LH BA 4. 2D RE ne ROKK pOMRDAR. BTU YS ARES, 

个 极 小 点 就 是 w(x)? 唯 一 的 最 小 值 点 ,这 种 将 对 称 正 

定 线性 方程 组 的 求解 问题 转化 为 求 多 元 二 次 末 数 最 

小 值 问 题 的 方法 称 为 * 变 分 原理 ” 

Bl 4-1 显示 了 多 元 二 次 函数 p(Cxz) 的 一 个 例子 ， 

它 对 应 于 4 | 。 。] .5 一 |。 的 俏 况 . 一 般 的 求 
多 元 函数 最 小 值 问 题 略 于 无 约束 优化 问题 ,往往 通 

过 多 维 向 量 空 间 的 逐次 搜索 来 求解 ,下 面 介绍 其 基 , 
AMR. HHERAS—T+ ACH E>. RRBAH 图 4-1 一 个 多 元 二 次 画 数 (zx) 的 图 形 
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向 量 pe 搜索 下 一 个 点 岂 
X, = Xo tao Po> 

74 x. APH ol LAMA BIST Woe RR, 

Gl Xo + ao Bo) Solr + apo)s 

RAM x 出 发 , 选 定 一 个 搜索 方向 Pr BR xx, 十 az 下 路 一 步 , 即 找到 mm 使 得 

2 tan) <¢gl4 tapi, VaEeR, 

也 就 是 说 ,在 当前 搜索 方向 上 使 (xz) 达 到 极 小 . 按 相 同 的 方法 一 步 步 做 下 去 ,可 得 到 一 系 

列 多 维 空间 的 点 mx xz 它们 逐 河和 逼 近 oz) 在 全 空间 上 的 最 小 值 点 ,也 就 是 方程 

组 (4. 21? 的 解 . 这 个 搜索 过 程 是 一 个 迭代 计算 过 程 ,其 关键 问题 是 确定 搜索 方 铭 和 搜索 

步 长 gck(& 一 0 1 2，…). 

先 分 析 如 何 确 定 搜索 步 长 . 很 设 从 xi 出 发 ,已 选 定 搜索 方向 为 庆 , 令 

Fla) = glx, + apis (4, 23) 

则 搜索 步 长 ws FA 70 BK 4. 23) MEY o fH. 将 式 (4. 22) 代 入 式 (4. 23) 得 

fla) =F (xn + ap.) (x, taps) — be (x, + aps? 

=ta' pia, 一 artfps 十 pn) , 

其 中 产 一 5 一 上 xx ,为 方程 组 (4. 21) 的 残 差 . 函数 Ja) 为 简单 的 一 元 二 次 函数 , 且 和 矩阵 4 对 

PRESARUE ST piAp.>0. BR f(a AE MBDA, MELE « 29 

rip, 

piAp,- 

7B ie) BS Fr 3K SR A ed BY) EE Top. EF MA (steepest descent method) 

BY ES Es 7S HR 7 OB OEE MEARE ， 
ae ap ,30 ， Vox) = E We ge ， 

因此 , 负 梯 度 方向 就 是 p(x) 减 小 最 快 . 最 明显 的 方向 ,每 次 都 把 它 选 为 搜索 方向 ， 按 此 

思路 ， 

  (4. 24) 

| 一 一 Yekza) 一 一 (Ax 一 让) leas, = b— Ax, = Frys (4. 25} 

上 述 推导 中 利用 了 矩阵 4 对 称 正 定 的 性 质 ,详细 过 程 留 给 感 兴趣 的 读者 思考 . 

例 4.6( 最 速 下 降 法 原理 ): 用 最 速 下 降 法 求解 方程 kx 一 训 , 其 中 

_ 3 2 _ [ 2 

a= L; we _s/ 

HIE CR R BK glx) — Fx Ax —b'x = Sx} + 2am $32}— 2a, +82, RMA 

RE. UA x =(--2.-- 2)" UE ME eS AS 4-2 a Ae AT px) 

A /-MA RS x=(2,—2]’., ERA Ax b ER. 

OD HTCFHOMIA CADET PRA RRA EPA PAR S A x Rae PERM. A x. 
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在 图 4-2 中 :pkx) 的 负 梯 度 方向 Cr) 就 是 等 值 线 的 法 向 ， 并 且 还 可 看 出 ,在 每 步 搜索 的 

终点 处 , 捷 索 方向 垂直 于 等 值 线 的 法 向 , 即 庆 圭 

rily 这 其 实 可 根据 起 (4. 24) 加 以 证 明 , 留 给 感 

兴趣 的 读者 思考 . 由 于 最 速 下 降 法 的 搜索 方向 

沿 着 当前 点 处 的 等 值 线 法 向 ,其 搜索 过 程 中 相 

邻 两 步 的 搜索 方向 总 是 相互 垂直 的 . 

将 式 (4. 25) 代 入 式 (4. 24) 可 得 到 最 速 下 中 

法 中 < 的 计算 公款 : 

一 
ri Ar, 

下 面 给 出 解 线 性 方程 的 最 速 下 降 法 的 算法 

4.5; 解 对 称 正 定 方程 组 的 最 速 下 图 4-2 TSAR MBH oH SAR 

降 法 图 ,以 及 最 速 下 降 法 的 搜索 过 程 

      
  

  (4, 26) 

A: x, A,b; Si: x. 

r:i=b- Ax 

While 不 满足 判 停 准 则 de 

eisir/r Ar; 

X:=Xtar;: 

F:=r-0Ar; (repr =b6-Amyiis Boxy. =x, tors} 

End 

在 竺 法 4. 5 中 ,每 个 迭代 步 的 主要 计算 是 做 矩阵 4 与 向 量 * 的 乘法 , 若 4 HARE 

只 需 刀 历 抢 阵 非 零 元 ,并 且 算法 不 改变 原始 德 阵 4. 另外 ,和 迭代 过 程 中 x 和 z 的 值 不 断 变化 ， 

因此 前 后 两 个 迁 代 解 之 间 不 满足 一 种 固定 的 递 推 公式 ,这 一 点 不 同 于 经 典 的 ] 阶 定常 选 代 

法 . 另外 ,由 于 多 元 二 次 函数 p(z) 是 凸 函 数 ,一定 存 在 唯一 的 最 小 值 点 ,也 就 是 说 , 当 气 阵 4 
对 称 正 定时 ,算法 4. 5 一 定 是 收敛 的 . 

例 4.7( 最 儿 下 降 法 ): 根据 算法 4.5, 写 出 最 速 下 降 法 求解 例 4. 6 中 线性 方程 组 的 

i. 

【 解 〗 与 例 4.6 一 致 , 取 初 妈 解 am 一 | _，] ,然后 计算 

人 加 
上 
[ 

和 迭代 第 . 步 ,为 了 计算 wm 先 计算 4r 一 |， ab ‘le [? » | ap = Tori 14+ 64 _ 

[ 

    
riAr, 624 十 576 

0. 1733 ,因此 十 | [+0 173 |- [_ 0.08 | ° A eX; =X a e ee ear | 0.6133 J" 
类 似 了 地 计算 后 续 的 迭代 解 , 依 次 得 到 : 

1. 0044 1.5221 1. 7522 
2 [_ 2, 5000” "= | 1 sao? “= | 2. oooo|， 
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[ 1. 8841) [ 1, | | 1, rea 
x= xy, = + x= 

—1, 9141_" — 2, 0000 — 1, 9786 , 

[_ 1. 9847) al 1, oar [ 1. oe 
Xa 一 = > Xo = ? 

2.0000- 一 1.9947 一 2.0000 

4.3.2" H#PRE REE 

FRE FAP RE Po) PR A RE RG), AP BERR a 

使 PCx) 达 到 最 小 ,但 并 没有 在 全 局 上 使 p(*) 最 小 化 . 其 外 4-2 就 可 以 看 出 ,最 速 干 降 法 总 

是 搜索 重 伐 的 方向 ,收敛 特别 慢 . 将 最 速 下 降 法 加 以 收 进 , 便 得 到 共 罗 笠 度 法 (conjugate 

gradient method, 简称 CG 法 ) ,下面 介 绍 它 的 主要 思想 与 计算 过 程 . 

给 定 初始 向 量 zm ,第 一 步 仍 选 负 梯 韶 方 向 为 搜索 方向 , 即 由 一 r, 于 是 有 

re ro 
a 一 PiAps 

MUBSH AM Akt 1 步 ( 人 之 1) ,搜索 方向 不 仅仅 考虑 六 ,而 是 在 过 点 Hee, 

和 Pi RRP Bx x, + ri + ppe- r&y ?GE 及 } A Fe be oC x) A AMA Can 4-3 所 

， gs 示 )， 记 

于 一 beret pew) 

了 P, a 上 一 六 Cn 十 ér, 十 加 号) 《xx 十 ér, + OP i- i> 

> “%, = Xo + ao Po» n= b-— Ax). 

一 有 (xs 十 十 BPe-rds 

直接 计算 可 得 

ol = €rfAr, + prfAp,. ont atta 

x 工 

a 7 

a
s
 

Xx 

4-3 #4, 各 Ps BIKAR AT — 

VR LRRD REA 

ian + pt 1 和 pk 1， 

其 中 第 二 个 式 子 用 到 了 4. 3, 1 小 节 中 必 pr =0 ste 论 ， 

为 了 求 乒 拓 办 的 极 小 值 以 及 它 对 应 的 上 6? 取 值 ,可 根据 下 式 列 方 积 

ar_ar_ 1 
dé an 

设 要 求 的 极 小 值 点 为 壹 , 则 
FoutEn 十 有 pei， 

且 和 7 满足 

EriAr, + Pr = rir, (4, 27) 

1 +HpeiApe. 一 0， (4, 28) 

ME LARA BS EM. rr, AO WO ABEXO, Ait ORI my CON 图 4-3 所 示 ) 

Bao siz —-x) =" +t. 

& é 
它 是 在 上 述 二 维 平面 内 的 最 佳 搜索 方向 ,并 且 搜 索 步 长 为 &E.、 这 里 我 们 不 直 猿 推导 上 的 计算 

公式 ,而 是 关心 如 何 计 竺 搜索 方向 六 ,内 为 “有 旦 搜索 方向 确定 了 , 步 长 可 根据 4. 3. 1 小 节 的 
公式 人 4. 24) 得 出 . 
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& B= A/E 则 由 方程 (4. 28) 得 

riAp, -] 
ep Tp ions (4, 29) 

Pas Pr Ape. 

而 

Po =r + hei Pei> (4. 30) 

FASBUEN plAp, 一 0, 即 搜索 方向 mr 与 和 FEA ERM OCR A RHE”). 

公式 (4,. 29) 和 公式 (4. 30) 就 是 计算 玉 的 递 排 公 式 , 然 后 使 用 前 面 的 公式 (4. 24) 确 定 接 

索 步 长 we (就 是 前 面 的 ) ,就 可 计算 下 一 个 迭代 解 Ha tam. BA LMM BE. Bao 

下 的 算法 找 述 . 

算法 4.6: HE Bp LE ce Ty A DE 

RA: gm, A,B; Mi: x,. 

tf, = D- AX; 

Pot=X0 

k:=0; 

While 不 满足 判 停 准则 do 

ax := LEP /PRAR: 5 { 计 算 搜 索 步 长 } 

My TT TO Py Ft { 更 新 解 } 

Ti :一 Oe APF (APRA HB} 

B.t=- 2 AP, /PraAp,? 

Peet 2 Xu thee? { 计 算 新 的 搜索 方向 } 

ki=k+1; 

End 

算法 4. 6 采用 了 不 同 于 算法 4.5 的 另 一 种 描述 方式 ,实际 上 应 去 掉 变 最 的 下 标 ( 如 
算法 4.5 那样 ) ,只 保留 当前 送 代 步 的 搜索 步 长 .近似 解 , 残 差 、 接 索 方向 ， 从 这 个 算法 看 出 ， 
每 个 透 代步 的 主要 计算 仍然 是 做 一次 抢 阵 与 向 量 的 乘法 . 

例 4.8 ( 共 辊 梯度 法 ) : 根据 算法 4. 6, 写 出 共 身 梯度 法 求解 例 4.6 中 线性 方程 组 的 过 程 
r—2 [ 解 】 与 例 4.6 一 致 ,到 初 妈 =) | eR mm 一 下 一 | 。] ,算法 执行 过 程 

如 下 表 所 未 : 
  

& AR a | Met Feat B Pee 

0 |(52,723* 0. 1733 | (0.08, —0.6133]" | [2.9867,—4. 48]” | 0, 1394 |[4. 6592, —3. 365)” 

1 | [7. 2476,°-10. 8715]? | 9.4121 |[2,—2]" 

  

  

            
  

JH A A. 2S aah DY A GE ASE SC ES BEE AS BT HE. BS x, PE pp Ar, 所 

张 成 的 二 维 平 面 上 的 w(xz) 的 最 小 值 点 ,而 本 题 的 向 量 空间 就 是 二 维 的 ,因此 x* 就 是 全 局 的 

最 小 值 ,当然 是 方程 Ax 一 少 的 疹 确 解 了 , 

CG MERA RIFE DE RAR ay ,axtAy, HM B(x yd, 0 REM x My SA ERA, 
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JRA EES TMB 乓 mm .天 , 分 别称 为 近似 解 向 量 . 残 差 向 量 和 搜索 方 

向 向 量 ， 更 深 人 的 理论 分 析 表 明 ( 详 级 证 明 昂 文献 [14] .文献 [33]) ,这 些 向 量具 有 如 下 性 质 : 

(1) xiEz 十 spanfroy Aroy…y Atro)， 其 中 span{fro4rm 4cro) 一 般 称 为 长 rylov 

子 空 间 ， 记 为 X(C4 ,ro). 

《2) x+ 不 但 在 向 量 mr 和 ps- ,所 张 成 的 平面 上 使 p(xz) 最 小 ,而 县 在 超 来 耐 xo 十 (A， 

re) MAB gO BB). 

(3) BRA RA A A LEECH HE). BY p7Ap; =0,7547. 

(4) RBS te) A TES BY rir; = 0,774). 

(5) 搜索 方向 向 最 与 残 差 向 最 相互 正 交 , 即 所 六 一 0;0 安 JR 

《6) 在 超 平面 me 十 X(4,ro) 上 的 所 有 点 中 ,近似 解 几 的 范 数 误差 最 小 ， 

| x.— x" Ila = min{ |x—«e" Hare € x + 4A}, 

Rx RRB AW +b HERB. 而 外 | 是 由 和 矩阵 和 SVR BER, 

| xz 外 s 一 wxT4x， 

上 述 性 质 中 ,第 (1) (2? 条 说 明 , 共 斩 磁 度 法 的 迭代 解 可 看 成 是 在 Krylov 子 空 间 寻 找 的 

某 种 最 优 向 量 . 应 指出 ， 还 有 其 他 通过 搜索 Krylov 子 空间 得 到 线性 方 各 组 近似 解 的 方法 ， 

它们 都 称 为 Krylov 子 空间 迭代 法 (参见 文献 [14])， 第 人 2) 条 性 质 还 说 明 , 若 不 考虑 数值 误 

# x, PAAR RAK KA OASSHR). A DRERRROKMHRKS FS 

的 由 来 . 基于 这 此 性质 ,还 订 以 改写 公式 (4, 24) 和 公式 (4. 29) ,得 到 
T 了 于 

yf, a ee Pe 
A Te” (4. 31) 

加 piAp, , 

AURA 3D IFS BPR BM ELAKHKPR EERE. 

算法 4.7: 解 对 称 正 定 方程 组 的 实用 共 恩 梯度 法 

输入 : «,A,b; Ri: x. 

  
ar 

r:=bD- Ax; 

Pi=z; 

While 不 满足 判 停 准则 de 

ai= zz/PTRP:; { 讨 算 搜索 步 长 } 

:一 MX+ ap: { 更 新 解 } 

工 := 工 ; { 保 存 上 一 个 残 差 向 量 } 

:= 工 - 0aRAP (HR RE we) 

Br=x’x/xr'e 

Pi=x+ Bp; { 计 算 新 的 搜索 方向 } 

End 

MAK 4.7 AL HGR HETERE RGR UGE RR HH AD UR 两 

RACH pTAp Br'r) KBR 46 RD—-K. TAARMRLA. AER 

LERCH. AS HFBAPCHRHSWERRHRE rr AKA ERMA Se 

BRET LA 1 FRE 4. OPE WAIT Al BE. 

MF aRUOREECRAARD BELCHER no KEKE KRAERM. EC 
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克服 了 最 速 下 降 法 和 其 他 和 送 代 法 收 倒 速 度 可 能 很 慢 的 缺点 ,是 一 种 “具有 迁 代 法 形式 的 直接 
解法 >， 而 实际 上 , 随 迁 代 步 数 增多 , 共 斩 梯 度 法 中 的 含 人 误差 很 严重 ,而 且 相 比 高 斯 消去 

法 ,作为 直接 解法 的 巷 樟 度 法 没有 任何 优势. 
理论 分 析 表 明 , 共 本 梯 度 法 的 近似 解 误差 满足 如 下 不 等 式 (注意 ,4 为 对 称 正定 矩阵 ) : 

ll Patt lf A dk — 1 

lle lls Ve +1 , 

其 中 < 一 cond(4) Amex (A) /Amm (A). YERE A LOBE RS Ce 1) BT, WQS BRR A 非 
常 病态 (k 疙 1) ,收敛 则 可 能 非常 慢 , 甚 至 不 收 俩 ,所 以 对 较 大 规模 的 实际 问题 ,一 般 需 要 预 
条 件 技术 (preconditioning) 与 共 纯 梯度 法 结合 起 来 使 用 . 

预 条 件 技术 的 一 种 基本 做 法 是 用 和 矩阵 M-:! 去 科 4, 然 后 求解 与 原 问 题 等 价 的 方程 
M Ax = Mb, (4, 33} 

其 中 M BP HRA Mesy BERS OEE MRC MOF A HWM A RS LR 
BLAS. MA HTT FESO EE CR. MR LUE Oe TR RE AOE Ee 
(FE 9g BA BE Dee FE)» PE ML SRG LAL TR See. AAA 
PtP BATS OE AAS) MAE. SR ee Ae 

HES Ae SEE ER. 
WH 4.8. RHEL HARARE 

BA: x,A,b,M; 输出 : x. 

    (4, 32) 

r:=b- Ax; 

p:=M i'r; 

E:-p; {z=M7'r} 

While 不 满足 判 停 准则 ae 

a:=2'2/p'Ap; { 计 算 搜索 步 长 } 

X:i=xtap; { 更 新 解 } 

3:-zrz; { 保 存 上 一 个 残 差 向 量 的 有 关 计 算 结果 ] 
ri=x- odip; { 更 新 残 差 向 量 } 

z:=M'r; 

Bi=z72/8; 

P:= 2+ Bp; { 计 算 新 的 搜索 方向 } 

End 

BE 4.8 RIE BRT RES RR Ap Fb SS RRL Mr BAT, 

EFS i PA MY» BA A RH Sp Ah BP a a OR 

ARE MRT SHRAARA HKNFRERAAS— PERRO RE. RPK 

面 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围 , 感 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [6] .文献 L13] .文献 L14] .文献 L32]， 

4.4 各 种 方法 的 比较 

本 节 首 先 介绍 一 个 模型 问题 ,针对 它 详细 比较 本 章 介绍 的 各 种 迭代 法 ,然后 将 求解 线性 

方程 组 的 直接 法 和 迭代 法 进行 对 比 . 
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4.4.1 和 迭代 法 之 间 的 比较 

为 了 更 好 地 将 前 面 介 绍 的 各 种 渤 代 法 进行 对 比 , 下 面 先 看 :个 模型 问题 . 

例 4.9( 正 方形 区 域 的 拉 葵 拉 斯 方程 ): 考虑 定义 在 单位 正方 形 上 的 拉 普 拉 斯 方程 

(Laplace equation) 
z 2 

stg =o 0ce<l0<y<l, (4.34) 

AR BM ule WMA LK 4-4 im BRR BAR RR LA u(x, y) aE. 
3 FE FE BE SR fh OX BR Op I AO OR TS oR . 网 格 节 点 上 的 2 阶 导 数 可 
以 根据 泰勒 (Taylor) 展 开 公式 作 差 商 计算 来 近似 (更 深 人 的 用 差 商 近 似 导 数 的 理论 和 方法 

锡 后 面 的 章节 )》. 

    

    

了 y 

! 1 

> « * 
0 0 0 0 

e oJ 

oO 0 x Oo 0 x 
        

(a) 单位 止 方形 区 域 及 边界 条 件 。 《b) 求解 拉 普 拉 斯 方程 取 的 离散 网 格 点 

图 4-4 模型 问题 网 络 划分 与 边界 条 件 

例如 ,对 本 题 的 正方 形 区 域 , 划 分 的 央 部 节点 为 人 zi, HCA GAG GZH=l eA 

2K. Rigeh KBR n=2,h=1)/(nt D=1/3. 然后 在 每 个 内 部 节点 用 2 阶 中 心 差 商 近 做 

FEM 2 FR BHT 

Wie, 一 2uj, +u, Lig Bini 2ui,; + Bij __ O, tof =lerrrans 

Sp u,,, BRR u(z:.y HIM HAMR iG SPER t 1 Wu ARMM A. R 

用 这 种 方法 ,导出 4 阶 线性 方程 组 
4Ht 一 zol 一 如 1 一 to 一 2 = 0 

4p.) — 1,1 — a1 — te,o — B22 = 0 

4uj.2 一 bo — Beg — a — a = 0” 

dur. — U2 — a2 — Bt — Hey = 0 

代入 边界 值 , 得 到 和 矩阵 形式 的 方程 

; 4 一 1 一 ] 0) (in Yo Tb t.0 0 

一 1 4 0 一 1 Ba ai + 2.0 0 
Ax = = 一 | |= 8 

—1 0 4 -1 41.2 to 十 二 1 

0 一 1 一 1 4 2,2 3.2 + ta, 1 

这 是 个 对 称 正定 的 线性 方程 组 ,可 以 通过 直接 解法 (Cholesky 分 解法 ?得 到 精确 解 为 

tit 0.1257 

de) 0. 125 

x= = . 
24,2 0. 375 

2.2 0.375 
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以 这 个 模型 问题 为 例 《 单 位 正方 形 区 域 上 拉 普 拉 斯 方程 生成 的 4X4 方 程 组 ), 下 面纱 较 几 

种 迭代 法 的 收 仿效 果 . 说 汪 " 一 0 作为 初始 值 , 雅 可 玫 方 法 得 到 的 迁 代 解 序列 如 表 4-2 所 承 . 

表 4-2 ”用 收 可 比方 法 求解 模型 问题 得 到 的 选 代 解 序列 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

& Fr 2 as xa 

0 0. 000 0. 000 0. 000 0. 000 

— i | 0.000 0, 000 0. 250 0. 250 

2 0. 062 0. 062 0, 312 0. 312 

3 0. 094 . 0. 094 Q. 344 0. 344 

4 0. 169 0, 109 0, 359 0, 359 

5 0. 117 0.117 0, 367 0. 367 

_ 6 6,121 0.121 0.371 0.371 

7 0.123 0.123 0, 373 0. 373 

8 ie 0.124 0.124 6.374 0, 374 

9 0. 125 0.125 0.375 0.375       
  

表 4-2 显示 , 雅 可 比方 法 经 过 9 步 选 代 收敛 到 准确 解 (假设 保留 二 位 有 效 数 字 ). 采用 高 

斯 - 赛 德尔 方法 .SOR 方法 和 苍 梯度 法 的 结果 如 表 4-3. 表 4-4、 表 4-5 所 示 [1、 

表 4-3 用 高 斯 - 赛 德尔 方法 求解 模型 问题 得 到 的 选 代 解 序列 
  

  

  

  

  

  

  

      
  

  

    

  

    

  

  

  

k Xi 2 zs zy 

9 6. 000 0, 000 6, 000 0. 000 

1 0. 000 0. 000 0. 250 0, 312 

2 0, 062 0. O94 0. 344 0. 359 

3 0. 109 Q. 11? 7 0. 367 0. 371 ~ 

4 0.121 0. 123 0. 373 0, 374 

5 0. 124 0, 125 0.375 0. 375 

6 G. 125 0,125 0, 375 0, 375 

4-4 用 SOR 方法 (o = 1. 072) ED Ul PK RE 

天 z x, x3 Dy 

0 0, 000 ~ 0, 660 0. 000 0. 000 

1 0, 000 0. 000 0. 268 0, 335 

2 0,072 i 0, 108 0.356 0. 365 

3 0.119 6,122 0. 371 0.373 

oe 4 0.123 0,124 0, 374 0,375 

5 6.125 0. 125 0. 375 0. 375         
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表 4-5 用 共 斩 梯 度 法 求解 模型 问题 得 到 的 迭代 解 序列 
  

& zy Ty Ts x 
  

0 g. 000 9. 000 0. 000 0. 000 
  

1 0. 000 0. 900 Q. 333 0, 333 
  

2 0.125 0.125 6.375 0.375         
  

BY EASE HY. Tem S0-SE Pi As ET AA RH. RIK TL. SOR WRN 

ERAT 4 w= 1.072, RFE SE RF 1, BLA SOR 方法 的 收敛 速 度 比 高 斯 - 赛 德尔 方 

AR. Biri RAR RE Ree RN eT Lm. 

如 果 对 前 面 例子 中 单位 正方 形 上 的 拉 普 拉 斯 方程 改变 差分 的 步 长 ,可 得 到 一 系列 不 同 

规模 的 线 人 竹 方 程 组 , 设 步 长 关 =17 (GE 十 1， 在 和 xx 个 内 部 网 格 节 点 上 设置 变量 ,可 得 到 线性 

方程 组 的 阶 煞 为 如 .对 于 这 种 模型 问题 ,理论 上 可 以 分 析出 各 种 经 典 选 代 法 的 选 代 算 阵 谱 

半径 p(B) ,而 SOR 方法 的 最 佳 松弛 两 子 也 可 求 出 wo= 一 2/E1+sintmp)]. 表 4-6 列 出 了 理论 

”分 析 得 到 的 迭代 和 矩阵 谱 半 径 以 及 次 进 收敛 速度 尺 的 近似 值 ( 玉 = 一 logiop(B)) 

FE 4-6 求解 含 &XEr 个 内 部 网 格 点 的 模型 问题 的 迁 代 炬 阵 澡 半径 和 收 伍 速 度 
  

  

  

  

方法 p(B) R° 

雅 可 比 cos(xh) Cx? /In 104? /2 

商 斯 - 赛 德尔 cos? (xh) Cn? /In 104? 

最 佳 SOR [1—sin(nh)7/L1 +sin(ah) ] (2x/In 109A     
  

EER RDA 2h? +0. EAT TIE ADL. “In” Fea OR TTR. 

从 表 4-6 看 出 ,在 离散 网 格 点 很 密 的 情况 下 , 雅 可 比方 法 和 高 斯 - 赛 德尔 方法 的 收 全速 

度 与 步 长 的 平方 成 正比 ,或 等 价 地 ,每 增加 一 位 精度 所 需 药 和 迭代 殉 数 与 设置 网 格 点 的 个 数 成 

正比 (回顾 定义 4.4), 而 高 斯 - 赛 德尔 方法 的 渐进 收敛 速 订 是 雅 可 比方 法 的 两 倍 . 另 一 方面 ， 

选 最 佳 松弛 因子 的 SOR 方法 比 其 他 两 种 方法 的 收 伍 速 度 要 快 很 多 ,由 于 它 的 近似 收敛 速度 

与 步 长 成 正比 ,对 网 格 很 密 的 问题 每 增加 位 精度 所 需 的 迭代 次 数 与 正方 形 一 条 边 上 的 节 

点 数 成 正比 . 

为 了 让 三 种 方法 的 比较 更 直观 ,对 取 不 同 的 值 ,将 它们 的 结果 列 于 囊 4-7 中 .我们 看 

到 , 当 大 值 比较 大 时 , 谱 半 径 非 常 接近 1, 三 种 方法 收敛 得 都 非常 慢 . 从 收 和 伍 速 度 民 来 看 , 当 

& 一 10 时 (对 应 阶 数 为 109 的 线性 方程 组 ,为 增加 一 位 十 进 制 精度 , 雅 可 比方 法 的 选 代 次 数 

要 超过 50 次 ,高 斯 - 赛 德尔 方法 要 超过 25 次 ,而 最 佳 的 SOR 方法 大 约 要 4 次 . 当 业 一 100 

时 (对 应 阶 数 为 10 000 的 线性 方程 组 ) ,为 增加 -位 于 进 制 糖 尊 , 雅 可 比方 法 需要 5000 次 选 

代 , 高 斯 - 赛 德尔 方法 大 约 需要 2500 次 ,最 佳 的 SOR 方法 大 约 需 要 3?7 次 . 所 以 对 大 规模 的 

方程 组 , 雅 可 比方 法 和 高 斯 - 赛 德尔 方法 - 般 是 不 实用 的 ,而 最 佳 SOR Fy th ETE 

7B tB. 
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表 4-7 RADAR RRR ARH MEE 

雅 可 比 高 斯 - 赛 德尔 最 佳 SOR 

p(B R pt B) R P( 且 ) R 

  

  

    16 | 0. 9595 0.018 0. 9206 9. 036 0. 5604 Q. 252 
  

50 0, 9981 6, 0008 0, 9962 0. 0016 Q, 8840 0. 0535 
  

100 0, 9935 0. 0002 0. 9990 0. 0004 0. 9397 0. 0270 
  

590 0. 599 98 G, 000 008 5 0,999 96 0, G00 017 0, 987 54 0, 005 447               

FORGE BEA BE 1 BE MET OT Ee TL BS Ot OT Kk 4 3. 2 小 节 给 出 的 

IRR) HY LE PGR 4. 32k — BR ET SE REE TE. A a 

MARA m PHRASE WRB ERR RR RS A om RRA AM, HK 

BC CHE AR ER CRA TE SB PEE A SR RA Ee A 

TY GA a EB BT 

4.4.2 BRERA ME 

最 后 ,总 结 一 下 求解 线性 方程 组 的 直接 法 和 和 迭代 法 的 优 缺 点 ， 

《1) 直接 法 不 需要 给 出 解 的 初 值 , 所 以 如 果 已 经 有 了 某 个 近似 解 ,它们 并 不 能 加 以 

AR. 

(2) 直接 法 通常 能 得 到 很 准确 的 结 当 ,但 如 果 不 筑 要 特别 高 的 精度 ,它们 不 占 优 势 . 

《3) 和 迭代 法 的 收 伍 性 依赖 于 系数 矩阵 的 某 些 特性 ,如 矩阵 的 对 称 正 定性 和 特征 值 的 分 

布 , 当 方 程 组 的 性 态 不 是 很 好 时 , 沁 可 能 不 收敛 或 收 敏 得 很 慢 . 处 此 ,直接 法 更 稳健 .通用 . 

《4) 选 代 法 能 很 好 地 利用 和 抢 阵 揭 稀 杖 性 ,有 时 甚至 不 需要 显 式 存储 和 扼 阵 的 非 零 元 素 ,只 

需 按 某 种 计算 过 程 得 到 和 矩阵 与 向 量 的 乘法 结果 . 因此 , 选 代 法 能 更 方便 地 处 理 实际 的 大 规 

模 稀 朴 线 性 方程 组 ,并 且 计 算 效 率 较 高 . 

《5) 高 效 衬 的 迭代 法 往往 需要 与 顶 条 件 技术 结合 ,因此 如 何 胖 衡 预 条 件 带 来 的 额外 代 

价 和 收敛 速度 的 提高 是 重要 问题 

《6) 由 于 针对 不 向 的 实际 问题 , 稀 朴 矩 阵 的 存储 方法 和 有 效 的 预 条 件 技 术 多 种 多 样 , 不 

容易 将 帮 代 法 开发 成 通用 .实用 的 标准 软件 包 . 而 直接 法 的 算法 . 存 情 结构 较 固 定 , 较 易 形 

成 面向 竺 密 矩 阵 . 稀 茧 拓 阵 的 实用 软件 包 . 

下 面 再 针对 二 维 、 三 维 空间 的 模型 问题 (单位 正方 形 或 正方 体 区 域 的 拉 普 拉 斯 方程 ), 比 

较 和 直接 法 和 选 代 法 的 计算 复杂 度 ， 假 设 进 行 步 长 为 吕 一 17/( 十 1) 的 均 义 有限 关 分 网 格 划 

分 ,内 部 网 格 点 数 分 别 为 起 和 外 (二 维 问题 的 方程 阶 数 为 晨 ,二 维 问题 的 方程 阶 数 为 名). 

此 问题 得 到 的 和 阵 是 对 称 . 正定. 稀 朴 的 ,每 行 的 非 零 元 素 的 个 数 一 定 , 且 条 件数 为 

GO(l1/i). 对 处 理 带 状 矩阵 的 楚 列 斯 若 算 法 ,二 维 时 矩阵 带宽 为 DG&) ,三 维 时 OCR). Mt 

预 条 件 共 斩 梯 度 法 ,假定 预 处 理 可 以 将 条 件数 降 至 O(1/A). 迭代 法 的 终止 判 据 是 误 善 达到 

离散 化 的 截断 误 答 范围 办, 印 直 到 选 代 初始 误差 以 因子 瑚 降低 . 基于 这 些 前 提 , 表 4-8 列 出 

了 各 种 直接 解法 和 和 迭代 解法 求解 二 维 、 三 维 模型 问题 的 计算 量 ， 其 中 “ 楚 列 斯 基 算 法 ( 稀 朴 

矩阵 )" 是 一 种 针对 较 一 般 稀 朴 矩阵 的 Cholesky 算法 的 改进 . 
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球 48 求解 二 维 . 三 维 模型 问题 ,各 种 井 接 法 和 和 迭代 法 的 计算 量 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

方 法 二 维 三 维 

eee | ot on 
HEAT ERK OCB lage) OC8 loge) 

高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 OCE' loge) OC logk? 四 

楚 列 斯 基 算 法 { 带 状 矩阵 》 OR) Oth’) 

BE SOR OCE logk) OCA loge) 

REFN 5, BE ORE A EE Ok) OCR) 

SR RG BE EE OF) OCR) 

最 佳 SSOR( 对 称 SOR) OG loge) OE logk) 

BR HB EE OCS) OU)     
  

A 4-8 Ath MPH AMAA SERRE RRS LARA B. EB 

fi HEHE REE. RR KRBR AA BENS REREAD AHERARE OC) 

(对 二 维 问题 "= 一刀 ,对 三 维 问题 一 总 )》， 

4.5 有 关 数 值 软件 

与 求解 色 性 方程 组 的 直接 法 相 比 ,先生 法 的 软件 /程序 资源 比较 少 ,功能 也 不 够 完善 . 

主要 有 两 方面 原因 : 首先 ,各 种 迭代 法 的 收 全 性 都 需要 一 定 的 条 件 , 奴 便 是 收敛 性 较 好 的 共 

久 梯 度 法 ,其 有 效 人 性 还 依赖 于 构造 适当 的 预 条 件 ,因此 不 存在 一 个 通用 的 、 高 效率 选 代 求解 

BE HK BREAN THERA RAED REEMA BR. RRR eA 

AFAR RERARN A PHAR ERA RABE RARE RARE 

程序 包 带 来 一 定 的 困难 . 

本 章 介 绍 的 三 种 经 典 和 欠 代 法 非常 容易 编程 实现 ,因此 各 种 软件 包 往 往 不 将 它们 纳入 其 

中 . 实用 价值 较 大 的 迭代 车 是 革 rylov 子 空间 选 代 法 ,它们 是 一 大 类 方法 ,近年 来 仍 有 新 的 

进展 ,关于 这 类 迭代 法 ,重要 的 软件 /程序 资源 有 : 

(1) MATLAB, MATLAB 3:30 T 47 BARE HG BK S Krylov Fa iaiK (RK, 

它们 的 源 代 码 也 以 M- 文 件 形 式 公 开 ,. 这 些 方法 对 应 的 MATLAB 命令 有 bicg 、bicgstab 、 

bicgstabl.cgs,gmres .isqr.minres.pcg.qmr.symmlq,tfqmr % . 4 St 4 5 itt MATLAB 

的 帮助 文档 进行 查询 . 

(2) 程序 模板 库 (CTemplate)《 人 参见 文献 [13]). 这 是 由 多 位 著名 数值 计算 专家 共同 编 所 

的 一 本 介绍 各 种 线性 方程 组 迭代 解法 的 书 , 于 1994 年 出 版 . 随 书 附 带 了 这 些 和 迭代 法 的 积 序 

代码 ,包括 攻 Fortran .CC++ 和 MATLAB 实现 的 版 本 ,在 Netlib 中 吕 以 下 载 它 们 以 及 该 

5 A ER FAR: http://www, netlib, org/templates/index, html, 

(3) SPARSKIT. 2 Y. Saad FRMKF RRR BARE AM Sie dt 

的 程序 包 ,用 Fortran 语言 编写 Y.， Saad 是 GMRES 算法 的 发 明 者 ,他 出 版 了 关于 Krylov 

子 空间 迭代 法 的 重要 专著 (参见 文献 L14])， 近年 来 ,他 还 开发 了 避 语 言 的 程序 包 ITSOL， 
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其 中 实现 了 一 些 最 新 的 预 条 件 技 术 , 作 为 SPARSKIT 程序 包 的 补充 . 这 些 程 序 均 共享 在 

Saad 的 个 人 主页 上 : http;//www-users, cs. Umn, eduy/ 一 saad/softwarey, 上面 还 有 一 些 相 

关 程 序 包 的 链接 . 

《4) 其 他 的 软件 库 . 还 有 一 些 较 新 的 软件 库 包 括 Krylov 子 空间 迭代 法 ,比较 值得 关注 

的 是 一 些 美国 国家 实验 室 开发 的 软件 包 . 例如 ,PETSc 是 一 个 不 断 更 新 的 程序 库 , 它 的 线性 

方程 组 求解 器 模块 包括 针对 稀 玻 抑 阵 的 迭代 解法 和 预 条 件 构造 算法 ,还 包括 面向 并 行 计 算 

的 一 套数 据 结构 和 子 程序 . PETSc 的 网 址 是 : http://www. mcs, anl, gov/petsc/ petsc-as/. 

“Fmt MATLAB PH pcg 命令 艇 点 说 明 , 它 对 应 于 预 条 件 共 斩 梯 度 法 (算法 4. 8). 

peg 命令 的 基本 格式 为 
[x,-flag.relres,iter, resvec]=pceg (A,b,tol,maxit,M1,M2,x0), 

FEA ABR tol BBE Ib A. ea AT RE AAs maxit BATH BY L PRRs M1, 

M2 是 预 条 件 矩 阵 ， 需 保证 M= 一 ARM: 为 对 称 正定 矩 帮 ,在 pcg 命令 的 另 一 种 格式 中 ,这 两 

个 参数 合并 为 一 个 , 即 预 条 件 和 矩阵 M. 输出 结果 中 很 多 是 可 选 的 ,relres 表示 相对 残 差 ，iter 

表示 迭代 步 数 , flag 为 求解 状态 信息 . MATLASB 中 还 提供 了 实现 不 完全 Cholesky 分 解 的 

fe choline, HERE A EES A RRM RAM, HF tis choline HHA, 
查看 MATLAB 的 帮助 文档 . 

应 当 说 明 的 是 ,线性 方程 组 迭代 解法 的 有 效应 用 依赖 于 方法 选择 、 巴 条 件 技术 .数据 结 

构 、 循 环 判 停 准 则 等 多 方面 因素 . 因此 ,上 述 资 源 仅仅 提供 了 一 些 程序 实现 的 参考 , 面 对 实 

际 问题 时 如 和 何 有 效 地 使 用 它们 是 一 个 现实 癌 题 . 这 需要 了 解 一 些 Kirylov 子 空 间 渤 代 算法 

和 编程 实现 的 详细 知识 ,并 通过 多 次 试验 才能 找到 有 效 的 解决 方法 . 这 些 内 容 已 超出 本 书 

的 范畴 , 污 者 可 通过 一 些 后 续 课 程 和 实际 科研 工作 加 以 掌握 . 

评 述 

线性 方程 组 迭代 和 解法 的 研究 叮 追 溯 到 19 世纪 初 ,但 由 于 早期 迭 找 法 的 稳定 性 、 收 倒 性 

较 差 ,所 以 20 世纪 60 年 代 之 前 的 主流 方法 都 是 直接 解法 ，20 世纪 初 , Liebmann、 

Richardson,Southwell 等 人 发 展 了 更 多 的 选 代 法 (也 虽 松 弛 法 ).、 1950 年 左右 ,D. Young 提 

出 了 逐次 超 松弛 法 (SOR》 ,并 成 为 历史 上 尊 个 成 功 应 用 的 迭 牧 法 . 

文献 L15] 司 用 了 如 下 的 数据 说 明 各 个 年 代 的 “大 规模 ”线性 方程 组 求解 问题 : 

  

  

  

  

  

年 代 证 阵 规模 代表 人 物 或 软件 

1950 n=20 Wilkinson 

1965 n= 200 : Forsythe A! Moler 

1980 n—2000 LINPACK 

1995 n= 20 000 LAPACK     
  

例如 ,在 1995 年 ,20 000 阶 抵 阵 的 LU 分 解 在 当时 的 计算 机 上 几乎 达到 计算 的 极限 了 . 对 

于 超出 表 中 所 列 规模 的 问题 ,将 主要 依赖 送 代 求解 算法 . 

Krylov 子 空间 选 代 法 的 研究 始 于 20 世纪 50 ARAN. Lanczos Pa Ae Et Rt Rh BX Be aE th 
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4 Krylov #23 [8] 4CAsr, )=spanir, Ar, 4 1ro) 构 造 正 交 基 的 有 效 算 法 : 

« C, Lanczos, Solution of systems of linear equations by minimized iterations, J. 

Research National Bureau of Standards, Vol. 49, pp, 33-53, 1952, 

1954 4¢, Hestenes il Stiefel RAT AIL RK. ERR 50 BE, AMR TSH BHH 

Ktrylov 子 空 间 选 代 法 及 相关 技术 ,大 大 推进 了 大 规模 线性 方程 组 求解 算法 的 研究 ，Ktylov 

子 空 间 和 迭代 法 也 四 此 人 选 *“20 世纪 十 大 算法 ” 

共 斩 梯 度 法 最 初 被 看 成 是 直 接 法 ,由 于 含 人 误差 的 原因 它 被 证 明 是 不 实用 的 ,因此 很 长 

一 眉 时 间 内 被 大 们 所 挑 弃 . 直到 20 世纪 70 年 代 ,Reid、Golub 等 人 将 它 作为 迁 代 法 加 以 推 

广 :后 来 再 结合 预 条 件 技术 , 它 已 成 为 求解 大 型 对 称 正 定 稀 节 线 性 方程 组 的 重要 方法 ，1980 

年 后 ,Krylov 子 空 间 和 迭代 法 的 重要 研究 成 果 有 GMRES 算法 和 Bi-CCSTABE 算法 等 ,它们 部 

针对 一 般 的 非 对 称 线性 方程 组 : 

« Y, Saad, M. H. Schultz, GMRES: a generalized minimal residual algorithm for 

solving nonsymmetric linear systems, SIAM J. Scientific and Statistical 

Computing, Vol. 7, pp. 856-869, 1986. 

» H, A. van der Vorst, Bi-CGSTAB; A Fast and Smoothly Converging Variant of 

Bi-CG for the Solution of Nonsymmetric Linear Systems, SIAM ]. Scientific and 

Statistical Computing. Vol. 13, No. 2, pp. 631-644, 1992. 

“4 f FERRER PR RARAKA-TEERE MARR HMBEEEA 

稀 朴 矩阵 的 直接 求解 技术 . 因此 ,针对 包含 大 规模 稀 朴 矩阵 的 方程 求解 问题 ,在 算法 设计 和 

编程 实现 的 各 个 层次 上 将 直接 法 与 选 代 法 结合 ,是 重要 的 研究 方向 ， 此 外 , 较 新 的 迭代 解法 

还 包括 多 级 方法 (multirleve] method) .多 重 网 格 方法 (multigrid method) ,它们 都 是 针对 仿 
微分 方程 的 求解 而 提出 的 快速 解法 ,并 发 展 出 处 理 一 般 的 线性 方程 组 的 方法 (如 代数 多 重 网 

格 法 ,algebra multigrid method). 在 有 些 应 用 中 ,多 级 方法 、 多 重 两 格 法 能 取得 比 Krylov 子 

空间 选 代 法 更 高 的 计算 效率 . 

【本 章 知识 点 了 1 阶 定常 选 代 法 :和 矩阵 的 谱 半 径 包 阶 定常 迭代 法 基本 定理 ( 选 代 法 的 收 

敏 判 据 );1 Ges AER RE Rs SP BK ETE CR SE BRIE LIE SOR 泛 

AE MSE AH 5 2 ECB a] 4 Dg EY aR ER HE BF DBT 5 FR A ET 

= BEAR ATE 5; ER IE Et = PR ARK BK HE | SOR GARE 

FRE 5 RARER VE Ty 8 80 2) BT KR SERRE RW ER RRS RUE HRS 

技术 的 基本 概念 ;直接 法 与 迭代 法 的 优 缺 点 对 比 . 

算法 背后 的 历史 : 雅 可 比 

+ A + HT re CJacobi Carl Gustav Jacob, 1804 412 A 10 A—1851 #2 R18 A), fe 

HME, EFABSAHKREwW ST MRK, HHET-ASBHKKARR ALERT 

家 . 雅 可 比 被 广远 了 地 认为 是 历史 上 有 最 伟大 的 数学 家 之 一 . 

和 雅 可 比 于 1816 1820 年 在 波 菊 坦 的 中 学 学 习 , 他 掌握 的 新 学 知识 远 远 超过 学 校 所 讲授 

的 内 容 . 1821 年 4 月 进入 柏林 大 学 ,1825 年 获 粕 林 大 学 哲学 博士 学 位 ,之 后 留 控 任教 . 由 于 

雅 可 比 善于 特 自 己 的 新 观点 贯穿 在 教学 之 中 ,并 启发 学 生 独 立 思考 ,成 为 学 校 最 党 欢迎 的 数 
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学 教师 之 一 1826 年 5 月 到 柯 尼 斯 堡 大 学 任教 ,1827 年 12 月 被 任命 为 副教授 ,1832 年 7 明 

为 载 授 . i827 年 被 选 为 础 林 科 学 院 院 士 ， 他 还 是 伦敦 重 家 学 会 会 

员 , 披 得 笃 、 维 也 纳 、 巴 黎 、 马 巷 里 等 科学 院 院 士 . 1842 年 由 于 她 康 
不 佳 而 移居 柏林 ,1851 FA RKE MEM. 

RED] A Ee 

HRT OAR EE LR oo aE foe ee FR A KC Abel) 

SAMAELRETMDARH. MTLAAPANABRAARLATER 

REOLAPUATRD LAA RBETENAS ERP HEE 

代 接 和 解 偏 微分 方程 中 的 作用 . 雅 可 比 在 教 值 计算 方面 的 贡献 主要 
有 : 1845 年 他 提出 了 求解 线性 方程 组 的 雅 可 比 选 代 ER TR REAP 

计算 正定 短 阵 的 特征 值 分 解 ; 另 外 , 雅 可 比 在 研究 双 线 性 型 计算 的 化 简 时 ,提出 了 与 超 阵 的 

LU 分 解 等 价 的 算法 雅 可 比 的 其 他 工作 还 包括 教 论 、 变 分 法 、 复 变 函 数论 、 徽 分 方程 等 方 

面 . 顺便 提 一 下 ,高 斯 - 赛 德尔 和 迭代 法 的 饶 形 早 在 1823 年 就 被 高 斯 提出 ， 而 对 它 的 系统 表述 

和 收敛 性 分 析 则 由 雅 可 比 的 学 生 赛 德 汞 于 1847 年 完成 . 

心灵 纯洁 的 数学 家 一 一 雅 可 比 

雅 可 比 是 一 个 品德 高 岗 的 人 ,他 与 阿 贝尔 各 自 独 立 发 现 了 权 国 函数 , 却 并 没有 如 牛顿 和 

RAP KLEMHEBHE RGEMARAY ALAN. MO BKTARRERRKHAR 

广 , 但 它 具 有 特别 的 性 质 : ZR DRHRRA-ARAMBKERRA-S ERB TAH 

HMA ARB. 在 1827 年 和 1828 年 之 间 阿 贝尔 发 表 了 这 方面 的 工作 成 果 , 而 同时 年 

轻 的 雅 可 比 也 在 另 一 个 杂志 上 发 表 了 同样 的 结果 . 1829 年 6 月 法 国 科学 院 把 著名 的 Grand 

Prix 奖 颁 给 阿 贝尔 和 雅 可 比 , 他 们 被 看 成 是 当时 时 有 成 就 的 两 个 数学 家 . 阿 贝 尔 死 后 , 勒 让 

枯 准 备 将 他 生前 研究 的 棋 胃 函 教 方面 的 成 果 发 表 , 并 命名 为 “椭圆 沁 数论 ?, 却 遗 到 雅 可 比 的 

反对 ,他 认为 应该 叫 " 阿 贝 汞 也 数 论 ?, 因 为 这 一 类 函数 是 阿 贝 汞 第 一 次 引进 数学 分 析 里 来 

的 . 末 来 阿 贝尔 已 死 , 雅 可 本 可 以 借 此 提高 自己 在 横 园 通 数 方面 的 威望 ,结果 他 却 力 兵 阿 员 

尔 , 并 且 为 阿 贝尔 的 作品 被 当时 的 柯 西 雪 藏 了 15 年 而 愤愤 不 平 . 这 种 对 科学 务实 .对 他 人 

尊重 的 品质 ,值得 后 志 所 有 教学 家 了 向 他 学 习 . 

雅 可 比 名 言 
。， 上帝 总 在 使 世界 算术 化 . 

。， 数 学 如 园 音 乐 或 诗 一 样 显然 地 确实 具有 美学 价值 . 

。 在 奥 林 匹 斯 山上 统治 善 的 上 SE, BAAR, 

。 科学 的 有 唯 一 目的 是 为 人 类 的 精神 增光 ， 

  

。 过 向 ,要 经 常 北向， 

练 习 题 

1. GRRE DH Lima =A 的 充 要 条 件 是 对 任何 向 最 * 都 有 
limA’”’ x = Ar. 
faeces 

2. 设 有 方程 组 Ar 一 ,其 中 和 为 实 对 称 正 定 阵 , 试 证 明 当 0<w< 太 (BR2>p(4)) 时 选 
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代 法 
ath a x + olb—Ax), Ck = 0,1,2,°**) 

a, 

3， 设 方程 组 

一 人 十 4zs 十 2xs = 20, 

22; — 32, +10z, = 3 

〈1) 考察 用 雅 可 比 选 代 法 ,高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 解 此 方程 组 的 收敛 性 ， 

(2) 取 初 始 解 为 [0,0,0] ,用 雅 可 比 挝 代 法 及 高 斯 - 赛 德 尔 失 代 法 解 此 方程 组 ,要 求 当 

I] xP 一 xz 由 -<10 一 时 终止 迭代 . 
4. FA SOR FEMA BA CR w=0. 9, HR AL[0,0,0]") 

(5x, +22, +z, =— 12 

全 ay +42, + 2x, = 20, 

2x, ~ 32, 十 107s 一 3 

要 求 当 1 xz 一 x 由 -<10 一 时 终止 选 代 . 

5， 基于 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 可 得 到 -- 种 新 的 选 代 法 . 在 第 点 步 迁 代 中 心 王 0,1,，…), 先 

和 由 高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 公式 根据 x 中 算出 守 2 ,然后 将 分 量 的 更 新 顺序 改 为 从 z 到 1, 类 似 地 ,再 
计算 一 遍 和 根据 ze 得 到 xz .这 种 选 代 法 称 为 对 称 高 斯 - 赛 德尔 (SGS) 方 法 ， 试 排 导 SGS 

方法 的 选 代 计 算 公 式 , 并 证 明 它 也 属于 分 型 法 , 且 当 和气 阵 4 对 称 时 怎 阵 M 也 是 对 称 的 . 

6. 考虑 线性 代数 方程 组 

(= +222 “Fez 一 一 12 

Ax =b, 

其 中 

(1) au 为 何 值 时 ,4 是 正定 的 ? 

(2) a Fafa eT HEAT be EAR MH? 

(3) a WAM GS BRR? 
7. 试 证 明定 理 4. 8 中 的 必要 性 部 分 ， 

8. 对 雅 可 比方 法 引进 选 代 参数 w>>0、 即 

XD yO D(A — b), 

Be 
xo) = (F— wD Ax” + aD" b 

Be AHEDT ch PS PE CIHR JOR FIR). TRULHA. YR Ax ASHE OT OER A Owl 

时 ,JOR 方法 也 收敛 . 

9. 设 托 阵 4 按 行 严格 对 角 占 优 , 试 证 明 求 解 线性 方程 组 4x=5 的 雅 可 比 选 代 法 收敛 

提示: 利用 定理 4.9 的 结论 ). 

10. 设 矩阵 4 为 实 对 称 正 定 阵 ,x* 为 方程 4z 一 的 解 , 试 证 明 *' g(x) =F x7Ax — 
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bx HME — Be MELA, AR Vx CR" xx. x) > ele"). 

11, RACK EMMIEEH MABE Ax=) HIT yx, HR KRR y, EE 

gy = ming (y-1 +e), (i= 1,2,-12), 

Ap e, fin PERERA i A py) BAG. 2D AE LM RR. RES uy. BiE 

这 样 得 到 的 迭代 算法 就 是 CG-S 迭代 法 . 

12. 试 证 明 在 共 乞 梯度 法 中 ,和 迭代 xi Exo 十 spanfr matroj， 其 中 和 为 原 方 

程 的 系数 矩阵 ,m 为 初始 的 残 盖 向 量 . 

13. RACR™ "EXE SH. pis poet pe CR MBI, BD plAp; =OCiH+ 7). RUE 

HA nt py ports py RPE TC EM. 

14, RAKR—TPRAe PHAR AS GERAD 2 Xo SE RB (Ch <n) rr EE 1 HE 

实 向 量 , 证 明 : 子 空间 

span{r,Ar,+A"™ 'r} 

fy HEN EB Rk. 

上 机 题 

1. 考虑 10 阶 Hilbert 抢 阵 作为 系数 阵 的 方程 组 

Ax = Dd, 

Fe ATER ay = py b= [Ii pa e7g |] . 取 初始 0, AS AEA A Jacobi 55 
SOR 和 迭代 法 求解 该 方程 组 ,将 | xz 一 z || 10 EWR EERE. 

《1) 分 别 用 Jacobi 与 SOR(o 一 1, 25? 选 代 法 求解 ,观察 收敛 情况 ， 

(2) 改变 w 的 值 ,试验 SOR 迭代 法 的 效果 ,考察 解 的 准确 度 ， 

2. 考虑 常 微分 方程 的 两 点 边 值 问题 : 

dy 中 一 | a, O<a<l) 

yO) = 0, y= 1 

容易 知道 它 的 精确 解 为 

+= oo e FD az,   

AT CS Ty EA LO LIK Dl ne BHP, SAHA, 

x =th, C=1,2,0",n—1), 

得 到 有 限 差分 方程 

ay 
yor — 2y + yen Zi 3 
rr + ah 

简化 为 

Ce t Ad aie 一 (Ze + Ady; +eyes = ah? ’ 

MA Tit 2S BU 79 Bl Be HE Dy BB SH BY FR RE BE 
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一 《26 + A} eth 

€ — (2e+h) eth 

A= € — (eth) 

. eth 

E — (2e+h) 

(1) 对 c= 1,a= 5 n= 100, 5} 8) URE AT Lk .G-S 和 SOR 方法 求 线 性 方程 组 的 解 ,要 求 

有 4 位 有 效 数 字 ,然后 比较 与 精确 解 的 误差 

(2) 对 s 一 0. [I,e 一 0.01,e 一 0.0001 考虑 同样 的 问题 ， 

3. 考虑 如 让 的 候 微 分 方程 Dirichiet 边界 问题 : 

于 人 0<riy<1 

- : “n> 及 > (x.y) € 三 

其 中 为 正方 形 区 域 的 边界 , fp 均 为 关于 z 和 y 的 已 知 函数 . 类 似 半 模型 问题 ,得 到 状 分 

方程 
hei 1 A? -. 

(1+ 7) a 一 下 (ze 十 内 laj + yak + uj5-4) 一 qh Ciyj = 1,2,";n— 1), 

Ui,0 = ior Bin = Pint G = 0,1,2,-,7) 

Mo = Pot "bey = Ont C7 = 0,1,2,-++ 40) 

$e FB“ BPR ED”, 73 Bl PH 
Ss’ B 

BS’ B 

A= BS *, ， 

. B 

B Ss’ 

其 中 B=—441 yn —) BY ALGAE RE SEM AH 1b? /4 UO EBT — 1/4 BY n— 

LRM RSM A. It f= sinry) p= x! + y? n= 20, FE BA BE TAR A 28 PAs BR AR 

BORA 4 MARRS. 
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第 S 章 和 矩阵 特征 值 计 算 

与 线性 方程 组 的 求解 问题 一 样 ,矩阵 特征 值 与 特征 向 量 的 计算 也 是 数值 线性 代数 的 重 

要 内 容 . 在 理论 上 ,和 邱 阵 的 特征 信 是 特征 多 项 式 方程 的 根 , 因 此 特征 值 的 计算 可 转化 为 单个 

多 项 式 方程 的 求解 然而 对 于 高 阶 和 矩阵 ,这 种 转化 并 不 能 使 问题 得 到 简化 ,而 且 在 实际 应 用 

中 还 会 引 人 和 人 严重 的 数值 误差 . 因此 ,正如 第 2 章 指出 揭 ,我 们 一 般 将 多 项 式 方 程 求解 转化 为 

矩阵 特征 值 计 算 癌 题 ,而 不 是 色 过 来 . 

木 童 介绍 有 关 年 阵 特 征 值 计算 问 题 的 基本 理论 和 算法 . 与 非 线 性 方程 求 根 问题 类 似 ， 

HE RE EAS TE AS IK ER AK. 

5.1 基本 概念 与 特征 值 分 布 

本 节 先 介绍 矩阵 特征 值 .特征 向 景 的 基本 概念 和 性 质 , 然 后 讨论 对 特征 值 分 布 范围 的 简 
单 估 计 方 法 ， 

5.1.1 基本 概念 与 性 质 

FEM 5.1: RRR A= (a, EC", 

(1) 称 

glad = det(Ah— A) = a tq aT! tee ten dt en 

为 和 RUA 4 $ HX (characteristic polynomial) jn RRRAAB 

gta) = 0 

为 和 BY FF 4 A FE Ccharacieristic equation), FH a PBA. A, RHA BF ee 

《eigenvalue)、 此 外 ,常用 1(4) 表 示 4 的 全 体 特 征 值 的 集合 ,也 称 为 特征 值 谱 (spectrum of 

eigenvalue). . 

(2) SRE A I — Pe EA A KR 

CA - A)x = 0 (5, 1) 

有 非 零 解 (因为 系数 矩阵 奇异 ) LE x PRA A EA TA BOA SE FE (eigenvector). 

根据 方程 (5. 1), 得 出 矩阵 特征 值 与 特征 向 基 的 关系 , 即 

Ax = dx. (5. 2) 

第 3 章 的 定义 3. 5 就 利用 公式 (5. 2) 对 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 进 行 了 定义 , 它 与 定义 5.1 是 

等 价 的 . 另外 ,同一 个 特征 值 对 应 葛 特 征 向量 一 定 不 唯一 ,它们 构成 线性 子 空间 , 称 为 特征 

子 空间 (eigensbace)， 

我 们 一 般 讨 论 实 矩阵 的 特征 值 问题 . 羔 注 意 , 实 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 不 一 定 是 实 

凶 ” 如 果 用 有 限 次 运算 能 求 得 一 般 矩 阵 的 特征 值 , 则 多 项 式 方程 求 根 问题 也 可 用 有 限 次 运算 解决 ,这 与 阿 贝 尔 证 明 

的 ”高 于 4 次 的 多 项 式 并 不 剖 宜 用 初等 运算 袁 示 的 求 根 公式 "的 理论 矛 大， 
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数 和 实 向 量 ,但 实 特征 值 一 定 对 应 于 实 特 征 向 量 ( 方 程 (65.1) 的 解 ) ,而 一 般 的 复 特 征 值 对 应 

的 特征 向 量 一 定 不 是 实 阿 量 . 此 外 , 若 特 征 值 不 是 实数 ,， 则 其 复 共 轰 也 … 定 是 特征 值 ( 由 于 

特征 方 往 为 实 系 数 方程 )、 定理 3, 3 表明 , 实 对 称 算 阵 4 皇 民 "的 

特征 值 均 为 实数 ,存在 2 个 线性 无 关上 正 交 的 实 特征 向 量 , 即 存 

在 由 特征 值 组 成 的 对 钊 阵 4 和 特征 向 量 组 成 的 正 交 阵 红 ,使 得 

A=@AQ". (5. 3) 

例 5.1( 弹 簧 一 质点 系统 ): 考虑 图 5-1 RRR R. 

其 中 包括 三 个 质量 分 别 为 mi .ma ,ms 的 物体 ,由 三 个 弹性 系数 分 

BY AD By Ro ey 的 弹 息 相 连 , 三 个 物体 的 位 置 均 为 时 间 的 项 数 ,这 

里 考察 三 个 物体 偏离 平衡 位 略 的 位 移 , 分 别 记 为 yn Cy. Ce), 

39 因为 物体 在 平衡 状态 所 受 的 重力 已 经 和 弹 得 伸 长 的 弹力 

平衡 ,所 以 物体 的 加 速度 只 和 偏离 平衡 位 置 引 起 的 弹 赞 伸 长 相 图 51 弹 筑 

关 . 根据 牛顿 第 二 定律 以 及 胡 克 定律 ( 即 弹 答 的 弹力 与 拉 伸 长 户 

成 正比 ?可 列 出 如 下 微分 方程 组 吕 ， 

My’(2) + Ky (2) 一 

其 中 yi 一 [人 ye 9,00], 

  

| 0 

y(t) 

质点 系统 

m 0 0 ky + ke —- Rp 0 

walt M2 |. K= | 一 天 > kr +k, —&i|. 

0 0 m, 0 —k, R; 

在 一 般 情 况 下 ,这 个 系统 会 以 自然 频率 o 做 谱 波 振动 ,而 ?的 通 解 包含 如 下 的 分 最 : 

Wi 一 Te G=1,2,3), 

其 中 i= w 一 1 根据 它 可 求解 出 振动 的 频率 w 及 振幅 z,， 由 这 个 式 子 可 得 出 

yt) =—w'azye™, CF = 1.5253), 

代 和 人 微分 方程 ,可 得 代数 方程 

    

—o'Mx +Kx = 0, 

或 

Ax = dx, 

HP A=M 'KA=e'. BURR A MOREE REATAR HARRAH ARM 

率 ( 有 多 个 ). 再 结合 初始 条 件 可 确定 这 二 个 位 移 函 数 , 它 们 可 能 按 某 个 和 良 然 频率 振动 ( 简 正 

振动 ) ,也 可 能 是 若干 个 箱 正 振动 的 线性 亚 加 ， 

5. 20REE Ni REE BER): KE 

5 一 1 -1 

3 1 -1 

4 —2 了 

A= 

  

的 特征 值 和 特征 向 量 . 

kK] SRA MRE 

OD ABS BST RAH 7B ERM. 
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A-5 1 1 

—~3 A-1 1 

一 4 2 一 1 

故 4 的 特征 值 为 :一 3 一 2( 二 重 特征 值 ). 

当 ) 一 一 3 时 ,由 (一 4)x 一 0 得 到 方程 

—2 I a 0 

4 2 2 5 0 

ERRAE TE ABZ a =1, WOR MRA x 一 [Li,1, 1 ，, 记 为 xR x, BA, SRA 

Sp TE [ey i. 

aa, =2H,H OIA) x=0, BATE 

“-3 1 1) fay oO 

-42 1 bo 

ERR ST RI x. = 1, MOR BBA x=(1,1,2]' 12% x, Sl x. BAe MRK 

特征 向 量 . 

下 面 概括 地 介绍 有 关 和 撼 阵 特征 值 . 特 征 拘 量 的 一 些 性 质 ,它们 可 根据 定义 5.1 以 及 

公式 (5. 2? 胡 以 证 明 ， 

EH S.1: HA G=1,2. wn RRA OEE 

(1) May = Sey = tr(A); 
vl 

det(Ak — A} = = (A-—3)Q—2)? =0, 

    

        

(2) TLa = det(A). 

5B tr(A) ARATE A BRL TIRES AN Bh Hy 9 A HY ik trace). 
从 上 述 结论 (2) 也 可 以 看 出 , 非 奇 异 和 矩阵 特征 值 均 不 为 0， 而 0 一 定 是 奇异 矩阵 的 特 

征 什 . 
定理 5.2: 矩阵 转 置 不 改变 特征 值 , 即 4) 一 MAT)， 
定理 5.3, 若 拭 阵 4 为 对 角 阵 或 上 (下 ) 三 角 阵 , 则 其 对 角 线 元 素 即 为 矩阵 的 特征 值 . 
定理 5.4, 落 矩 降 4 为 分 块 对 角 阵 ,或 分 块 上 (下 ) 三 角 阵 ,例如 

Ay; Ay Aum 

An ** Arm 
A= 本 ，|， 

Anm 

KP BPS AT ABR A, BIA UU A OTE A Od EE A FB ACAD = 

Uaca,). 
SESE S.5. SiPE AS ATE BRC similarity transformation) Re PRE. REP A AB 

2G DLS PE BY AE SE A SX IR BX" AX, I 

(1) GBR AA B OTE AS BI ACA) =ACB); 
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《2) 若 ? 为 如 的 特征 向 量 , 则 相应 地 ,Xy 为 4 BOPP 

通过 相似 变换 并 不 总 能 把 矩阵 转化 为 对 角 阵 ,或 者 说 定 阵 4 并 不 总 是 可 对 角 化 的 

《diagonalizabje). 下 面 给 出 特征 值 的 代数 重 数 . 几 何 重 数 和 亏损 矩阵 的 概念 ,以 及 几 个 

定理 . 

TEM 5.2, RM ACR’ A m Pom) A EBA, A A, 是 特征 方程 的 

z, 重 根 , 则 n; HA; BARRE HK Calgebraic multiplicity) , JF RA; WALKIE TS al CC 

子 空间 的 维 数 为 ii 的 几何 重 数 (gsometric multiplicity). 

EME S.6; RR ACR’ 的 za 个 不 同 的 特征 值 为 人 ，…,Xw ,特征 值 1 人 一 1 和) 的 

代数 重 数 为 nv, , Lo BRA ke, 

C1) Shou, = my BLE JL AR A EME Vj om 2, 

《2》 不 回 特 征 值 的 特征 向 量 线 性 无 关 , 并 且 将 所 有 特征 子 空间 的 Sta, 个 基 ( 特 征 向 量 

放 在 一 起 ,它们 村 成 一 组 线性 无 关 向 最. 

《3) 若 每 个 特征 值 的 代数 重 数 等 于 几何 重 数 , 则 总 共 可 得 上 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 它 

们 是 全 空间 宅 " 的 基 . 

定义 $.3: 若 和 矩阵 4E 民 "的 某 个 代数 重 数 为 二 的 特征 值 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 数 

Bb ACR fa RK NFR) ER A OF ARE defective matrix), AM ARR HW aE 

4H FE (nondefective matrix). 

EH 5.7; RERACR’ al MA EAA RH XC CG 

X'AX =A, 

其 中 必 EC "为 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 4 为 非 亏 损 和 矩阵 . 此 时 ,4 的 对 角 线 元 素 为 矩阵 和 4 的 

特征 值 , 而 短 阵 发 的 列 向 量 为 = 个 线性 无 关 的 特征 向 其. 

定理 5. 7 中 方程 的 等 价 形式 为 4 一 XAX-:， 它 被 称 为 特征 值 分 解 , 也 电 谱 分 解 

(spectrum decomposition)、 特征 值 分 解 存 在 的 充 要 条 件 是 4 为 非 亏 种 和 矩阵， 但 现实 中 还 有 

很 多 和 矩阵 是 亏损 矩 竹 ,例如 例 5. 2 中 的 矩阵 , 它 的 特征 值 2 的 代数 重 数 为 2, 而 几何 重 数 仅 

为 1]. 这 种 矩阵 不 能 相似 变换 为 对 角 阵 ,但 存在 下 耐 的 若 当 分 解 (jJordan decomposition)， 

定 娃 5.8: 设 德 阵 4 扣 有 “"， 存在 非 奇 异 和 矩阵 下 EEC" "使 得 

    

A= Xjx"', 

J 

RE TB 的 分 块 对 角 阵 ( 称 为 车 妆 标 准 型 ), 其 中 下 一 

J, 
Ar il 

Ak _ 
1 称 为 车 当 块 ,其 对 角 线 元 素 为 罕 阵 4 的 特征 值 . 设 抢 阵 4 有 Mm 个 不 同 的 

Ae 

特征 值 为 1， 8 5Am Ee (8A; G=1. 1m) ARR RH 7;  JUFA] RH &; , ia) Pz Ss. 

A; MMF e;, 个 若 当 块 ， 其 阶 数 之 和 等 于 方 . 
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在 若 当 分 和解 中 , 妇 果 所 有 若 当 欣 都 是 1 阶 的 , 则 了 为 对 角 阵 ,这 种 分 解 就 是 特征 值 分 解 ， 

相应 的 矩阵 为 非 亏 损 阵 . 若 当 分 解 是 很 有 用 的 理论 工具 ,利用 它 还 可 证 明 下 面 关 于 和 矩阵 运 

RARK BREAN EH. 

ERES.9: BA G=1,2, Wn PBA REL, 

(1) BRE cA Cc ARO BREA cds cde ets edn. 

(2) HERE A+ c¥ Cc ARO AS EGE Ay teas tesa, te. 

(3) ERE At (Ck Ay iE ER) EE AT AD AR. 

(4) 设 p(OW—-BRR BM, NSH pA MPI pA) pA pA). 

(5) FA ATAHEH, WA ACG =1,2,°+,2), BE A' AEA ay, 

Arte An 

5.1.2 特征 值 分布 范 围 的 估计 

估计 特征 值 的 分 布 范围 或 它们 的 界 ,无 论 在 理论 上 或 实际 应 用 上 ,都 有 重要 意义 ， 比 

如 ,本 书 前 面 的 内 容 曾 涉及 两 个 问题 : 

、 [Ama CATA) 
(1) 计算 矩阵 的 2- 条 件数 : cond(4): 一 tet 

(2) 53% 1 Bre BRK OTP = Bx? +f EC ITE We SR BE Ue he 8) FN ST WAS AE 径 
CB) = max | a, CB) | <1 BUBCEE BE 2 R=— logwe(B). 

FEOF HB ie BERT BEE A Hh BA TA. 

第 4 章 的 定理 4.4 EH KRM ART ER, 即 

p(4) 委 141， 

这 是 关于 特征 值 的 上 界 的 一 个 重要 结论 . 

下 面 先 给 出 定义 5.4, 上 再 介绍 有 关 特 征 值 的 界 的 另 一 个 重要 结论 . 

5.4: iH A=(a,E€0"", nn = > | ay, | (2 = lyn), NBS D,={ze:|<- 

p#tR 

ay |r zEC RAL, DER PRAY cn HAL. 

r, 为 半径 的 圆 盘 , 称 为 和 BY Gerschgorin (4% fh 

[al ee. 

5-2 BRT -~-*+ 3X3 RMR RAB. 

SE 5. 10MREH): 设 4 一 (an ) EC , WM: 

(1) 4 的 每 -一 个 特征 值 必 属于 4 的 格 什 苹 林 圆 盘 
ys 4 ， , 图 5-2 SMACRH UR IX3 IA 

ZB, BP STE — RE EE A ASE PTE RC < kn) EE oth 4t Rake 

  

[Aran I< D3 lay | (5. 4) 

FSG 400 X ROR. ORM ACA) CU) Dy. 
(2) HAMM RAAB PA m TARAR-BAHRS.ASSREH 2 mth 

盘 分 离 , 则 S 内 恰好 包含 4 的 mm 个 特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 计 ). 
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对 如 图 5-2 所 示 的 例子 ,定理 5. 10 的 第 (2) 个 结论 的 含义 是 ; Di 中 只 包含 一 个 特征 

值 , 而 另外 两 个 特征 值 在 D:, .D: 的 并 集中 . 下 面 对 定 理 5. 10 的 结论 (1) 进 行 证 明 , 结 论 (2) 

的 证 明 超 出 了 本 韦 的 范围 . 

【证 明 ]〗 设 1 为 4 的 任 一 特征 值 , 则 有 4x 一 Mr,x 为 非 零 向 量 . 设 x 中 第 上 个 分 量 最 

XK » Bt 

la, |= max | 2; |> 0, 
lyn 

考虑 方程 (5.2) 中 第 大 个 方程 

Sane, = AX gs 

将 其 中 与 ze 有 关 的 项 移 到 等 号 左边 ， 其 余 移 到 右边 ， 再 两 边 取 模 得 

|A—ae lla l= | Sew, <2 lag Ila; I<l a | > la, |. (5.5) 
yer ay a 

最 后 一 个 不 等 式 的 推导 利用 了 *“z 中 第 上 个 分 量 最 大 "的 假设 .将 不 等 式 (5. 5) 除 以 1zt| , 即 
得 到 式 (5.4) ,因此 证 明了 定理 5. 10 的 结论 61)， 上述 迹 明 过 程 壕 说 明 , 若 某 个 特征 向 量 的 

第 志 个 分 量 的 模 最 大 , 则 相应 的 特征 值 必 定 属于 第 大 个 圆 盘 中 ， 

根据 定理 5. 2, 还 可 以 按照 抢 阵 的 每 一 列 元 素 定义 二 个 圆 盘 , 对 于 它们 定理 5. 10 仍然 

成 立 . 下 面 的 定理 是 回 盘 定理 的 重要 推论 ,其 证 明 留 给 感 兴趣 的 读者 . 

定理 $.11: 设 4ER”, 旦 4 的 对 角 元 均 大 于 0, 则 
(1) 若 4 严格 对 角 占 优 , 则 4 的 特征 值 的 实 部 都 大 于 0- 

(DFA 为 对 角 占 优 的 对 称 扼 阵 , 由 4 - 定 是 对 称 半 正 定 矩 阵 ,车间 时 4 非 奇 异 , 则 从 

为 对 称 企 定 符 阵 . 

例 5,.3( 圆 盘 定 理 的 应 用 ): 试 估 计 和 矩阵 
4 1 0 

1 0 一 1 

1 2} 一 4 

  

A= 

    

的 特征 值 范围 . 

【 解 〗 直 接 应 用 贺 盘 定理 ,该 抵 阵 的 三 个 哎 盘 如 下 : 

D: |aA-4)i<cl, De: [Al 2, Dy: fA+4/< 2. 

D SEhAASE MERA TEER ADEA RR AARRNRA REI, 

MSD, METRES A). PU Re RE oT , 

3<A. <5, AzeAs CD UD: 

Fa RE AT i FB A ea Ree. SRE AT AMM SH TAA 

Di: |a-4]1<2, Dy: |al<2, Di: |At+4/1<1. 

这 说 明 Di 中 存在 一 个 特征 值 , 且 为 实数 , 它 属 于 区 间 [ 一 5， 一 3], 经 过 综合 分 析 可 知 三 

个 特征 值 均 为 实数 ,它们 的 范围 是 

Al € {3,5], Az E€ [一 2,2]， Aa 各 [一 5, 一 3]. 

事实 上 ,使 用 MATLAB 的 sig 命令 可 求 出 下 阵 和 的 特征 值 为 4.2030，-. -0.4429， 一 3. 7601， 

根据 定理 5. 5, 还 可 以 对 答 阵 4 做 简单 的 相似 变换 ,例如 歌 不 为 对 角 阵 ,然后 再 应 用 圆 

盘 定 理 估计 特征 值 的 范围 . 
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例 5.4( 特 征 值 范 国 的 估计 ) : 选取 适当 的 和 矩阵 苹 , 应 用 定理 5.5 和 定理 5. 10 估计 例 5,3 

中 矩阵 的 特征 值 范围 . 

【 解 了 取 

0.9 0.9 一 站 

的 特征 值 与 4 的 相同 . 对 4: 应 用 园 盘 定理 ,得 到 二 个 分 离 的 圆 盘 ， 它们 分 别 包含 一 个 实 特 

征 值 ,由 此 得 到 特征 竺 的 范 败 估计 

4,673.8], ae [- 2% | a €[-5.8,—2.2]. 

Sh HB AE ob Att p(A) AU TEER BI 8<p(AI<S. 8, 
EDR LF Be BH SR GS SE Fe A EE BE CHS, HS. 5D, A 

征 值 的 范围 进行 -- 定 的 估计 .对 其 体例 子 , 可 适当 设置 相似 变换 矩阵 , 尽 可 能 让 圆 盘 相 互 分 
离 , 从 而 提高 估计 的 有 效 性 ， 

5.2 车 法 与 反攻 法 

等 法 是 一 种 计算 矩阵 最 大 的 特征 值 及 其 对 应 特征 向 量 的 方法 ,本 节 介 绍 寡 法 . 反 罕 法 
以 及 加 快 守法 迭代 收敛 的 技术 . 

5.2.1 EK 

定义 5.5: 在 矩阵 4 的 特征 值 中 , 模 最 大 的 特征 值 称 为 主 特征 值 , 也 叫 “* 第 一 特征 值 ， 

它 对 羔 药 特征 向 量 称 为 主 特征 向 量 . 

应 注意 的 是 , 主 特征 值 有 可 能 不 唯一 ,因为 模 棚 则 的 复数 可 以 有 很 多 ， 例 如 模 为 5 的 特 

征 值 可 能 是 5, 一 5,3 十 4i,3 一 41， 等 等 另外 ,请 注意 谱 半径 和 主 特征 值 的 区 别 ， 

ORS A AME A ERIE. UREA EM AMER TARR 

特征 向 基 . 对 于 实 乞 阵 ,这 个 唯一 的 主 特征 值 显然 是 实数 ,但 不 排除 它 是 重 特征 值 的 情况 . 

¥. ck (power iteration Mit HUBE. ALEK -EE OE CR BETERHE 

Vv, =AVers CH = 1,2,°) 

得 到 向 量 序列 fw;} ARE E ALR ih ERE SHE. Fe RRA. 

定理 5$.12: 设 4ER"" ,其 主 特征 值 唯一 , 记 为 1, 且 为 的 斤 何 重 数 等 于 代数 重 数 ， 则 

Mt FAEF al bt v, C R" ve RS SEES LEASES IE RERARUK 
=Av,,, Ck = 1,2,°), 

存在 如 下 极限 等 式 

lim Fp = Xs (5. 6) 
ey 1 
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lim SP) = Q,, (5.7) 
he co Cu); 

其 中 xi 为 主 特征 向 量 ,()) 表示 向 量 w 的 第 7 个 分 量 ( 一 1,2,…)， 

【证 明 】 为 了 推导 简 使 ,不妨 设 主 特征 值 40, SERRE FARRER A 为 非 亏 损 

JERE. TRA AD ne 个 特征 值 按 模 人 共 大 到 小 排列 为 1aj>1a| 关 …j | ,它们 对 应 于 一 组 线性 

无 关 的 单位 特征 向 草 训 ，…,X .向量 we 可 写成 这 些 特 征 向 量 的 线性 组 合 

VW — a kts ta, tas 

根据 已 知 条 件 ,a AO, AU 

vu, =Av,, = Au, = ayAt €) + andi Be +e taal ad, 

一 :| = 人 x: +e), 

HP e, = a (} 上 mee laa, C=2oe5n), Sil 

lim e, = O= lim =! = g, X,. 
koe bewco AS 

Fa PEGE tel BK MES SE RH, 2, WC RERE Mt 

S$7E lit. be Ko, RRR BT ERT eR. 

RA Bn ZH HHR.ACe,), 40, a 

Ce; =) Ca, ¥, + eu); 

Cu); ' Ca; X, +e); , 

HF lime, =O, Ba & WAKA WF 个 常数 人:. 这 就 证 明了 定理 的 结论 . 

车 矩 阵 4 为 亏损 矩阵 ， 可 利用 和 矩阵 揭 若 当 分 解 证 明 这 个 定理 ,这 里 略 去 ， 在 这 种 情况 

下 , 主 特征 值 的 几何 重 数 等 于 代数 重 数 " 这 一 条 件 很 重要 ,例如 , 若 
1 0 

和 一 |0 3 0 

0 0 1 

它 揭 主 特征 值 为 3, 但 其 包 何 重 数 为 1, 不 满足 条 件 . 对 这 个 窍 阵 4 进行 实验 显示 无 法 用 震 

法 求 出 主 特征 值 . 

关于 定理 5. 12 ,再 说 明 几 点 ; 

《1) 当主 特征 值 为 为 重 特征 值 时 ,应 要 求 其 几何 重 数 等 于 代数 重 数 ,此 时 特征 子 空间 

ERK LARA yy AHR ERE Sa PHASE. 

(2) 公式 (5.7)? 的 含义 是 相 邻 迁 代 向 量 分 苘 的 比值 收敛 到 主 特征 值 ， 因 此 在 实际 计算 

时 ,可 任意 取 了 的 值 , 只 需 保证 比值 的 分 母 不 为 零 . 

《3) 证 明 中 假设 了 % 和 关 0 ,在 实际 应 用 中 往往 随机 选取 ,由 于 存在 含 人 误差 , 它 一 般 都 

能 满足 . 感 兴 趣 的 读者 世相 思考 一 下 ,车 初 始 向 量 zw BES ERE ARIE. ARH 

中 的 选 代 向 量 序列 会 有 什么 结果 ? 

直接 使 用 寡 法 ,还 存在 如 下 两 方 商 问题 : 

(1) ew: AF vain, Bl 

JA. [> 1 BY. Se PRit Hv, oh BE 4 2k RAE; 
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IT<1 时 ,实际 计算 wx 会 出 现下 溢出 ( 当 碌 很 大 时 ). 
(2) 可 能 收 笋 速度 很 慢 . 由 于 es -= >"o (入 ) x vee > 0 的 速度 取决 于 求 和 式 中 大破 最 

7 一 3 

Az tno || | 
将 很 慢 ,严重 影响 计算 的 效率 . - 

下 面 采 于 规格 化 向 其 的 技术 防止 滋 出 ,导出 实用 的 村 法 . 关于 加 速 收 敛 技 术 的 讨论 ,更 

5. 2. 2 小 节 ， 

定义 5.6: 记 max(w) 为 向 是 E 疏 的 绝对 值 最 大 的 分 量 ,max(v) 三 攻 , 其 中 了 满足 | 二 | 一 

max |v, |» #7 RULER ME — UR NAS AR TS. OF ALR u=v/max(v) WA iy BRB 

¥ (normalized vector}, , 

例 5.5( 规 烙 化 向 量 ): 设 v=[3, 一 5,0]jTr,maxko) 一 一 5, 对 应 的 规格 化 向 量 为 

w 一 [一 去 ,1,9] 

根据 定义 5. 6, 容 易 得 出 规格 化 向 量 的 两 条 性 质 . 

定理 5.13: 定义 5.6 中 的 规格 化 向 量 满足 如 下 两 条 牲 质 : 

(1) Hu AM ee ww ||. = 1,9 Bmax) = 1. 

(2) Bm ey, Ae. SPAREN a, Aa, Ao, av, LR oA0, NM wy =u. 

EAE 5 — 2 BU EE RR. BABB. Av. 

计算 地 的 规格 化 向 量 

<]1 RE MOAB. AH SPB Oe eaten, PEE a, 的 收敛 速度 都 
  
Az 
A   

  

  

  

    

u — V1 — Ave 
‘ fax€a;)  max(Av,)’ 

RS RB Ce MITE eo, 

= — _ Abo = V2 = Au, max(Av,)” (3, 8} 

FRETS ht AR ERE. 

_ V2 一 A’ Uo 

aa max(v,)  max(A’o,) (8.9) 

公式 (5.9) 约 推导 利用 了 式 (5.8) 和 定理 5.13 的 结论 (2). 依 此 类 推 , 我 们 得 到 
At 

B= Altes = Ser ioe) 
， Ce = 1,250), (5. 10) 

= et A   
max(v,)  max(A'w,) 

根据 定理 5. 12 的 证 明 过 程 ， 

a4,\*. Atos =a [arts + Dia(%) ¥ | Vo 1] aX) “ue (7) x 

  

2 1} Ay\* 
a, = A’ ev, _ a 人 * kw xX 

一 = 一 一 max(A' vu, __ R yk max A‘ mo) max (a a+ Se, (2:) z,) max{ x, ) 

i=? 1 
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Al a, Za ERB. BE, 

Atv, 对 | w #+ Ya(*) 2] 

vu, =At, ) = = mI 

maxtAr Oe Gax(at [a f+ S3a,(4) * 3,1) 
  

得 

al 区 十 yw (*) ¥; 
po? 

. 中 ave 

1 ¥,+ 3 (— max(a x ae (3) 

因此 ,根据 定理 5. 13 的 结论 (17 有 

  =A; 
> 

‘) 
x 

  

  limw, =A, => lim max(v,) =A). 
boon max(x, kw 

基于 上 述 推导 ,得 到 如 下 定理 ,以 及 如 算法 5. 1 A SK. 

定理 5. 14: 设 4ER”" ,其 主 特征 值 唯一 ( 且 几 何 重 数 等 于 代数 重 数 ), 记 为 改 , 取 任意 

非 零 初始 向 量 由 三 m, 它 不 与 主 特征 和 值 对 应 的 特征 向 量 正 交 , 按 迁 代 公式 (5. 10) 进行 计 

算 , 则 

  lima 一 一 zx ， (5. 11) 
k +00 max(x,) 

lim max(v,) = a)> (5, 12) 
天 一 < 

其 中 zx 为 主 特征 向 大. 

算法 5.1: 计算 主 特征 值 iu AEN x, HRA 

输入 : v,A; 输出 : ™ Ay . 

ur=v; 

WhiIie 不 满足 判 停 准则 do 

U:=Au; 

Ay r=max(v); { 主 特征 值 近似 值 } 
ui=v/ai; CRUEL } 

End 

XI=u. { 规 格 化 的 主 特征 向 量 } 

在 算法 5. 1 中 ,可 根据 相 邻 两 步 迭 代 得 到 的 主 特征 值 近似 值 之 差 来 判断 是 否 停 止 选 代 ， 

每 个 迭代 步 的 主要 计算 是 算 一 次 矩阵 与 向 量 乘 法 , 若 4 为 笑 醉 矩阵 则 可 利用 它 的 苗 疏 性 提 

高 计算 效率 . 实用 的 宪法 保证 了 向 胜 序 列 { wj} .{w} 不 滋 出 ,并 且 向 量 w 的 最 大 分 量 的 极 
限 就 是 主 特 征 值 . 

最 后 ,针对 宪法 的 适用 范围 再 说 明 两 点 : 
《1) 若 实 撼 阵 4 对 称 半 正定 或 对 称 半 负 定 , 册 其 主 特征 值 必 唯一 (而 且 是 非 亏 损 阵 ). 

有 时 也 可 以 估计 特征 值 的 分 布 范围 ,从 而 说 明 主 特征 值 的 唯一 性 . 只 有 满足 此 条 件 ,才能 保 
证 戎 法 的 收敛 性 . 

《2) 对 一 般 的 乞 阵 , 圭 法 的 迭代 过 程 有 可 能 不 收敛 ,此 时 序列 {m } 有 可 能 包括 多 个 收敛 

于 不 同 向 姑 的 子 序列 , 它 趋向 于 成 为 多 个 特征 向 量 的 线性 组 合 . 但 是 一 旦 和 医 法 的 迭代 过 程 
收 敏 ,向 最 序列 的 收 伍 值 就 一 定 是 特征 向 量 , 并 可 求 出 相应 的 特征 值 . 
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例 $.6( 实 用 的 灾 法 ): 用 实用 的 午 法 求 如 下 垂 阵 的 主 特征 值 ， 

4- :] 

1 3J 

C81 取 初 始 向 量 为 wm 一 同一 [0 1] . 按 算法 5.1 的 选 代 过 程 ,计算 结果 列 于 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

表 5-1 中 ， 

次 5-1 实用 村 法 的 迭代 计算 过 程 

& we max(¥ > a 

0 0. 000 1.9 

1 1,0 3. 000 3. 000 0. 333 1,0 

2 2.0 3,333 3, 333 8, 600 1,0 

3 z. 800 3. 600 . 3.600 0, 778 1.0 

4 3. 333 3.778 3.778 6. 882 1.0 

5 3. 647 3. 882 3. 882 0. 939 1.0 

四 6 3. 8i8 3. 939 3. 939 0. 969 1.0 

7 3. 908 3, 969 3, 969 0, 984 1.0 

8 3.953 3. 984 3. 984 0. 992 1.9 

9 3.977 3.592 3.992 0. 996 1.0       
  

从 结果 可 以 看 出 ,在 每 次 迭代 步 中 做 的 规格 化 操作 避免 了 分 量 的 指数 增 大 或 缩小 . 经 

过 9 步 透 代 , 特征 值 max(o) 已 非常 接近 主 特征 值 的 准确 值 4, 特 征 向 基 也 非常 接近 
[1 17， 

5.2.2 ME REA Ia 

加 速 莉 法 迭代 收 伍 过 程 的 方法 主要 有 两 种 : 原点 位 移 技 术 和 瑞 利 商 (Rayleigh 
quotient) 加速 . 下 面 做 些 简略 的 介绍 . 

1. 原点 位 移 技 术 

诛 点 位 移 技术 也 明 原 点 平移 技术 , 它 利 用 定理 5.9 的 结论 (2), 即 矩阵 4 一 如 的 特征 值 

AA 的 特征 值 减 去 户 的 结果 . 对 惩 阵 如 一 4 一 苛 应 用 每 法 有 可 能 得 到 答 阵 4 的 某 个 特征 值 

X 和 相应 的 特征 向 量 ， 要 使 原点 位 移 达 到 理想 的 效果 ,首先 要 求 必 一 户 是 且 的 主 特征 值 ,其 

次 还 要 使 守法 尽快 收 伍 , 即 比例 | 入 <2 | 要 尽量 小 ,这 里 的 
AMz( 召 ) 表 示 扼 阵 吾 的 ( 按 模 ) 第 二 大 的 特征 值 . 

ERAPRAR RESIN p A EM A.B AT fray Re 

EEE. 图 5-3 显示 了 这 样 一 个 例子 ,矩阵 4 的 特征 值 

  1 emer 
上 
上 
上      

  

    
a 

REAL RR AR A, 为 其 主 特征 值 . 按 1 主 特征 值 h， 

图 5-3 所 示 选 取 的 户 值 将 使 得 :一 疡 是 矩阵 有 器 一 4 一 贡 的 | 

主 特征 值 ,并 且 显 然 有 图 5-3 ”原点 位 移 技术 示意 图 
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  je I< |, 
Ai 

eS HATE BRM ERIE SR EI AK ERE. 5-3 ae 

了 原点 位 移 法 名 学 的 由 来 ,即将 原点 (或 虚数 坐标 轴 ) 移 到 娟 的 位 首 上 :原始 矩阵 4 的 特征 

fia ERT EB RE A. 

采用 原点 位 移 技 术 BAT EE a ERY Sh ae SG RB PE OA 的 稀 

BLE. “EA BE Ae MU GRA BR p LATE BBE SR 2X RR AR BY 

情况 ,以 及 对 其 特征 值 分 布 的 了 解 . 在 后 面 ,我 们 还 会 看 到 原点 位 移 技 术 的 其 他 用 途 . 

2。 瑞 利 商 加 速 

首先 给 出 瑞 利 商 的 定义 ,以 及 它 与 特征 值 的 关系 ,然后 介绍 瑞 利 商 加 速 技 术 . 

定义 5.7: 设 4ER“, 且 为 对 称 和 抢 阵 , 对 性 一 非 零 向 量 和 由, 称 

Rx) (Ax x) 
(Xsx? 

Fa et BF fe) fat x BA. GPS ARR RAR. 

3H 5.15: RACR™. BAMA. n SRE IR AA SAS A, REA 

AA A SF RP A A, AA. BD x40, 
An ROW) SA 

AS x AA, SAAS EE YT ROD =A. 4 x AA, SAREE RO) =a,. 

【证 明 】 REE SCM Hs A SF ok BOT TE ed Pe Ce 3. 3) PE AL Ar, 

SE ie A ERIE RO x xr x, Bx = Ses Bitar = 《 Mew xy = 

die. 而 

7 一 1 

(AX x) = «Sean, Yer) = ( Sawin» Sass) = Daa! 

  

  

    

Sa ae Sasa! 
= fAxie) IN 扣 ma, 
Cex) 到 

Sa? Sai 各 mt 

、 、 (Axsx) 类 似 地 ,可 以 推出 全 > 和 
(Ax.x) o (AX xX) 4 BEE xm xy WAL 9), mx, WE a aa AE. 

  应 当 注意 , 瑞 利 商 与 矩阵 算 子 范 数 定义 中 的 很 相似 ,但 不 一 样 . 在 2- 范 数 意义 

下 ,和 抢 阵 范 数 1 41， 是 矩阵 47 的 瑞 利 商 最 天 值 的 算术 平方 根 . 

定理 5. 15 表明 , 实 对 称 矩 阵 的 瑞 利 商 Rix) 取 值 在 特征 值 谱 范 围 内 , 且 与 特征 向 量 z 对 

应 的 RIx) 等 于 相应 的 特征 值 . 在 实用 的 基 法 中 , 国 逐渐 趋 近 于 主 特征 向 量 x*:, 那 么 

Ru)s= 计算 瑞 利 商 能 否 更 好 地 青 近 心 呢 ? 

定理 $.16: 设 4 为 实 对 称 定 阵 , 且 主 特征 值 唯一 , 记 为 1， 应 用 祖 法 (算法 5. 1), 则 

式 (5. 10) 中 规格 化 向 拔 态 HA YR Ce) 满 足 
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  Ria) = SAly 5M? =a o( (2)"), 

(ty oy > Al 

其 中 ja a GERD FS AARP AE. 

对 此 定理 的 证 明 不 要 求 , 感 兴趣 的 读者 请 参考 文献 [8]. 下 面 解释 一 下 结论 . 

在 实用 的 宪法 中 ， 

a) X) + Qa (*) x, 

VU, = Ai - tt 9 

max(an + SJ 六 ) x) 
  

max(ax + S1e,(}4) x) _ wax (ax; +ar(*2) x2) 
  

  

max( = dy ~~ Sy Vel mw An 
max (a2 + 人 (+) x; } max(a:*1 十 as (37) x: ) 

a+o(* ) & t 
+ 

ed Te )， 
Ar 

FED ab 为 与 4 无 关 的 其 ,上 述 推导 在 4 六 1 的 情况 下 近似 成 立 , 其 结论 说 明 Fiax( wu ) 通 近 
hu 的 误差 为 O( { 笃 】 “) 对 比 定理 5.16 的 缚 论 ,RCw ) 表 近 ) 的 误差 为 Of ( 冯 ) ) ,显然 
后 者 能 更 快 地 收敛 . 因此 ,在 宪法 的 每 … 步 计算 瑞 利 商 可 加 速 收敛 ,仅仅 需要 多 做 两 次 向 基 
PSEA Cal ve AD ace) EDTA TE RE LE AT A ee. 

$5.7 Bee RE): SHS. 6 PAL, RA RRR BRA E 

特征 值 . 计算 过 程 如 表 5-2 所 示 ， 

表 52 瑞 利 商 加 速 的 效果 
  

  

  

  

  

  

  

    

k max( mu) up af Au, / us us 

0 0. 000 1.0 3. 600 

1 3. 000 9. 333 1.0 3, 600 

2 3. 333 0, 600 1,0 3. 882 

3 3. 600 0.778 1.0 3, 969 

4 3. 778 0. 882 1.0 3. 992 

9 3, 882 0.939 1.6 3,998 

a 6 | 3.939 0. 969 a 1.0 4.000         

与 表 5-1 WBE RL, ae RU EEA A, = 4 MRS HEH RERBS. 

5.2.3 RRR 

SB inverse iteration RF RE WRREREN AWA CRBRER ARR 

小 的 特征 值 及 其 特征 向 量 . 根据 定理 5.9 的 结论 (5) , 即 对 非 奇 异 矩阵 4,4-! 的 特征 值 为 矩 
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阵 4 特征 值 的 倒数 ,4 的 主 特征 值 便 是 4 按 异 最 小 的 特征 值 的 倒数 . 因此 ,可 对 4 ' 应 用 

才 法 求 出 矩阵 4 的 最 小 特征 信 . 这 就 是 反 释 法 的 基本 思想 . 

与 者 法 相对 应 , 反 检 法 的 适用 条 件 是 : 矩阵 4 按 模 最 小 的 特征 值 唯一 , 且 几 何 重 数 等 于 

代数 重 数 - 对 于 实 惫 阵 ,满足 此 条 件 时 这 个 最 小 特征 值 一 定 是 实数 ,相应 的 特征 向 量 也 为 实 
it. FARO. 

算法 5.2: 计算 最 小 特征 值 X 和 特征 向 量 x. HRBK 

输入 : ma: 输出 : 总 

ui=v; 

While 不 满足 判 停 蕉 则 ao 

visA‘u; OR SE TET EAR 

A,:=1/max (0); { 最 小 特征 值 的 近似 值 } 
ui=A,U? { 规 格 化 } 

End 

X,1=u. { 规 格 化 的 特征 向 量 } 

此 算法 同样 使 用 了 规格 化 向 景 的 技术 ,其 理论 证 明 类 似 于 对 实用 的 竺 法 的 讨论 ,这 里 不 再 殉 

述 . 反攻 法 算法 与 重 法 的 区 别 在 于 主要 计算 步 为 一 4 :az, 这 需要 用 到 线性 方 姓 组 求解 的 

方法 ,其 计算 量 醋 能 比 计算 矩阵 向 量 乘法 4u 大 很 多 . 

例 5.8( 到 笑 法 ): 用 反 震 法 求 例 5, 6 中 矩阵 的 按 模 最 小 特征 值 . 计算 过 程 列 于 表 5-3 中 . 

R53 反 王 法 的 选 代 计 算 过 程 

& ue max( vy) 

0 0.000 1.0 

  

  

  

J 一 0. 333 1.0 0.375 
  

2 一 0. 600 1,0 0. 417 
  

3 - 0,778 1.0 0. 450 
  

4 — 0. 882 1.0 0,472 
  

3 ~~ Q, 939 1.0 0. 485 
  

6 —0. 969 1.90 0, 492 
  

7 —9. 984 1.0 0. 496 
  

8 —. 992 1.0 0, 498 
      9 —0. 996 1.0 0,499 
  

KRPS MH 1/max( vo) KAWRF 1/0.5=2, Ai eee A ARDEA 2.0 Ht 

应 的 特征 向 量 约 为 [一 1,1] 

在 实际 应 用 中 , 若 知道 某 个 特征 值 的 估计 值 , 常 用 反 幕 法 结合 原点 位 移 技术 求 其 精确 值 
和 对 应 的 特征 向 基 . 假设 已 知 某 个 特征 值 的 估计 值 为 娟 , 则 》; 一 闫 是 矩阵 吾 王 4 pl HG 

征 值 , 旦 其 值 非常 小 (往往 是 吾 的 按 模 最 小 特征 值 ). 因此 ,对 4 一 划 应 用 反 宕 法 可 求 出 准 

WANA, URES We A 的 特征 向 量 . 当 估计 值 闫 与 4; 很 接近 时 , 反 释 法 只 需 和 迭代 很 少 
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的 次 数 即 可 收 敏 . 与 5.2.2 小 节 介 绍 的 夭 点 平移 法 加 速 苦 法 不 同 ,这 里 值 的 选取 原则 比 

较 明 确 , 只 要 它 接近 特征 值 , 既 可 以 加 速 反 酸 法 的 收敛 ,又 可 适合 于 任意 特征 值 的 计算 ， 另 
外 , 若 已 知 一 个 近似 的 特征 向 量 , 根 据 瑞 利 商 可 估计 其 对 应 的 特征 值 ,从 而 到 它 为 尹 值 . 这 

样 ,可 得 到 一 种 结合 上 述 三 种 技术 的 算法 , 它 不 但 加 速 特征 信 的 收敛 ,也 加 速 特 征 向 基 的 收 ， 

敏 ,限于 篇 幅 不 详细 介绍 , 感 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [1.， 

在 本 节 的 最 后 指出 , 寡 法 、 反 玻 法 都 只 能 求 出 迭 阵 的 基 一 个 特征 值 , 是 否 能 将 它们 推广 
来 计算 和 阵 的 多 个 特征 值 或 者 折 有 特征 值 呢 ? 答案 是 肯定 的 ,这 将 用 到 “收缩 "技术 ,在 5.4 
节 进 行 介绍 . 

应 用 实例 ， Google 的 PageRank 算法 

1， 问题 背景 

互联 网 (internet) 的 使 用 己 经 深入 到 人 们 的 日 常生 活 中 ,其 巨大 的 入 息 量 和 强大 的 功能 

给 生产 .生活 带 来 了 很 大 的 便利 ， 随 着 网 络 信息 量 越 来 越 旋 天 ,如 何 有 效 地 搜索 出 用 户 真 正 

需要 的 信息 变 得 十 分 重要 ， 自 1998 年 搜索 引 世 网 站 Google 创立 以 来 ,网 络 搜索 引擎 中 成 为 
解决 上 述 问 题 的 主要 手段 . 

1998 年 ,美国 斯 坦 福 大 学 的 博士 生 Larry Page 和 Sergey Biin 创立 了 Google 公司 ,他 

们 的 核心 技术 就 是 通过 PageRank 技术 对 海量 的 网 页 进行 重要 性 分 析 .、 该 技术 利用 网 页 相 
互 链 接 的 关系 对 网 页 进行 组 织 ,确定 出 每 个 网 页 的 重要 级 别 (PageRank)， 当 用 卢 进 行 搜索 

时 ,Googie 找 出 符合 搜索 要 求 的 网 页 ,并 按 它 们 的 PageRank 大 和 中 依次 列 出 .这样 ,用 户 一 

般 在 显示 结果 的 第 一 页 或 者 前 几 页 就 能 找到 真正 有 用 的 结果 . 

形象 地 解释 ,PageRank 技术 的 基本 原理 是 : 如 果 网 页 入 链接 到 现 页 孔 , 则 认为 “网 页 太 

投了 网 页 B? 一 票 ,而 且 如 果 网 页 A 是 级 别 高 的 网 页 , 则 网 页 日 的 级 别 也 相应 地 高 . 

2. 数学 问题 建 模 

假设 了 是 Internet 中 所 有 可 访问 网 页 的 数 和 月 ,此 数值 非常 大 ,在 2010 年 已 接近 100 亿 。 

定义 于 X 关 的 网 页 连接 址 阵 G 一 (go DER" ， 落 从 网 页 了 有 一 个 链接 到 网 页 i, 则 Br 一 1， 否 

则 gr 一 0、 趣 阵 加 有 如 于 特点 : 

(1) 他 矩阵 是 大 规模 稀 朴 给 阵 ; 

《2)》 第 j 列 菲 堆 元 素 的 位 置 表示 了 从 网 页 链接 出 去 的 所 有 网 页 ; 

(3) 第 守 行 非 霍 元 素 的 位 置 表示 了 所 有 链接 到 网 页 i 的 网 页 ; 

(4) G 中 非 零 元 的 数目 为 整个 Internet 中 存在 的 超 链 接 的 数量 } 

(5) 记 @ 纸 阵 行 元 素 之 和 m, 一 218y， 它 表示 第 并 个 网 页 的 “入 度 "i 

(6) 2ZGHHI RL Gc, = Dig, CREB SPM WA HR”. 

要 计算 PageRank, 可 假设 一 个 随机 上 网 4 冲浪 ”的 过 程 , 即 每 次 看 完 当 前 网 页 后 ,有 两 种 
选择 

(1) 在 当前 网 贯 中 随机 选 一 个 超 链 接 进 入 下 一 个 网 页 ; 
(2) 本 机 地 新 开 一 个 网 页 . 

OQ ERAWHTI MMA: ARM Googled-- --http:// www. gougte, com, A /¥ (Baidu} —http: // www, batdu, com, 
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这 在 数学 上 称 为 马尔 可 夫 过 程 (Markov process). 若 这 样 的 随机 “冲浪 ”一 直 进 行 下 

去 , 某 个 网 页 补 访 问 到 的 极 艰 概率 就 是 它 的 PageRanz， 

设 妨 为 选择 当前 网 页 上 链接 的 概率 (比如 , 户 一 0.85), 则 1 一 户 为 不 选 当 前 网 页 的 链接 

而 随机 打开 一 个 网 页 的 报 率 . 若 当 前 网 页 是 网 页 1，, 别 如 何 计算 下 一 步 浏 览 到 达 网 页 主 的 概 

率 ( 网 页 了 到 字 的 转移 概率 )? 它 有 两 种 可 能 性 : 

(1 著 网 页 了 在 网 页 的 链接 上 ,其 概率 为 疡 " 1/ci t+ p) -1/n; 

(2) 落网 页 ;不 在 网 页 7 的 链接 上 ,其 概率 为 (1-- 户 )。EXn。 

由 于 两 碘 是否 在 网 页 j 的 链接 寺 由 8 决定 ,网 页 了 7 了 到; 的 转移 概率 为 

ay = Bu | P* =+a-p) . = a-en[a-~ . +] PEs + 1B. 

REEMA. He, =0 BRAG, HO. LARA a, =1/n. 任意 两 个 网 页 之 间 的 转移 概率 形 

成 了 一 个 转移 短 阵 冯 一 (ai )oxs- 设 短 阵 且 为 各 个 网 页 出 度 的 倒数 ( 若 没 有 出 度 , 设 为 1) 构 

成 的 严 阶 对 角 阵 ,e 为 全 是 1 Hn ME, A 

4 一 pGD ++— Pee’, 

Ha’ i=1,.2, 2k REP MBA ME (Dic = 1), HERO RES 

HH AALS AAMAS. MATa mE Sloe, eae 
各 网 页 的 概率 分 布 为 Ye SAX, 

当 这 个 过 程 无 限 进 行 下 去 ,达到 拔 限 情况 , 即 网 页 访问 概率 工 ” 收效 到 一 个 极限 值 , 这 

个 极限 向 量 x ASM HO PageRank, EMR A=x,B Dz, = 1. 
1] 

3. FAMit HM PageRank 

SA nXn HARARE C ARLES MARR HRE p, RUYRHCELAA 

的 特定 向 量 x 

Ar = 

| 一 1 
1 二 

§# || All, =1, Fx AAS]. RE RREL=I-A SERECSAARRHAOW SH 

奇异 矩阵 ,所 以 det 一 和) 一 0,1 ZA MH EHC. FH-F, ADARRHERK 

BAT OH EDA CARAT BG PBAD, GH1,2,-0.n), ERRNO, $B 

7, %Aa,;t+r,=1,0HkRT 工 这 一 点 , 国 盘 上 任何 一 点 到 因 心 的 距离 ( 即 复 数 的 模 ) 都 小 于 

l. MHA) EHR A HA MR EMA. STR KARR MA REAR 

KEKE T EGR RB, 

网 页 PageRank 完全 由 所 有 网 页 的 超 链接 结构 所 决定 ,上 隔 一 段 时 间 重 新 算 一 次 

PageRank 以 反映 互联 网 的 发 展 变化 ,此 时 将 上 一 次 计 和 站 的 结果 伟 为 考 法 的 选 代 初 值 可 提 

高 收效 速度 ， 由 于 选 代 向 醒 以 及 竹 阵 和 的 物理 意义 ,在 使 用 辕 法 时 并 不 需要 对 向 量 进行 规 

格 化 ,而 且 不 需要 形成 给 阵 入 ,通过 遍历 整个 网 页 的 教 据 库 ,根据 网 页 间 超 链接 关系 即 可 得 

到 4xc 的 站 果 ， 
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PACA) 

人 从 
eS 

Ka AT AOR 7 TA 

4. 实验 结果 

用 一 个 只 有 6 个 网 页 的 微型 网 络 作 为 例子 ,其 网 页 链接 关系 如 图 (B) 所 示 . 通过 下 述 

MATLAB 4 4 * 4 & 46 FE OG 

>> i=(2344596161); 

>> j=(1223]3345 6]; 

>>n=67 

>>G=sparse(i, j, l, n, nie 

再 使 用 下 述 命令 得 到 矩阵 入 

>>C=tfullitsuntG))7 

>> D=spdiags(i./e’, 0, n, ni 

>>e=anes(n, 1}; 

>>p=.85; delta= {1-p)/n; 

>>A=p* G* D+delta*e*e'; 

得 到 矩阵 从 为 
0. 025 

@. 875 

0.025 

0. 025 

0. 025 

0. 025 

0. 025 

0, 025 

0. 45 

0. 45 

0. 025 

0,025 

0. 025 

0, 025 

0, 025 

0. 3083 

0. 3083 

0, 3083 

0, 875 

6, 025 

0, 025 

0,025 

0, 025 

0, 025 

0, 025 

0. 029 

0. 025 

0, 025 

0, 025 

0, 875 

@) alpha 

  

  

图 (B) 网 页 超 链 接 关系 

0. 875 

0. 025 

0, 025 

0.025 |" 

0. | 

6. 025 

  

(C) 计算 出 的 PageRank 数值 

使 用 察 法 可 求 出 其 主 特征 向 量 , 即 PageRank 为 

x = (0. 2675 0.2524 0.1323 0.1697 0.0625 0,1156]’. 

使 用 MATELAB 的 bar 命令 ,特工 的 各 分 量 值 亚 示 如 曙 (C) 所 示 , 从 中 看 出 各 个 网 页 的 级 别 

商 低 .虽然 链接 数目 一 样 ,但 网 页 alpha 四 的 级 别 比 delta 由 和 sigma 人 四 卷 高 ,而 beta 四 的 级 

别 第 二 高 ,因为 高 级 别 的 alpha 人 链接 到 它 上 面 , 它 沾 了 aipha 作 的 光 . 

5.3 息 阵 的 正 交 三 角 化 

为 了 介绍 计算 矩阵 所 有 特征 值 的 方法 ,本 节 先 介绍 窃 阵 的 正 交 三 角 化 技术 与 乱 阵 的 

QR 分 解 ， 回 顾 前 面 的 高 斯 消去 过 程 , 它 相当 于 用 消去 矩阵 逐次 左 乘 矩阵 4, 最 终 将 它 化 成 
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上 三 角 和 矩阵 ,所谓 正 交 三 角 化 技术 ,就 是 用 正 交 枪 阵 左 乘 4 来 实现 消 元 ,从 而 将 它 化 为 上 三 

角 阵 . 

实现 矩阵 的 正 交 三 角 化 的 主要 手段 有 Houscholder( iM BH HR 7 HM, Givens ( # KX 

斯 ) 旋 转变 换 .Gram-Schmidt( 格 葬 妈 - 斯 密 特 ) 正 交 化 过 程 三 种 . 这 里 介绍 Householder 变 

换 和 Givens 旋转 变换 技术 . 

5.3.1 Householder 变换 

Householder 变换 也 称 为 初等 反射 变换 , 下面 先 定义 Househoelder 矩阵 。 用 

Householder 矩阵 左 乘 一 个 向 量 ( 或 矩阵 ), 即 实现 1iouseholder 变换 . 

4M 5.8: RB weR'A owl RE 

H(w) = I—2ww? (5, 13) 

A Householder 4 BF , s& 3) 5 52 Bt HE. 

TH 

We 设 w 一 | “| , 则 根据 定义 得 
Von 

IT 一 2rz 一 2tt ~ —2w,w, 

Hw =| 2s ws 1 ~ Pew “ — Dwew, 

— 2uy,w, — 2w,tw, 1 — ot 

AME BA, HOw) = AC — w) , BA — we By fg ae TR PEO. 

我 们 用 一 个 定理 益 结 Householder 矩阵 和 Householder 变换 的 性 质 . 

定理 5.17: 设 于 为 定义 5.8 中 的 Househotder 矩阵 , 则 

(1) 矩阵 HW AMR, BP H7=H; 

(2) iB MW AER BS WH =I; 

(3) Householder 45 RS. BE) ER ES PB ee Sa a x J 

向 为 mw 的 超 平面 的 镜像 ,这 里 的 w OT PA CARS. 13). 

定理 的 证 明 很 简单 , 留 给 读者 思考 . 应 注意 的 是 ,结论 (1).(2) 说 明 Householder 矩阵 

APRS RH CMR ERB AS Bw PRUE ERM RSNA WE 

论 (3), 即 Householder 变换 的 几何 意义 作 些 直观 的 说 明 . 

如 项 5-4 所 示 , 设 向 量 w 和 的 起 点 都 在 二 维 坐 标 系 

RA Uw 为 法 向 散 -平面 S,m 为 单位 长 度 向 量 ,x 为 不 

在 平面 S 内 的 任意 向 量 ， 

Hx =(i—2ww")x = x—2ww'x 

  

=x—2(w'x)w. (5.14) 

考察 图 中 向 最 < 在 w 方 向 的 投影 向 量 了 ,根据 向 量 内 

积 的 定义 知 ， 图 5-4 Householder 变换 实现 向 量 

人 rw》 一 1wllzlyls= 一 7ll， 的 镜面 反射 
之 |y|，= (x.w) = x’w = we, 
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又 由 于 向 量 了 和 方向 相同 , 则 (wxz)w 一 y* 于 是 

Hx = x-2y. 

结合 图 5-4,2?7 为 吕 线 表示 的 向 量 , 由 此 得 到 Brx 与 yx 关于 平面 3 镜像 对 称 . 

下 面 给 出 两 个 定理 ,它们 是 通过 开 ouseholder 变换 实现 矩阵 的 正 交 二 角 化 的 基础 

定理 $. 18: x, yeR", xy, || x ile = |l y 2. WE Householder GE H, fe 

Hx= y. 

35.19; &x=[21,°++2,)' 40, WA Householder GH H, ff Hx —ce,, HP 

1, TI 之 0 

-ln<o 

TERE S18 LEHRER A wo Cx—y)/ | x—y ll, WER 

CARS H=I—2ww’ Fefe Hx = y. iXiBit Householder FMHILM RNR BS. 

Householder FRE RRA RT. Fx My RFRA AS, AE eR 

x—y BAT Ty, BRE) BB eT a) AB SER. I RT LAE 

BAYH A ESR 9 Householder 41 42 ME—- AY. 

o = sign(z)) ||xfl.. e: =(£1,0,°+,0]", sign€x,) -| 

定理 要 求 的 Househoelder 矩阵 时 ,可 取向 量 w= (xz 二 ee)y 1 x 十 ce | :、 对 定理 5. 19 再 说 

BA PAAR 

1) Be BMW RAR Householder FRA HB x 中 除 第 一 个 分 量 外 的 其 他 分 

量 的 变 成 0, 这 是 一 种 消 元 操作 . 

《2) 公式 百 r 一 一 ce, 等 号 右边 的 “一 ”号 可 保证 计算 的 稳定 性 , 它 使 得 求 w 的 第 一 个 向 

BREN WANE xz, 十 sign(zi) | xi 为 两 个 局 符 号 的 数 相 加 ,不 会 发 生 “ 抵 消 " 现 象 . 

同时 注意 ,变换 后 向 量 的 第 一 个 分 量 改变 了 符号 . 

例 5.9(Householder 变换 ) : 确定 一 个 Househojder 变换 ,用 以 消去 下 面向 量 中 除 第 一 

个 分 量 以 外 的 分 量 

=] 
(9) 根据 定理 5. 19, Sosignla,) lall.=—3, Wwe 

vmavan = fife ol 
Rw=v/ lo ll. WRB XE Householder HH H. WAS, 

5 — 3 

—2xx = | | 
2 0 

这 和 验证 了 Householder 变换 揭 效 果 . 注意 ,这 里 没有 生成 矩阵 再 和 向 量 w ,而 是 利用 一 个 与 

妙 阿 方向 的 向 量 w 表示 Househoeider 变换 . 这 给 计算 于 ouseholder 变换 的 结果 带 来 方便 ， 

因为 

  
T 

Ha = a—2(w'a) > w=a—2 2 8y= ; 
vo @ 
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  Hx = ($2 22 \ea x2 By, (5.15) 
UD 

只 需 计 算 向 量 z Sc HAR MASSA HS MARE. 

5.3.2 Givens 旋转 变换 

Givens 旋转 变换 也 称 为 平面 旋转 变换 , 它 能 够 消去 给 定向 量 的 某 一 个 分 量 ( 使 其 为 

零 ),， 这 不 同 于 Householder 变换 消去 向 量 中 的 多 个 分 量 . 在 处 理 已 经 有 很 多 零 元 素 的 稀 朴 

向 量 、 稀 朴 和 矩阵 时 ,Givens 旋转 变换 非常 有 效 . 

先 给 出 2X2 的 Givens 旋转 矩 孜 的 定义 . 

M59; BHGER™ 4 

G= | “|， (5, 16) 
一 Cn 

EH c=cos?.s=sinds0€ R . MRE GY 2 Mr Givens R45 HER 

Dse XO] RAS Hy He 4E L 4 SS [al F Givens REBECA RHR, BH Gx 为 

i]t x GE EE 0 RAEI at. HAR CG RE. A, 

_, fe ms G =|! j | 

Sia OA RA KH c As CENA co +9 = 1), A Givens fe Fe iM AT 

消去 任意 向 量 的 分 量 . 例如 ,要 使 

c 35]1[z “a 

cc=-| JE = th 

Kf a= wz 十 zi 由 于 G 为 正 交 阵 , 必 有 jel= 外 x|:), 则 

aot, gg 

yt eR be A RT A. A, | laze | RM ARISE: 

  

  

_ Fe _ 1 _— 
2=>—, c= s StHertt, 

Xs afl tb ff 

lx |<l2,|, WRU, 

to 2, 5 一 a ce sed, 
zr w] 士 芒 

上 述 消去 二 维 向 晤 一 个 分 量 的 技术 可 用 于 处 理 一 般 的 ” 维 向 量 , 敬 对 目标 分 量 玉 和 另 

一 个 分 量 7 进行 “旋转 ”, 可 以 将 分 量变 为 0, 而 将 其 原 有 值 “添加 "到 分 量 / 中 ,要 达到 这 

个 日 的 , 先 构 造 :个 2X2 的 Givycns REFER. BIE aR AS no Br ie Ee FT 第 

了 类 列 中 便 得 到 实际 的 = 阶 芳 转 和 矩阵 . 以 ?一 5，j 一 2, 大 一 4 的 情形 为 例 ,旋转 变换 为 
1】 G 0 0 QO) [x- | 二 

0 O s O| |x a 

Gx = |0 0 1 0 O]la3 = 工 

0 —-s 0 ¢ Ollx] 0 
0 0 0 0 1 | s 

- 166 =



  

其 中 

C Jatat 3 Tear a fritter. 

4 EE Se tH 3 A ALY Givens We Fe 7E PRE PRE EI. 利用 一 系列 这 样 的 Givens He 

MAK KWAM B PASE IR. MARMARA coe, 的 形式 (达到 与 定理 5, 19 中 

Householder 变换 同样 的 效果 )， 

例 5. 10(CGivens 旋转 变换 ), 通过 - . 系 齐 Givens 旋转 变换 ,消去 上 面向 量 中 除 第 1 个 分 

Hk LA Sb BSS} het 

| 
10 

a= ly - 

B 
【 解 〗 首先 针对 向 景 的 第 一 .三 分 量 构造 旋转 变换 矩阵 c=| oO aK 

x C| 

BH GAD RH 6 =2/V35 55, = 1/75 

i Cy 0 st OF V5 

c | o 10 of e 0 
= } a= 

; | Sy Oo 4 0 , 1 0 

LG 0 0 LJ 2 

然后 ,针对 向 量 的 第 一 、 四 分 量 构造 旋转 变换 矩阵 G 一 | ”| ,利用 公式 (5. 17) 求 出 
2 

cz 一 Y573,5 一 273, 则 

ct 0 0 3 c 0 0 sw 3 

o 10 0 6 1 0 oOf]e 0 
G, = » G.Ga= = ， 

0 01 0 0 1 Ojlo 0 

一 了 2 Q 0 €2 — $2 0 Q Co 2 0 

从 例 5. 10 可 以 看 出 ,一 般 的 Giyens 旋转 失 阵 都 只 有 4 个 需 计 算 的 元 素 ,而 它们 的 值 仅 
由 两 个 参数 cs 确定 ， 并 且 ,Givens 旋转 抢 阵 与 任意 向 最 相 乘 都 仅 影响 向 量 的 两 个 分 量 ,不 

会 改变 其 他 分 量 的 值 . 对 于 所 有 分 量 均 不 为 零 的 维 向 量 , 要 达到 一 次 Householder 变换 

的 消去 效果 , 则 需 做 * 一 1 次 Givens 旋转 ,其 计算 量 和 存储 量 都 高 于 Househoelder 变换 . 但 

对 于 非常 稀 朴 的 疝 量 ,采用 Givens 旋转 显然 更 为 有 效 ， 

sS.3.3 和 矩阵 的 QR 分 解 

虽然 讨论 特征 值 问 题 时 考虑 的 托 阵 都 是 二 阶 方 阵 ,但 为 了 不 失 一 般 性 ,本 小 节 介 绍 加 久 

2 矩阵 的 正 交 约 化 和 QR 分 解 , 主 要 讨论 基于 

Householder ERA AE. 

RH ACR" men, SRW ERAS 

SIM Mo Wt He MA HEE RE RR. m>n m=n 

=f RAAE Soc 4) 4p TFL a0 图 5-5 所 示 . 区 5-5 hE ASES IC RL 
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将 矩阵 双 看 成 由 多 个 列 向 量 组 成 , 设 4 一 [ai ,az,… ,as], 其 中 lSjcn) 8 m 

量 . 根据 定理 5. 19 ,存在 初等 反射 阵 WL CR™",  H.a = oe” KE ERC) RA m 

维 向 量 . 则 得 

a ap oe af? oa | | 

A? = HA= 0 agp tee ahh _ 0 Ha, - Ma, 

ae : | | 
0 aos a@ 0 | | 

接 下 来 希望 构造 初等 反射 阵 于 : ,通过 它 将 矩阵 4 第 二 列 的 对 角 线 下 方 元 素 消 为 0, 即 
* fran 对 

关 - | 0 0 

H, Ha, =| 0 + PURE ARATE | 0 | 三 

| | 。 1 
令 下 -|。 Wy, [98 BR 9 的 列 向 量 ,相应 地 记 4 一 [ en [ot 

(2) fl 0 1][ 一 5 ry = To ri 

HA’ = Lo wl 0 a [ 0 HA’ |. 

Ait HA? HB) AB. SRIF, RAT AKU Ae A BF RE 
达到 构造 初等 反射 阵 H,E Re 1)Xtm—J) i Hla “人 一 一 os en ID ， 其 中 a’ AAO WB 

一 个 列 向 量 ,那么 

  

> EY + "RIE SEAR. 

oH: ri yep 7 

A? = HA? =] 0 2 0 Ha’  … Hia’D|, 

pb | ! 
0 :0 | | 

这 样 就 实现 了 和 矩阵 4 第 二 列 对 和 角 线 下 方 元 素 的 消去 . 应 注意 的 有 是, 这样 构 造 的 咕 : 也 是 闫 X 

m 的 Householder 矩阵 ,将 灼 造 于 :使 用 的 上 向量 的 最 开始 增加 一 个 0 分 量 即 得 到 于 对 应 

的 向量. 

闻 理 ,对 和 矩阵 4 的 后 续 各 列 , 若 不 满足 上 三 角 和 BE OR BY (HH Householder 

变换 矩阵 ,实现 消 元 操作 ， 如 果 当 前 列 满足 要 求 , 可 认为 变换 矩阵 为 单位 阵 工 这 样 ,最 多 做 

n & Householder 4H , F749 BUH AN? HE = A. 

例 5,11( 用 Householder 变换 作 正 交 约 化 ): 通过 Householder 变换 将 矩阵 化 为 上 一 

FAB. 

| 1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 
A= 。 

一 1 1 9 

一 于 0 1 

0 一 1 1 
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KM] 为 消去 4 的 第 一 列 对 角 线 以 下 的 元 素 , 取 wm= 1 0 0 一 1 一 1 0 1 一 
1.7321, %, NY , 

] 1.7321 2.7321 

0 0 0 

0 0 0 
MD =a +one = + = 》 

一 1 0 -1 

—1 0 —1 

0 0 0 

4 A aS ow, = v1 / || v2 ll 2 FH Householder GPE HW, , Bit Householder HG HB Fl 

— 1.7321 0.5774 0.5774 

0 1 0 

0 0 1 
HA = ， 

8 0.7887 —0. 2113 

0 — 0.2113 0, 7887 

0 一 1 上 4 

AVK2: MA HAIR AR FICK ARR oo = | [1 0 0.7887 一 0.2113 一 1 ,一 

1. 6330, fil uv. 为 

0 0 0 4 

1 1. 6330 2. 6330 

0 0 

v= + = cen 
0. 7887 0 0, 7887 

j— 9. 2113 0 — 0, 2113 

ici 0 -1 了 

WE FA et sw. = v2 / || ve || 2 FE Householder 6 再; ,经 过 Householder 变换 苛 得 到 

— 1.7321 0.5774 0.5774 

0 1.6330 0, 8165 

0 0 1 
HH, HLA = . 

0 0 0. 0332 

0 0 0.7231 
0 0 0. 6899 

AWA HHA SIR AAS ac R Bo. = || [1 0.0332 0.7231 0. 6899]" || 2= 
1.4142, flitus # 

ro 0 0 
0 0 0 
| |1.4142| 2.4142 

* 10,0332] ”|o ~  0,0332]" 
0.7231} Jo 0. 7231 
lo.6899| lo 1 6899 

使 用 向 最 za 一 za | wm: | :以 及 相应 的 Householder 变换 Wy, 
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一 1.7321 0.5774 0.5774 

0 一 1.6330 0. 8165 

0 0 — 1, 4142 
H;,H,H,A = 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

这 样 ,将 矩阵 4 变 成 了 上 三 角 和 矩阵 . 

TE 5, 20030 ERY OR 3): HM ACR™™"(men), 

(1) FEE m BIE XE H.R, HL BO OW G1.) AS RRR BE 

49 H,- H.W A=RLRER OR EAR. 

(2) 矩阵 4 有 QR 分 解 式 

A=QR, 

HH QER™" HIERM  RER' HE“GR. GAAARARAR. RE RAMHARTRY 

为 正 , 此 分 解 唯一 ， 

【证 明 】 (1) 前 面 的 排 导 过 程 即 证 明了 结论 (1). 

(2) H.-H, H | A=R>A=H,!--H,',H,'R=H,--H, | HR 

REA THOS RWWA ASH. WH O—M,- H, 1HL.A FIERE 

的 乘积 仍 是 正 交 阵 ,@ 为 正 交 阵 ,得 4 王 CR 关于 分 解 叭 一 性 的 结论 , 贸 给 读者 思考 . 

注意 ,矩阵 的 QR 分 解 是 普遍 成 立 的 ,但 只 有 当 满足 特定 条 件 时 该 分 解 才 唯一 . 更 进 一 

步 的 分 析 表 明 , 若 划 求 和 矩阵 尼 对 角 线 元 素 均 为 正 , 则 不 同方 法 得 到 的 QR 分 解 有 相同 的 只 

抢 阵 . 此 外 ,第 曙 丸 的 对 角 线 元 素 也 可 能 为 零 , 此 种 情况 对 应 的 原 矩 阵 各 不 是 别 满 秩 的 , 即 

Bike A 的 列 向 量 线性 相关 . 下 面 给 出 活 现 符 阵 正 交 三 角 化 过 程 的 算法 . 

算法 5.3: 基 于 Householdetr 变换 的 矩阵 正 交 二 角 化 

ft AC: A= (ap, G27, andi Sit: Ay Us, U2," , On. 

For k=1, 2, *", 7 

3, :=Sign (ag) Deis ; { 玉 三 角 部 分 第 不 列 的 2- 范 数 } 

If g,= a, then { 第 二 列 对 角 线 下 方 已 经 全 为 0 ) 

mr= [0 70]77 

Continue with next k; 

End 

We = [0,7 Op Ane ee nk | +O Ont { Fiz H, Kiel the, 为 着 维 向 是 } 

By t= OL Uy: 

For j=k, k+l, -", 7 { 对 剩余 各 列 必 Householder 变换 } 

YY r= Ula; 

a; :=a;- (2Y;/B.) Ux; {Hal? =a? —2( ofa? fol vu.) v,} 

End 

End 
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算法 5. 3 描述 了 如 何 使 用 Househeldqer 变换 将 矩阵 4 约 化 为 上 三 角 阵 民 的 过 程 , 算 法 

执行 结束 后 撼 阵 4 变 成 了 尺 . 该 算法 并 没有 生 城 QR 分 解 中 的 德 阵 @ ,而 得 到 形成 一 系列 

Householder 矩阵 所 需 前 zw 向 量 ( 它 与 定义 5.8 中 的 凡 的 关系 为 w 一 2a7 | |) 萝 为 实际 

涉及 的 计算 都 是 下 与 某 个 向 量 x 的 乘积 ,使 用 公式 (5. 15) 进 行 高 效率 的 计算 . 另外 ,经 过 

变换 后 短 泗 4 的 对 角 线 下 方 全 为 0, 为 了 节约 存储 空间 ,可 进一步 改进 算法 将 吕 向 量 的 非 零 

元 素 存 于 其 中 . 

算法 5. 3 中 乘除 法 的 计算 次 数 约 为 za 一 扫 /3 ,详细 的 分 析 留 给 感 兴趣 的 读者 思考 ， 

最 后 说 明 一 点 ,采用 一 系列 Givens 旋转 变换 也 可 进行 QR 分 解 , 它 比较 适合 于 对 稀 醇 掏 阵 
进行 处 理 . 

5.4 所 有 特征 值 的 计算 与 QR 算法 

本 节 介 绍 计算 矩阵 所 有 特征 值 的 方法 ,对 部 分 难度 较 大 的 内 容 , 仅 讨论 其 主要 思想 以 及 

ARBRE. 

要 计算 乍 阵 的 全 部 特征 值 ,可 通过 下 述 两 个 问题 启发 思路 . 

(1) 问题 1: 什 么 样 的 符 阵 易于 求 出 全 部 特征 值 ? 

(2) 问题 2; 对 一 般 矩 阵 做 怎样 的 变换 能 保 圭 特 征 值 不 变 ? 

根据 定理 5.3 .定理 5.4 我 们 知道 ,对 角 阵 .上 (下 ) 三 角 阵 的 全 部 特征 值 容易 求 得 (就 是 

它们 的 对 角 线 元 未 ) ,而 对 于 分 块 对 角 阵 .分 块 上 (下 ) 三 角 阵 , 若 对 角 块 维 数 较 小 ,也 易于 求 
出 所 有 特征 值 . 这 呵 答 了 阿 题 1. 对 于 问题 2, 易 知 相似 变换 素 '4X 保持 矩阵 特征 值 不 变 . 

在 实际 计算 中 , 若 X 为 正 交 阵 则 更 好 ,因为 正 交 阵 易于 求 道 ,而 且 其 中 元 素 的 数量 级 差别 不 

大 ,有 关 的 计算 是 数值 稳定 的 . 

通过 上 述 讨论 ,我们 发 现 如 果 能 通过 正 交 相似 变换 将 一 般 的 矩阵 转化 为 三 角 抢 阵 或 分 

块 三 角 和 矩阵, 则 可 求 出 原 矩 阵 的 所 有 特征 值 , 下面 先 介绍 一 种 收缩 技术 (deflation 

techniaue) , 它 遥 过 正 交 相似 变换 得 到 分 块 上 三 角 和 矩阵, 降低 了 待 处 理 和 矩阵 的 阶 数 ,从 而 逐 

步 求 出 所 有 特征 值 . 然后 介绍 QR 算法 ,以 及 相关 的 一 些 实用 技术 ， 

5.4.1 收缩 技术 

假设 使 用 早 法 或 反 苦 法 已 求 出 矩阵 4 的 一 个 特征 值 h ,以 及 相应 的 特征 向 量 *, 则 

AX, =A\xX. 

fsa — + Houscholder FRE HE 

Ax, = oe); 

=>HAH"e, = HA(+x,)= Rhxr 一 Hz = Ce.) = ae. 
oC a a a 

HF e, =(1.0,+-,0]', EXP HAH'e, MARR HAWKS — 3. AA 

TL A; ri 

HAH™ = K ih 

HPA ERO MX’ PY ERO? BAER A EE UR A 的 

BR EAE OR n— 1 OG A, AE. BE . 是 4 的 一 个 特征 值 (假设 
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hz 天 1 , 且 对 应 的 特征 向 量 为 六 , 则 可 证 明 

=H"), 其 中 一 -加 

Lye 

ARIA. TIM RPGR fy Bt. 

PAS. 12 RAR). ARH 

3 一 1 1 

a ] 
1 一 1 2 

的 一 个 特征 值 和 特征 向 量 分 别 是 :一 2, 交 一 [1i,1,0]”, 求 它 的 其 他 特征 值 . 

僵 用 Householder 变换 对 *#i 进行 消 元 ,相应 的 c 一 2 一 1.4142, 所 以 构造 Householder 

矩阵 王 所 需 的 向 量 *” 为 

2,4142 

1 | 

0 

— 0.7072 — 0.7072 9) 

=>H = | 

10. 9239 1 

0, 3827 

5 J 

v=xX, +e; = 

  

    

— 0. 7072 0.7072 0 

0 0 li 

AR LA FY oR AG 

2 3 一 1.41421 
H4HT 一 |0 1 © 0 

1 -1.4142 2 | | 

JERE A 的 其 他 特征 值 通过 矩阵 4, 一 | ，，，，。 ?| 求 得 ,通过 定义 易 知 矩阵 4 的 特征 值 

分 别 为 1 和 2. 所 以 矩阵 4 的 特征 和 值 A, = 2(— BREAD A. = 1. 

注意 ,在 计算 BAT 时 实际 上 不 需要 真正 生成 Householder 矩阵 . 可 先 计 算 召 一 开 4， 

然后 BA4FT7 一 (HB7)7， 这 样 基本 的 计算 都 转化 为 对 若干 列 向 量 佑 Householdqer 变 狂 ,内 此 

只 要 得 到 构造 Householder 矩阵 所 需 的 w 向 量 即 可 ,然后 利用 式 (5. 15) 计 算 . 

5.4.2 BAQR RE 

虽然 宪法 与 收缩 技术 结 含 后 能 够 求 出 拓 阵 的 所 有 特征 值 , 但 每 算 一 个 特征 值 都 需要 从 

代 很 多 步 , 效 率 不 高 (甚至 可 能 迭代 不 收敛 ) ,而 且 随 着 计算 误差 的 积累 ,得 到 的 特征 值 会 越 

来 越 不 准确 . 下 面 介 绍 的 QR 算法 是 计算 中 小 规模 矩阵 所 有 特征 和 值 的 稳定 有效 的 方法 ,也 

是 “20 世纪 十 大 算 医 ?之 一 - 

QR 算法 的 基本 思路 是 ,通过 一 系列 正 交 相似 变换 虽 =Q 4Q ,逐渐 将 一 般 矩 阵 4 化 为 

皇 三 角 或 对 角 块 阶 数 很 小 的 分 块 上 三 角 天 阵 ,然后 求 出 所 有 特征 值 . 首先 介绍 QR 算法 的 

理论 基础 ， 

定义 5.10: 设 4ER", 若 4 为 分 块 上 三 角 阵 , 且 对 角 坎 为 1 阶 或 2 He. WA 为 

拟 上 三 角 阵 (quasirupper triangular matrix), 也 吓 实 Schur 型 (real Schur form). 

定理 5. 21( 实 Sehur 分 解 ) : ACR” WEE EM QE RE 
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2TA4C = $， 

其 中 SE 尽 "为 拟 上 三 角 阵 ,并 且 $ 的 1 阶 对 角 所 就 是 4 的 实 特征 值 ,2 阶 对 角 块 的 特征 信 

是 4 的 两 个 共 罗 复 特征 值 . 等 式 4 一 2SC-” 称 为 矩阵 4 的 实 Schur 分 解 ( 钙 泵 分 解 )， 

定理 5. 21 表明 了 正 交 相似 变换 可 能 达到 的 最 佳 效果 ,实际 的 QR 算法 则 蜗 过 迷人 代 计 算 

过 程 求 出 拟 上 三 角 阵 8, 其 基本 计算 过 程 如 下 . 

取 4 一 4, 则 闪 代 计算 的 第 上 步 为 人 =0，1，2，…) :首先 将 4 作 QR 分 解 ， 

4 一 CR,， (5. 18) 

得 到 矩阵 Q, .Ri ,将 它们 磋 倒 次 序 相 乘 , 得 到 新 的 矩阵 
An: = RQ, (5,19) 

EAE RPE IPRA). HAS. 18) ARG. 1 GEM 

Agi = OFA.Q,. 

Alte » RS A, Pr Ae a a A TE AY). PE A TT QR AEA RHE. 

定理 5. 22: 设 4E 及 六" ,如 果 同 时 满足 下 面 两 个 条 件 ， 

(1) A 为 非 亏损 第 阵 ( 有 完备 的 特征 向 量 集 合 》; 

《2) 4 的 等 模特 征 值 只 有 实 重 特 征 值 ,或 多 重复 的 共 斩 特 征 值 两 种 情况 (除非 是 复 共 斩 

特征 值 对 ,否则 值 不 同 的 特征 值 其 模 也 不 相等 ). 

那么 QR 算法 (公式 (5.18) .公式 (5.19)) 产 生 的 序列 {4+: 入 基本 收敛 "于 拟 上 三 角 阵 . 这 里 

“基本 收敛 ”的 含义 是 :4 对 角 线 或 2 阶 对 角 扎 下 方 元 素 收 敏 到 堆 ,而 对 角 线 或 对 角 块 元 素 

A RRR. 

事实 上 ,如果 4 的 特征 值 为 绝对 值 各 不 相同 的 实数 , 则 QR 算法 产生 的 序列 (4 六 基本 

收 义 "于 上 三 角 阵 ,对 角 线 元 素 即 为 4 的 特征 值 . 容易 证 明 , 正 交 相 似 窗 换 是 保持 矩阵 的 对 

称 性 的 ,因此 若 4 为 满足 定理 5. 22 条 件 的 实 对 称 抢 阵 ( 自 然 满足 条 件 (1)), 则 QR 算法 产生 

的 序列 {44} 收 敛 到 对 角 阵 ,或 对 角 块 阶 数 不 超 过 2 的 分 块 对 角 阵 . 

定理 5. 21 .定理 5. 22 的 证 明 超 出 了 本 书 的 要 求 范 围 ， 下 面 给 出 基本 的 QR 算法 . 

算法 5.4: 计 算 和 矩阵 特征 值 的 QR 算法 

输入 : 只 : 输出 :Xp…y，X，. 

While ARH F=f do 

+E ABS OR SPAR , 18 FU QA R; 

A:=RQ; 

End 

ARTE nS A Re RK 2 BRT ARORA GEA A An. 

例 5, 13(QR 算法 ) :为 说 明 如 何 使 用 QR 算法 求 矩阵 特征 值 ,对 实 对 称 矩 柬 
.9766 0.3945 06.4198 1.1159 

0.3945 2.7328 一 0.3097 0.1129 

0.4198 —0.3097 2.5675 0.6079 

L1.1159 0.1129 0.6079 1.7231 

进行 QR 选 伐 ,矩阵 4 的 特征 值 为 1 一 4 一 3 和 =2 一 1. 计算 其 QR HRM 

相生 得 
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A, = 

FEL UR ER RK AG Al 

A; 

A; 
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§.4.3° 

3. 7703 

0.1745 

0, 5126 

— 0. 3934 
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— 0. 

J
o
"
 
c
o
 

Oo 
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o
w
o
o
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o
o
.
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r
c
 

1 

0, 

1 一 0，   

[3. 9436 

0.0143 

0, 3046 

LO, 1038 

$832 

0356 

. 1611 

. 0262 

. 9941 

. 0430 

» 0823 

. 0066 

. 9976 

. 0378 

. 9415 

9016 

. 9988 

. 0302 

0209 

004 

0.1745 0.9126 

2,7675 —0, 3872 

— 0. 3872 2.4019 

0.0539 一 0.1241 

0.0143 0. 3046 

2.8737 一 0.3362 

一 0.3362 2. 1785 

— 0. 0285 0, 0083 

— 0, 0356 0.1611 

2,9421 — 0, 2432 

~ 0, 2432 2. 0743 

0. 0098 0, 0047 

— 0. 0430 0. 0823 

2.9748 — 0.1660 

— 0. 1660 2.0311 

— 0.0032 —0, 0037 

— 0. 0378 0, 0415 

2.9892 — 90,1113 

— 0.1113 2.0132 

0. 0010 0.0021 

— 0. 0302 0.0209 

2.9954 —0,0742 

~ 0, 0742 2, 0006 

0,0003 —0,0011 

— 6, 

0. 

— 0. 

1. 

3934 

0539 

1241 

0603 

0, 1038 

— 0. 0285 

0, 0083 

1, 0042 

— 0, 

. 0098 

. 0047 

. 0003] 

. 00667 

. 0032 

, 0037 

. 00001 

.0016- 

.0010 

.0021 

. 00001 

. 00047 

. 6003 

0.0011] 

. 0000] 

此 时 看 出 ,大 多 数 非 对 角 元 素 的 值 都 已 很 小 ,而 对 角 元 已 非常 接近 4 的 特征 值 . 

实用 QR 算法 的 有 关 技 术 

为 了 进一步 提高 QR 算法 的 计算 效率 和 适用 范围 ,还 需 考 虑 三 方面 问题 : 

0262) 

  
《1) 如 何 减 小 每 步 选 代 的 计算 量 , 尤 其 考虑 到 4 一 般 为 稠密 和 矩阵 ? 

(2) 媚 何 旭 高 序列 (4 的 收 伍 速 度 ? 

《3) 对 不 满足 定理 5. 22 特征 值 分 布 要 求 的 矩阵 ,能 和 否 保证 算法 的 有 效 性 ? 

下 面 介 绍 两 个 与 QR 算法 结合 使 用 的 实用 技术 ， 

1， 将 矩阵 化 简 为 上 Hessenberg 矩阵 

基本 思路 是 先 通过 Householdec 变换 将 一 般 的 矩阵 4 正 交 相似 变换 | Hessenberg 

和 矩阵 ,然后 用 QR 算法 求 上 Hesscnberg 算 阵 的 特征 值 , 便 得 到 原 宪 阵 的 特征 值 . 

定义 $.11: 对 于 矩阵 4 一 (ap ) xy: 若 开 2 十 1 时 ,an 

矩阵 (上 黑 麻 伯 格 矩阵 ). 

上 Hessenberg 矩阵 与 上 三 角 竹 阵 的 区 别 在 于 ,其 紧邻 主 对 角 线 下 方 的 副 对 角 线 上 元 索 
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不 全 为 零 . 图 5-6 显示 了 一 个 4 阶 上 Hessenberg 矩阵 的 威 尔 金 森 图 ， 

fH F _& Hessenberg 矩阵 的 非 零 光 分 布 特点 ,对 它 进 行 

  

X X X X 
QR 分 解 时 应 使 用 Givens 旋转 变换 . 可 以 证 明 , 对 上 x x x x| 

Hessenberg 矩阵 妈 执行 QRR 算法 的 一 步 先 代 , 得 到 的 4 x x x 

47H E Hessenberg MH. AL. QR SREREERNHAE . x xi! 

Zu REE rH OG? M9 OCn’) on 2B REA K. fi 5-6 —~ |. Hessenberg $1 

下 面 看 看 如 何 使 用 Houscholder 变换 将 一般 抢 阵 化 为 的 威 尔 金森 图 
Hessenberg i FE (i Jy BE 1B BK A “ Householder WHE”). 

具体 步骤 如 下 ， 

第 (1) 步 ,将 扼 阵 么 看 成 2X2 分 闫 降 ,4[ ri pee car 为 x% 一 1 维 向 最 ,可 用 

mn- 1 阶 初等 反射 隆 王将 @ 变 为 和 ep, 梅 造 吕 阶 初等 反射 阵 于 hy 2X2 SPAR RE H, = 

| we) 
H A= 也 Qi, rh | 

1 nen? HAY? , 

T py? 
au ri A, 

HAH, = E eh Dt ASD yy’ |: 
181 1422 Hy 

& AO = HAN. , EC A- -FIFFG E Hessenberg GHA BR; 
(2). 42) (2) 

ayy Giz: G13 Qi, 

fom  ., (2) 
Yr Baz: Bay Qin 

) 一 ai A™ = 10 af ay? oc ayy |. 

0 @P i gi ae gQ® 

ASP AY? 

第 (2) APSA AO Ab 2x2 SRR A 一 [ As。 2 |, 其 中 4 22 REDE A OB 
21 

列 向 量 中 只 有 第 一 列 不 是 零 向 量 , 可 通过 一 个 na 一 2 阶 初等 反射 阵 和 天: 将 其 变 为 六 e" 2 ,由 

_ ri of 
此 构造 出 Householder 算 阵 天 “lo mar 

& 

Fay ay aye at 

%. QP agp oer tee aby 
一 Czy <2) oy’ A ee Eta EE > 

An AY 理 。 7] 0 Ye | ay see a 

HAS HAD HJ) 

  

HA” H, = 

  

0 0 ab? aes see a’? 

& A? =IP A? H, WE RAT Ge E Hessenberg BRAM OR. 依 此 类 推 , 总 共 经 
过 ?一 2 步 正 交 相似 变换 , 串 得 到 上 Hessenberg HHA’. MERME ARBRE AH 
实 对 称 阵 , 则 经 过 上 述 Householder 方法 的 结果 是 对 称 的 三 对 角 阵 . 

对 于 上 Hessenberg 矩阵 或 对 称 三 对 角 阵 ,执行 QR 送 代 算法 时 并 不 需要 算出 QR 分 解 
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中 的 托 阵 @ ,而 应 通过 一 系列 Givens 旋转 变换 得 到 下 一 步 克 代 和 矩阵 .假设 将 上 Hessenberg 

矩阵 4, 变换 为 上 二 角 阵 的 过 程 为 ( 设 如 ,Gs ，…,G 8 Givens FER KH) 

G, °°G,G,A, = RG, = (Go1'°G.G,)", 

BRA 

Ag SROs = Gr Ge Gi ACG, 1° G2G, 7 

=G_1'°'G,G, AG! GGL. 

the AA AVA ST A, RB — BF Givens HERS PRR AG. A 

I SRT At AG ic RAT ABM Givens fe FRH SR. 

He 8 RE 4b fA) A} _E Hessenberg GEAR A IF AeA: 

〈1) 大 大 减少 QR 算法 每 步 和 迭代 的 计算 量 . 若 4 为 对 称 阵 , 则 化 简 后 的 结果 为 三 对 角 

阵 ,后 续 QR 迭代 的 计算 量 将 更 节省 . 

《2) 由 于 只 需 使 少 基 的 非 零 元 收敛 到 0,QR 选 代 所 需 的 选 代步 数 也 将 减 小 . 

2. 带 原点 位 移 的 QR 算法 

可 将 原点 位 移 技 术 与 QR 算法 结合 ,通过 原点 位 移 疏 变 作 QR 分 解 的 矩阵 , 它 一 方面 能 

提高 迭代 收 和 伍 速 度 , 另 一 方面 也 使 QR 算法 对 葛 -- 般 的 矩阵 收 伍 ， 

原点 位 移 技术 分 为 “单位 移 * 和 ” 双 位 移 " 两 种 ,分 别 适 合 于 实 对 称 矩 阵 与 一 般 的 非 对 称 

SRE. 下 面 简要 介绍 面向 实 对 称 上 阵 的 单位 移 技术 . 

H s,ER k= 1,2, 为 第 上 步 迁 代 的 位 务 因 子 , 则 带 位 移 的 QR 算法 迭代 计算 公式 为 

CR 一 4 一 SI 〈 作 QR 分 解 ) 

= RQ, + uf 

出 于 4 :一 ReC， +53 =Q] (A, —s.F)Q,+5,f=QIAQ, » 48 2) BY ee Ee AL} 5 

TEARS. ae BARE A, 昆 经 过 Househoelder 方法 约 化 得 到 的 三 对 角 阵 ,实践 中 发 

Ol PRICK a, 一 0 的 速度 最 快 , 因 此 as,,。: 最 先 收 伍 到 特征 值 . 类 似 于 反 罕 法 中 位 移 值 

的 选 报 ,一 种 简单 的 策略 是 取 :一 4s(na)， 邵 4 的 第 = 行 . 第 * 列 元 崇 ， 采用 这 种 技术 将 

加 快 矩阵 元 素 as 的 收敛 ,一旦 它 足 够 接近 0, 则 迭代 算 阵 变 为 分 块 对 角 阵 ,只 需 对 删除 了 

第 ” 行 . 第 =” 列 而 得 到 的 子 矩 阵 求 所 有 特征 值 . 

例 5.14( 简 单 原 点 位 移 策 略 ):; 使 用 简单 的 原点 位 移 策 略 重 新 计算 例 5. 13， 采 用 

公式 人 5. 20) 进 行 选 代 , 并 且 取 sy =A Cnn) , WUE Bl EY BY JL 

”3.8816 —0,0179 0, 2355 0, 5065 

一 0.0179 2.9528 一 0.2134 一 0.1602 

入 | os3s5 -0.2134 2.0404 — 00950)" 
0.5065 一 0.1602 — 0.0950 1, 1252 

3.9945 — 0.0606 0, 0499 0, 0233 

— 0, 0606 2.9964 — 0.0882 —0.0103 

0.0499 — 0. 0882 2.0081 —0.0252}" 

上 0.0233 一 0.0103 一 0.0252 1, 0009 

» (R= 1,2,+), (5, 20) 
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” 3.9980 一 0.0426 0.0165 0. 00007 
:一 0.0426 3.0000 一 0.0433 一 0.0000 
| 0.0165 一 0.0433 2.0020 — 0.0000)’ 
1 0.0000 一 0.0000 一 0.0000 1. 0000 

和 与 例 5. 13 中 的 结果 进行 对 比 ,采用 原点 位 移 技术 后 ,只 需 迭 代 三 步 最 后 一 个 对 解 元 就 
收 和 敛 到 了 特征 值 、 接 下 来 只 需 考虑 左上 角 部 分 的 3 阶 主子 阵 , 求 其 他 的 特征 值 . 
总 结 土 述 讨论 ,给 出 一 种 采用 简单 的 单位 移 策 略 的 实用 QR 算法 . 

算法 5. 5: 一 种 计算 实 对 称 矩阵 特征 值 的 实用 QR 算法 

HA: Apo: HN: Attn 

AIF Householder FRWCE aitiiHaIMAG; 

A; = 

kKi=n} { 对 4 的 前 上 行列 执行 QR 算法 } 

While m1#H a.140 do 

Stasi} 

For j=1, 2,°°, k (HH AOQ22.1:4)—-S.AC:2,1:DRAWE PEFKR) 

453 TFA 7 SF 

End 

Hi Givens RES¢# A(1:k,1:k) LHL AE. BAER G, (j=1,°°,k-1) HB 

数 ci，si; 

For j=l, 2,77+,k-1 (it RQ=RGi---Gi_,} 

A(i:k,1:k):= A{1:k,1:k) Gf: {PLT UA Givens Hes} 

End 

For j=1, 2, , k (HB AQAA +S} 

Bys t= ayy t+ SF 

End 

T£ a,.;-:=0, then 

ki=k-1; 

End 

End 

五 的 对 角 元 就 是 待 求 的 特征 值 X，…，》。 . 

原点 位 移 技 术 还 能 改善 QR 算法 的 适用 范围 . 对 于 实 对 称 阵 ,，Wilkinson 给 出 了 一 种 单 

和 位移 策略 ,并 证 明了 对 一 般 的 年 阵 ,QR 迭代 过 程 一 定 能 收敛 到 对 角 阵 . 对 于 实 非 对 称 阵 ,可 

能 存在 一 对 复 共 县 特征 值 , 因 此 要 使 用 双 位 移 技 术 ,一 般 总 能 使 QR 迁 代 算法 收 敏 到 拟 上 三 

角 阵 呈 .关于 QR 和 迭代 中 使 用 的 位 移 技 术 的 更 多 介绍 ,参见 文献 [9.15、16、35]. 

将 QR 算法 计算 实 抢 阵 特 征 值 的 过 程 总 结 为 图 5-7, 其 中 包括 了 实 搜 阵 4 AE 

阵 和 对 称 短 阵 两 种 情况 . 图 5-7 显示 ,整个 计算 过 程 分 为 两 个 阶段 :第 一 阶段 使 用 

Householder 方法 将 怎 阵 变换 为 上 Hessenberg 矩阵 (或 三 对 角 移 阵 ) ;第 二 阶段 通过 QR 大 

仙 ”至 今 还 没有 人 证 明 完 整 的 收 敏 迪 理 ,因此 从 理 亿 上 讲 . 现 有 坎 件 包 中 的 QR 算法 (例如 MATLAE 中 的 sig) 对 非 

对 称 矩 阵 是 叮 能 庆 行 失败 的 (虽然 可 能 虱 很 小 ) 人 参见 文献 [7]). 
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xX XX X X XX ¥ XX) XX KKK XX X XX x x in ] 
X XXXX X xX ¥ xX XX X x xX xX XX x xX X x 
XXX xX xXJ+] KX RX XI A Xx X X XXXXXI XXX 1 x 
X XXX x XX x x XX XXX xX X X x 
X X XXX x x x XXX XX x x} | x 

(a) SET RR RE (b> SBR ERE 

AL5-7 A ORBRH RRMA BC SxS BRA) 

—HAH TSR AREE. TAR REORDER RAL QR RRKHE 

HHHick OE. KFENERRKRBAMAN HEA. AEHHRMRTCS W 

文献 ;15、16 .21. 

5.5 ARBRE 

ER ME AH RK EB BAREH, RAW HT HRA REAR. 
EISPACK 是 20 世纪 70 年 代 开 发 的 计算 答 阵 特征 值 的 著名 软件 (以 Fortran 语言 编写 ) ,在 

Netlib 上 能 够 找到 ， 后 续 的 LAPACK 软件 包 也 提供 计算 托 阵 特征 值 的 标准 程序 ,而 其 他 一 

些 软件 包 的 释 序 大 多 数 以 它们 为 基础 .这些 标准 程序 都 基于 QR 算法 以 及 和 矩阵 化 简 和 位 移 
技术 ,程序 比较 复杂 . 一 般 都 调用 凋 个 单独 的 程序 ,一 个 先 将 失 阵 约 化 为 上 Hessenberg @ 

阵 或 三 对 角 托 阵 , 另 一 个 用 QR 算法 计算 特征 值 , 是 咨 计算 特征 向 基 快 定 了 是 碍 需要 形成 正 

交 变 换 和 矩阵 ， 

表 5-4 列 出 的 是 最 一 般 的 特征 值 计算 程序 ,也 只 适 会 于 实 矩 阵 . 这 些 软件 包 中 还 有 其 

他 的 附加 程序 ,包括 对 复 乞 阵 的 处 理 ,或 者 只 计算 特征 值 而 不 计算 特征 向 量 , 只 计算 几 个 特 
征 值 等 ， 对 于 带 状 矩 阵 ,或 者 广义 特征 值 问题 ,还 有 相 记 的 程序 . 特征 值 计 算 程 序 的 输 人 -… - 

般 是 存 鱼 矩阵 的 二 维 数组 以 及 和 扬 阵 大 小 的 信息 ,而 报 据 特 征 值 是 否 为 复数 , 输 山 为 -- 个 或 两 
个 一 维 数组 . 如 果 还 计算 特征 向 量 , 则 规格 化 的 特征 向 量 也 审 一 个 或 两 个 二 维 数 组 返回 ， 

表 5-4 稠密 矩 星 特征 值 计 算 和 QR 分 解 的 标准 程序 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

GLIA / NE | 
软件 /程序 包 - QR 分 解 

— A 对 称 和 矩阵 

EISPACK rg rs 

HSL eb06 eaN6 

IMSL everg eves! lqrrr 

LAPACK sgeev : ssyev sgeqrf 

LINPACK sqrdc 

MATLAB eig eig qr 

NAG fo2ebf {02fat fogaef 

NAPACK diag sdiag qr 

NR elmhes/hqr tred2/tqli qrdcmp 

SLATEC rg rs sqrde       
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在 MATLAB 软件 中 ,计算 稠密 抢 阵 特征 值 的 命令 是 sig, 常 用 的 命令 格式 有 两 种 :d= 

eig(A) 和 [V, Dj] 一 sig(A)， 前 者 返 条 所 有 特征 值 ;后 着 得 到 矩阵 和 的 特征 值 和 完备 特征 向 

量 组 ,分 别 存储 为 对 角 阵 只 和 和 天 阵 Y， 与 求解 线性 方程 组 的 从 ”算法 一 样 ,seig 命令 也 会 先 判 

RESHMA 型 ,然后 采用 最 适合 的 算法 来 处 理 ， 除了 将 和 窍 阵 约 化 为 上 Hessenberg 型 和 进行 

QR 选 代 外 , 它 可 能 还 会 对 算 阵 元 素 进行 比例 调整 以 保证 计算 的 数值 稳定 性 . 对 这 些 细 节 感 

兴趣 的 谈 者 ,可 查看 MATLAB 的 在 线 帮 助 文 档 、 另外 ,MATLAB 中 的 命令 hess 可 将 抵 阵 

正 交 相似 变换 为 上 Hessenhberg 和 矩阵 ,而 命令 schur 计算 此 阵 的 Schur 标准 型 ,jordan 计算 

矩阵 的 若 当 标准 型 ， 

对 于 大 型 稀 蓝 德 阵 的 特征 值 计 算 问 题 ,主要 算法 是 Lanczos 算法 (对 称 和 矩阵 ) 和 和 Arnoldi 

算法 ( 非 对 称 夭 阵 ), 它们 也 属于 慌 rylov 子 空间 方法 ,超出 了 本 书 的 范围 . NAPACK 中 的 

lancz 程序 和 Netlib 中 的 laso 程序 实现 了 Lancezes 算法 ,而 Arnoldi 算法 在 ARPACK( 参 见 

文献 L[17]) 和 Netlib 中 都 能 找到 , 它 是 MATLABDB 中 esigs 命令 的 基础 . FE MATLAB}, & 

令 cigs 计算 稀 琉 和 卸 阵 的 特征 值 和 特 生 向量, 一般 计算 最 大 的 前 夫 个 特征 信 ( 缺 省 二 一 6) ,前 

不 是 所 有 特征 值 . 对 于 这 类 问题 ,涉及 稀 踢 和 下 阵 的 表示 结构 ,其 程序 中 也 注重 利用 稀 朴 矩阵 

结构 提高 计算 效率 ， 

表 5-4 中 也 列 出 了 实现 矩阵 QR 分 解 的 软件 和 程序 . QR 分 解 的 一 个 主要 用 途 是 求解 

线性 最 小 二 乘 问题 ( 见 第 6 章 ), 因 此 很 多 软件 包 中 也 提供 了 求解 线性 最 小 二 乘 问 题 的 程序 ， 

与 QR 分 解 配套 使 用 . 在 实际 的 软件 包 中 ,应 考虑 怎 阵 4 列 不 满 秩 的 情况 ,此 时 的 QR 分 解 

还 要 采用 列 重 排 的 技术 ,并 返 凹 - 些 反映 年 阵 秩 的 信息 ,这 方面 的 内 容 超出 了 本 书 的 要 求 . 

在 MATLAB 中 ,命令 qr 也 会 根据 扎 阵 的 类 型 采用 不 同 的 方法 进行 QR 分 解 . 对 稠密 朱 阵 ， 

Ets A Householder ERR A AT A WRAL Givens REF HRA. gr te OE AE RE 

列 不 满 秩 的 矩阵 . ‘ 

评 述 

矩阵 特征 值 问题 与 线性 方程 组 求解 问题 一 样 , 是 数值 计算 中 的 经 典 问题 ,本 章 只 讨论 了 

最 基本 的 年 阵 特征 值 计 算 和 相关 算法 . 早 在 1829 年 , 柯 西 (Cauchy) 在 一 篇 论文 中 就 讨论 了 

特征 向 量 的 概念 ,并 证 明了 实 对 称 和 矩阵 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 . 1855 年 , 凯 

菜 (Cayley) 明确 提出 了 特征 值 的 概念 ,但 特征 值 (eigenvalue) 这 个 名 字 直 到 20 世纪 中 期 才 

才 通 用 ， 1846 年 , 雅 可 比 提出 了 著名 的 雅 可 比 算 法 , 它 通 过 -- 种 旋转 变换 选 代 地 将 对 称 矩 

阵 转 化 为 对 角 阵 ,从 而 实现 特征 值 的 计算 ，1909 年 , 算 尔 证 明 , 任 何 和 矩阵 都 相似 于 上 三 角 阵 

〈 即 复 Schur 分 解 ) ,但 它 的 重要 性 直到 50 年 后 QR 算法 的 成 功 才 被 人 们 所 认可 ， 

雅 可 比 算法 是 处 理 对 称 第 阵 的 帮 代 算法 ,收敛 速度 较 慢 ,但 在 某 些 情况 下 可 能 比 QR & 

法 更 准确 凝 法 也 很 时 就 出 现 了 ,但 其 实际 使 用 是 在 20 世纪 早 鞭 开始 的 . 反 尼 法 在 1944 年 

由 Wielandt 提出 . QR 算法 是 在 1961 年 由 Francis 和 长 ublanovskaya 酷 个 人 独立 提出 的 ， 

它 改 进 了 早期 Rutishauser 的 LR 方法 ，Wilkinson 对 QR 算法 做 了 首次 完整 的 实现 和 重要 
的 收 敏 性 分 析 ,包括 在 他 的 经 典 著 作 中 : 

* J. H. Wilkinson, The Algebraic Eigenvalue Problem, Clarendon Press, 1965. 

CH EAS ey Hy Bh RK SE BE REL) 
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较 新 的 一 种 求 特 征 值 的 算法 是 分 治 (divide-and-conquer) 算 法 , 它 处 理 对 称 矩 阵 , 和 迭代 收 往 

速度 一 般 比 QR 算法 更 快 - 感 兴趣 的 读者 可 参考 : 

° J. J. M. Cuppen, A divide and conquer method for the symmetric eigen problem 3 

Numerische Mathematik. Vol. 36, pp. 177-195, 1981. 

3 4 WHEN Krylov FS HAREHA RA FREA BARS BATRA 

计算 . 1931 RRR Krylov A) FEE RRA Krylov 序列 ) 求 出 了 矩阵 

的 特征 多 项 式 ，1950 年 ,Lanczos 算法 被 提出 ,用 于 求 对 称 气 阵 的 特征 值 ,1951 年 又 出 击 了 

处 理 非 对 称 和 矩阵 的 Arneldi 算法 . 近 些 年 来 ,Krylov 子 空间 迭代 法 还 有 很 多 进展 ,成 为 求 大 

型 ( 稀 朴 ) 和 矩阵 特征 值 问题 的 主要 方法 . 要 了 解 更 多 的 情况 ,读者 可 参考 于 面 的 三 本 飞 ， 

» G. H. Golub, C. F. Van Loan. Maztriz Computations (3rd edition), Johns 

Hopkins University Press, 1996. (3 WHE, RHR BE RRL, 2001 年 ) 

。 Z. Bai. J. Demmel, J. Dongarra, A. Ruhe, H. van der Vorst, Tempéates for the 

Solution of Algebraic Eigenvalue Problems; A Practical Guide, SIAM 

Press, 2000. 

* Y. Saad, Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems, PWS Publishing 

Co, , 1996, http; //ww-users, cs, umn, edu/~saad/books. html 

与 矩阵 特征 值 计算 有 关 的 内 容 非 常 多 ,也 有 很 广泛 的 应 用 ,本 章 所 介绍 的 只 是 其 中 很 小 

的 一 部 分 . 关于 广义 特征 问题 .特征 值 问题 的 敏感 性 分 析 和 条 件数 以 及 算法 稳定 性 的 讨论 ， 

这 里 都 没有 涉及 ;本 章 没 有 讨论 复数 和 挎 阵 的 处 理 , 但 主要 的 算法 基本 上 都 相同 ,只 需 将 正 交 

矩阵 的 概念 换 成 惠 阵 人 Cunitary matrix) ;密切 相关 的 内 容 还 有 和 玫 阵 的 奇 插值 分 解 和 要 关 算 

法 . 对 这 些 感 兴趣 的 读者 可 参考 文献 L1] 及 其 他 文献 . 

最 后 ,对 QR 分 解 做 些 评 述 ，QR 分 解 的 思想 最 时 由 Schmidt 于 1907 年 提出 ,其 矩阵 形 

式 和 实用 的 算法 是 由 Householder 总 结 的 ,他 于 1958 年 发 表 了 计算 QR 分 解 的 

Fouseholder 变换 方法 .周一 年 ,Givens 也 提出 了 实现 QR 分 解 的 Givens 旋转 变换 方法 ， 

本 章 介 绍 了 实现 矩阵 QR 分 解 的 算法 ,并 讨论 了 对 半 阶 方 阵 进行 QR 分 解 的 一 个 应 用 一 一 

求 其 特征 值 的 QR 算法 . 在 第 6 章 , 还 将 介绍 QR 分 解 在 求解 线性 最 小 二 腰 问题 中 的 应 用 . 

另外 ,本 章 给 出 的 是 QR 分 解 的 基本 形式 , 它 还 有 一 种 矩阵 及 为 方 阵 药 “ 精 简 ” 形 式 . 

本 章 知 识 点 】 和 卸 阵 特征 值 的 主要 性 质 : 特 征 信 的 重 数 : 非 亏损 矩阵 (亏损 矩阵 ) 狗 盘 

ER PEED HAA AH EMEA EERE) HE DL RK RA 

位 移 技术 ; 瑞 利 商 技术 ; Householder MiP ; Householder 4 HK; Givens FEF$ EM IPE HW QR 

分 解 ; 矩 阵 正 交 三 角 化 的 算法 : 求 特 征 值 的 收缩 技术 ; 拟 上 三 角 阵 ;,QR 迭代 算法 ;上 
Hessenberg 48% ; 440 2416-4 _E Hessenberg 4 MEA] Householder 方法 ;对 上 Hessenberg 

Ri REPEAT QR 迁 代 的 算法 ; 带 原点 位 移 ( 单 位 移 ) 的 QR ERR. 

算法 背后 的 历史 : A, Householder 与 矩阵 分 解 

PT Reh BAH HK RCAlston Scott Householder, 1904 年 5 月 5 日 一 1993 年 7 月 4 

日 ?是 美国 艺术 和 科学 院 院 士 、. 著 名 的 应 用 数学 家 、 生 物 数学 .数值 计算 专家 . Househotder 

生 于 美国 伊利 诺 伊 州 的 洛克 福特 (Rockford), 华 于 加 利 福 尼 亚 州 的 马里 布 (Malibu)， 他 分 
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别 于 1925 年 .1927 年 获得 美国 本 北大 学 的 学 士 和 美国 碌 牵 尔 大 学 的 项 十 学 位 ,专业 都 是 斩 

学 . 随后 他 在 一 些 学 校 担任 数学 教师 ,同时 攻读 数学 博士 学 位 ,1937 年 他 取得 芝加哥 大 学 

博士 学 位 之 后 在 艺 加 哥 大 学 从 事 与 生物 学 有 关 的 应 用 数学 研究 ,1944 年 离开 芝加哥 大 学 在 

美国 海军 研究 实验 室 担 人 性 数学 顾问 ,研究 兴趣 转向 数值 计算 ， 第 二 次 世界 大 战 结束 后 的 

1946 年 ,他 加 入 英国 橡树 岭 国 家 实验 室 (Oak Ridge National Laboratory，O 〇 RNL) 数 学 部 ， 

M FRAG 算 有 关 的 研究 ,1948 年 他 开始 担任 数学 部 的 主任 . 当 

时 内 于 计算 机 的 兴起 ,数值 计算 变 得 非常 重要 ,在 各 种 研究 课题 

Ph base, BB RR RS AR ot fo 睡 阵 特征 值 ，1969 年 ,他 离 

开 ORNEL， 成 为 美国 田纳西 大 学 数学 教授 ,同年 获得 IEEE 计算 

pL & 4 “Harry M Goode Memorial” %, XR BRE & Mit H 

机 求解 大 规模 问题 的 数值 方法 方面 所 做 的 贡献 . 他 曾 担 任 美 国 

数学 会 主席 .SIAM 主席 和 ACM ZF. 

Householder 的 主要 贡献 

1951 年 左右 ,Householder 在 线性 代数 算法 分 类 方面 做 出 的 一 系列 研究 工作 具有 重要 

意义 ， 他 发 现 当 时 很 多 算法 的 内 在 本 质 都 是 相同 或 等 价 的 ,都 可 以 用 几 种 给 阵 分 解 形式 来 

AT PRERATALZAEM HARA ERROR. LPM GEE RARE 

RETARRREMHRAHHEHHEKAGE BAKE T KERARKRKP HEARED 

析 的 有 关 研 究 ， 因 此 ,他 的 这 项 成 果 被 评 为 “20 世纪 十 大 算法 ”之 一 Householder 还 是 系 

统 地 使 用 范 数 作为 数值 方法 分 析 理 论 工 具 的 先驱 者 ,他 于 1958 HRT HR 

Householder ERK AAA KAM MSH ERMA ATCERT SR BE HH 

QR FH. 他 的 研究 成 果 反 映 在 如 下 著作 中 : 

A. S. Householder. Principles of Numerical Analysis, McGraw-Hill, New York, 1953. 

A. S. Householder. The Theory of Matrices in Numerical Analysis. Dover, New 

York, 1964, 

除了 在 学 本 研究 上 取得 成 功 ,Householder 还 积极 组 织 数 值 线性 代数 方面 的 研讨 会 ,于 
1961 $B RBATR-BRARKEKARLE HK KOH S (Gatlinburg Symposium on 

Numerical Linear Algebra) , 2 2 iX365 A (8) OB A. 1980 #4, T RB Householder 

艇 出 的 贡献 ,该 研讨 会 改名 为 Householder Symposium on Numerical Linear Algebra, #] 4 

前 为 止 已 召开 了 十 多 局. 此 外 ,Householder 的 研究 贡献 还 包括 数据 处 理 技术 .生物 数学 , 芭 

及 计算 机 在 生物 医学 和 生理 学 方面 的 应 用 等 方面 . 

练 习 @ 

  

人 人 |, 其 中 4 为 3X3 矩阵 ,4 2X2 RE, LIRA, 为 4 的 特征 值 ， 

x,=[e var vas |? 为 对 应 的 特征 向 量 , 为 4 的 特征 值 ,内 一 [8 ,中 】 为 对 应 的 特征 向 量 . 

试 证 明 ; 

(1) 4;.A. WA 的 特征 值 ; 

《2) 嘱 一 [aazyaay0)0]7 为 矩阵 和 对 应 于 的 特征 向 量 . 

1. 设 4=| 
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5 一 0.6 0.6 

2. maar A= 一 1.2 一 0.8 
0 一 06 3 

4 一 

| 一 1 4 一 1 

—1 4 --1 

, 一 1 4 

试 确定 4 及 4 特征 值 的 界 ( 握 示 ;用 圆 盘 定 理 佑 计 ). 

4. 用 取 法 计算 下 列 矩阵 的 主 特征 值 及 对 应 的 特征 向 最 : 

BY pA) Al cond(A), MGB. 

  

3. 设 

A= 

      

7 3 -2 

A= 3 4 — | : 

—2 -1 3 

“4 95-TE 18 BY 7) Re = 0 Be EER. . 

5. SHIRE 

4 0 0 

0 3 | ; 

0 1 3 

与 特征 值 4 对 应 的 特征 向 芋 . 

6. ALFA Ke FER ES 

r6 2 1 

| 3 | 
l) i li 

的 最 接近 于 ?7 RE RO ae SE 

7. it FA Householder RW GE A PE OR 438 OR HSE O AIR. 
1 1 

af 一 1 “4 
2 -4 5 

8. 用 了 ouseholder 变换 将 下 述 和 抢 阵 进行 正 交 三 角 化 , 写 出 计算 步骤 ,包括 Householder 

RW KH y BU RAR R BK. 

4 0 0 

a 5 

5 5 

3. FI— KW Givens He Fe Pe ie 
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1 

0 

0 

—i1 

—i1 

1 9 一 

化 为 上 三 角 矩 阵 ,将 结果 与 例 5, 11 的 结果 做 比较 ， 

10, PACK" HARA RRS, 

A= 

P
O
 

et
 

Oo
 

FF
 
©
 

e
K
 

Oo
 

FF
 

CO 
O&O

 

A=QR, 

Kip@cR’ HAIER ROR VALI AM BAMARCRHAE. EWE ERA 

ARE RE QO ALR FEOE ey. 

11. Fj Givens 38428 Xt _L Hessenberg RiP A, 作 QR 分 解 , 然 后 将 得 到 的 矩阵 如 和 

R BiB YK Ae An FB BG A, TEAR A, (49R EE Hessenberg Hi. 
12, AIF Householder # #3} 

1 3 4 

A= | } | 

4 2 1 

LEER At R=. 

13. (LAI Householder PREY WH BSK A 正 交 相似 变换 为 

HAH™ = | “]， 
0 A, 

Fpa eRe’ Yn ER. Ba, MA WP AE A HA) SER 

Yo» AUER: 

»=al*], 其 中 g — Tide 
¥2 Az — As 

是 4 的 与 1: 对 应 的 特征 向 量 ， 

14. RaXn GRA HIETMBR BPA Hatadten bad” ta" BA 的 特征 多 

Wisk TRUEAR P(A) S=coh tq Atte, ATI +A"=0. 

15. HR l~n’ MiERRRA n PREY HER CRASS. SICKO. 

1X FE 45 Bl 4) ER Ky es Wp 49 FH 4B A Cmagic matrix), P93 Br 2) Ty Fe BY EOE BP? 

8 1 6 

Ay = 

    

3 5 ?了 

4 9 2 

— RH n RISA, HER TABS? 

16， 双 向 对 称 阵 (persytnmetric matrix) 是 一 种 关于 正 对 角 线 和 反对 角 线 都 对 称 的 矩 

阵 ，-- 些 站 信 理论 问题 的 解 涉及 双向 对 称 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 , 下 面 的 4X4 双 向 对 称 阵 

就 是 一 个 例子 : 
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「 丰 2 一 1 0 0 

一 1 2-1 0 

0 一 1 2 一 1 

0 0 一 ! 2 

(1》 用 圆 盘 定理 证 明 , 若 是 矩阵 4 的 最 小 特征 值 , 则 |x 一 41 盖 2(4 一 4 

(2》 计算 矩阵 4 一 4 红 的 所 有 特征 值 与 谱 半 径 ,并 根据 它们 求 4 的 最 小 特征 值 以 及 对 应 

的 特征 向 是. 

17， 一 个 线性 动态 系统 可 通过 下 述 方程 描述 : 

dx 
dt 

一 般 地 ,和 Bhan Xn WEE, BBP Xr MEER ,C hh Xn ES 

MD B—S m Xr MATAR ya Sn BE on BEA re SERS ER. BH 

SE CECE TAS Zl ¢ RRR A 的 所 有 特征 值 都 必须 有 非 正 的 实 部 . 

A= 

= A@x() 十 正人 (tt ft = Cltxli) + Due), 

C1) 如 果 

一 1 2 0 

wo = as 一 ? | 

0 0 —5 

He St Ba ES? 

(2) MR 

一 1 1 0 0 

A(t) = o? \ ° > 
0 0 一 5 1 

一 1 一 1 一 2 一 3. 

系统 稳定 吗 ? 

+ 机 & 

1. FARRBOR TF FUG PR KOE, ROW RE BAD — 
(Ards |<C1078, 

5 一 4 1 

es- 6 4) 

1 —4 7 

25 —41 10 一 6 

(2) B= 一 41 68 一 17 10 

10 一 17 5 一 3 

—6 10 —3 2 

2. SIENA 6.1. ES. AA 5-1 的 弹簧 ”质点 系统 ,假设 名 一 避 一 
局 一 1,m: 一 2,maz 一 3za 一 4, 使 用 军法 .收缩 技术 求 此 系统 的 三 个 振动 的 自然 频率 w， 使 用 
位 移 技 术 和 反 寡 法 改进 解 的 准确 度 . 
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[0, 3 ,5 0.5 0.5 

0.5 .5 一 0.5 一 0,5 
3. 设 4 一 | - _ _ -| ,在 MATLAB 中 实现 基本 的 QR 算法 ,观察 

0.5 一 0.5 0.5 一 0.9 

0.5 一 0.5 一 0.3 0.5 

托 阵 序列 收敛 的 情况 ,然后 解释 观察 到 的 现象 . 

.5 0,3 .5 0.5 

. , 0.5 0.5 .5 0. 5 , 
4, RA Rew QR BER A= B5 05 05 —25 的 特征 值 ,观察 

10,5 —0.5 一 和 5 0.5 

TER RS PR 5 LE 3 BS a a, 

5. 在 MATLAB 中 实现 算法 5. 5, 可 采用 现成 的 一 些 命令 (例如 化 为 上 Hessenberg #4 

阵 ,QR 分 解 ) ,用 它 计算 例 5. 13, 看 看 抢 阵 收敛 到 上 三 角 阵 的 快慢 情况 ,将 它 与 例 5. 14、 

例 5, 15 观察 到 的 现象 做 比较 . 

6. 习题 14 的 结论 实际 土 可 推广 到 一 般 的 抢 阵 ,这 是 Cayley-Hamilton 定理 , 即 任意 

nXn Ge A 都 满足 其 特征 方程 . 

(1) 以 例 5. 2 中 的 征 阵 为 例子 ,编程 验证 Cayley-Hamilton 定理 . (提示 :在 MATLAB 

中 poly 命令 可 直接 得 到 甜 阵 的 特征 多项式 )， 

《2) 根据 Cayley-Hamilton 定理 ,有 

P(4) 一 cn 十 ca 十 和 十 crl4 | +A" =O, 

WE BARS te ox, FUE x = Am, 1 (R= 1,2,-7 570) MBA AB 

CoXo Hex, beet bey Xe =O Xn 

这 是 关于 coycl,…，*c-l: 的 线性 方程 组 , 遵 过 求解 它 可 得 到 特征 多 项 式 的 系数 .编程 实现 这 

个 方法 ,并 用 较 大 的 矩阵 测试 ,将 结果 与 MATLAB 中 的 poly 命令 做 对 比 . 
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第 6 章 函数 特 近 与 函数 插值 

本 章 介 绍 函 数 表 近 与 播 值 的 有 关 理 论 和 算法 . 函数 各 近 问题 与 播 值 问题 两 背 既 有 联系 

又 有 区 别 , 它 们 都 是 用 较 简 单 的 函数 来 近似 未 知 的 或 表达 式 较 复杂 的 函数 . 一 般 来 说 , 亚 数 

逼近 是 要 在 整个 区 间或 一 系列 离散 点 上 整体 通 近 被 近似 廿 数 ,而 在 进行 插值 时 , 则 须 保 证 相 

若干 自 变 量 点 上 的 函数 值 与 被 近似 函数 相等， 

6.1 ABER. 

HEAT pH BCH et — AR HS HE ET AE OD PR— PRR plz) EU EH RK 

f(x) UAE ESE EM PRR pla) - fC) Be). RRR fo) TARE 

Fe HD 1 Se PAB, tH AT BE de Ze a de TE 下 可 以 是 多 项 式 、 分 

RSMAS eK AMS. BREA PE RRBNFRE EE RRS AMR. 

F SES A RAS 1 EASA RS RR sf i AH TE 型 . 

6.1.1 BASH 

EYES OM OKRAAR HELP ME-THREROCA-TRR URBE—B 
运算 规则 的 “加 法 > 和“ 数 乘 "运算 . 简单 说 , 若 这 个 元 素 集合 对 于 “加 法 "和 "“ 数 乘 " 运 算 封 闭 ， 
刚 为 一 线性 空间 . 线性 空间 的 元 素 之 间 存 在 线性 相关 和 线性 无 关 两 种 关系 ,进而 又 有 空间 的 
基 和 维 数 的 概念 . 

在 这 里 先 考虑 连续 函数 形 成 的 线性 空间 , 例如 Cre, 归 按 本 数 加 法 以 及 本 数 与 实数 乘 
法 ,构成 一 个 线性 空间 . 对 于 [ca, 约 区 间 上 所 有 上 大 阶 导 数 连 续 的 兽 数 全 体 Cia, 旨 ,也 类 似 
地 构成 一 个 线性 空间 . 我 们 一 般 讨 论 实数 函数 ,因此 对 应 的 是 实数 域 尺 , 若 讨论 复数 函数 ， 
则 相应 的 是 复数 域 C. 另外 ,与 线性 代数 中 讨论 的 向 量 空间 了 "不 同 ,连续 函 数 空间 是 无 限 
+E A). 

对 线性 空间 可 以 定义 范 数 的 概念 ( 见 3. 1. 2 小 节 ). 针对 实 连续 函数 空间 Cra ,所 ,与 向 
量 空间 类 似 , 可 定义 如 下 三 种 丽 数 的 范 数 (function norm) : 

1) ceo- 范 数 

设 rryEcLao, 则 1 Frz) 1 = max | f(z) I. 

其 几何 意义 如 图 6.1 所 未 , 即 函 数值 绝对 值 的 最 大 值 ， 

2) 1-90 数 

rca) Il =| | f(x) dx. 

茶几 和 何 意义 如 6-2 Aran. BD om eh ee SZ a. 
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x (a) iat | fo 2 
] Oe ~ 

i / - Lo ee, Lie fl 

Fl 6-1 aR fC) oe Fi 6-2 PRR f(a) AS 1-FERK 

3) 2- 范 数 

  

b 1/2 

Il f(x) Ie = 中 户 (z)dz] 

2- 范 数 也 常 称 为 平方 范 数 ,其 几何 意义 与 1- 范 数 类 似 . 

线性 空间 还 有 一 个 重要 梳 念 是 崔 积 , 它 定义 了 空间 中 两 个 元 素 的 一 种 运算 .于 面 给 出 一 

般 的 线性 空间 夫 积 的 定义 . 

EM 6.1. ES HRARR EMBASE. wW,vE 3, 定义 值 域 为 及 的 二 元 运算 人 am)， 

若 满足 

《1) 《ao 一 4urt)，《【《 可 交换 性 ) 

(2) (ausvd =alu,o), VaR, (AEH 1D 

(3) dutuew) =(a.w) tiu.w).VwES, CRETE 2 

(4) (uu) 0, 4A u=ON®,(u.ud=0. CEMPED 

WK (uo) A — BS A ARIS Cinner product). EM [KAR MAES lA EK ABs i. 

应 说 明 的 昆 ,将 定义 6.1 加 以 扩展 可 在 更 一 般 的 复数 域 C 上 定义 内 积 , 区 别 只 是 将 第 一 

条 性 质 改 为 共 斩 可 交换 性 : 

fusu) = Coyn). 

AMMRARMARA(u vw =u'o JURIECR Se LR RR. SRRARH AY 

结果 都 可 以 类 似 地 推广 旬 复 内 积 空间 . 另外 ,定义 6.1 RE 2 ASR SE RAH 

内 积 均 等 于 0， 

根据 内 积 的 线性 性 可 推出 
Cay ey + ap tty 2u) = a6, ou) taztter¥s Vay Oy € Cc, C6, 1) 

更 一 般 地 有 

( Sau, v) = Dau. Varverva, € ©, (6, 2) 
imi f=) 

ik BERS BRAS MTR. 2) RHA A EARS TOES 

晒 数 ) 内 积 的 线性 组 合 . 

可 以 规定 一 种 依赖 于 内 积 运算 的 范 数 : 

zl 三 wayzy. 

易 知 这 种 内 积 异 出 的 范 数 满足 范 数 定义 的 三 个 条 侍 ( 见 3. 1. 2 小节) ,详细 证 明 过 程 贸 给 读 

者 思考 . 应 注意 ,在 向 芋 空 间 中 ,由 内 积 寻 出 的 范 数 等 同 于 向 量 的 2- 范 数 . 在 实 两 数 空间 

CLa ,5 中 ,一 般 定 义 内 积 为 

亿 ”这 里 月 正体 的 字 世 0 胡 示 线 姓 空间 的 零 元 素 ， 
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b 

(ula), vlx)) = | u(x)u(addz, (6. 3) 

BAU ge, » ea ‘es Se os A a th Il IB) AY 2 - HEH. 

下 面 介绍 与 内 积 有 关 的 两 个 重要 定理 . 

726.1: RSHRARS LH, Vue. v5.4 

| <auyud |? < (usu) » Cue. (6, 4) 

fe SH HB - HR KH RF X(Cauchy-Schwarz inequality). 

定理 6. 1 的 证 明 留 给 读者 思考 , 若 xz, 为 二 维 向 量 ,也 请 思考 该 定理 有 什么 几何 含义 。 

Te 6.2: ES HRARS au, CS, UR RIE (Gram matrix) 

Cape? 《ty > ott Ce te? 

Cup yg) Cita yt? oo tty tg? 
G= ， , . ， (6.5) 

《alt <test> tt Catt? 

SE aT RA FERRE isu, RHEBR. 

CE] 首先 要 用 到 线性 代数 中 的 -一 个 基本 结论 ; 

KARE G AR At FH det(G) HOSA KATE ER Ga=0 只 有 全 零 解 ， 

if a] RH a=—[a..-.a,]’ WAR Ga=-0 TER 

Sa; (uj ue? = 0, (k= 1 2 (6. 6) 

i=l 

F i GE SE A BR (6. 6) A SA FE RAG SR yo ce, REA. KIER, 

EAA BAC. OR ABBR, Bik as u, RHEBK. RARER. S aoe, RH 

KUALA SH 0 AY ARB, GH Leen Saye, = O, I 

Day Cu; omy? — { Maju; rue) — (Oyu? 一 oO, Ck = l,-e* nt} 

sot f=l 

即 这 组 {o See BR 6. 6) AH AE RE HB. 

FLEA RAE. WEA uu, REKK. BEPRAC. ORAS. HRA 

法 ,车 方程 组 (6. 6) 存 在 不 全 为 零 的 一 组 解 1aj}, 则 

Dy a; <u; tte? = ( Daj, +e) =0, (k= Iy'yn), 
j=l 7 一 1 

BERAE PS e PBR c,, RMA ABBA 

《 Dyas ’ Daim, > =0, 

根据 内 积 的 定义 , 必 有 Yaw, =O, BREUAEARAH 0 H—Ala vo Sau, =O, 

Guy, RHE GAS. Sek HE 5 aT ke BY EA. 

MER HRB SHE RRM. HAM au, RHEIN. ERE EE. 

针对 实 函 数 空间 CLa,'b] ,常常 有 权 函 数 、. 加 权 内 积 的 概念 . 
EM 6.2. BRR ol xr) 0, VrE [a,b], Awe 

& 

C1) [xtp(xdde FHECR=01 0), 
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(2) 对 非 抽 连续 函数 g(Cz) , 若 | gzCzyp(z)dz = 0 AEN g(x) =0, 

WEE p22) AK Le.6] by 42 BH (weight function). 

关于 权 画 数 的 定义 ,说 明 几 点 : 

(1) 定义 中 对 连续 性 没有 要 求 , 即 oz) 可 能 不 是 达 续 画 数 ;第 一 个 条 件 要 求 的 是 o(zy》 

与 多 项 式 乘积 为 可 积 媳 数 . 

(2) 征文 中 第 二 个 条 人 忻 的 意义 不 是 很 直观 , 较 直 观 的 一 种 等 价 形式 为 : 不 存在 子 区 间 

(c,d) [a,b] AE plx)=0, Wr€ (end), BOA BM TELe SIE FE RMA WR”. 
(3) - RGA 89 Cla.) ASE hh (BAR WED SHER FR MEWS. 

都 可 作 权 函数 . 

定义 6.3: 若 p(z) 为 区 间 Le ,上 的 权 曾 数 , 则 可 定义 CLa,b 上 的 内 积 为 
'b . 

(u(x) v2) = ['p(x)ulzdv(ndde, 6.7) 

并 称 其 为 加 权 内 积 (wejghtcd inner product). 

容易 验证 加 权 内 积 满足 一 般 内 积 的 定义 ,并 且 常 用 的 函数 内 积 式 46. 3)? 是 加 权 内 积 的 特 

例 , 其 对 应 于 权 函 数 e(z) 三 1 的 情况 . 根据 加 权 内 积 也 可 以 导出 范 数 ,这 种 范 数 可 看 成 是 广 

义 的 2- 范 数 ,其 公式 为 
178 

I f(x) | = [ie F (x)de | 

6.1.2 BRM RA 

a ROR IT P . T pe RU f(z) FERRER). RERBRBRERK 

小 的 标准 是 范 数 ,采用 不 同 范 数 时 其 问题 的 性 质 是 不 同 的 .下 面 分 两 种 情况 作 些 讨 论 . 

1、oo- 范 数 

考虑 误差 函数 训 z) 一 zz) 的 ce- 范 数 ,假设 晒 数 的 定义 域 为 [ce,o, 则 可 设 

e= || p(x) — f(a) |. = max, | p(x) — fa) |, 

Awa —e< p(x) — fla) <e, YrE [2,6], Bf 

pia) —e < fle) <pladt+e, Wr € [a,8]. 
6-3 BAST AM plx) f(z) WK | p(z)— fx) |. DAHA, M HTT LLY PE oo- FE 

数 意义 下 的 通 近 要 求 使 s 尽量 小 ,也 就 是 要 op DeEST Ee L*— RE f(z). Bk. 

采用 = 范 数 的 函数 和 逼 近 问 题 常 称 为 最 佳 一 致 适 近 . 

PAX)tE 

Px) 

  

  

1 
| 
5 x 

6-3 BR alr) f(T ft pled — f(z) | wn SAW KR 
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2. 1- 范 数 和 2- 范 数 

S08 BRE BM p(x) 一 xz) 的 1- 范 数 ， 
'b 

I pC) — fr) il; =| | p(x) — flx) | de, 

4 A=|po—fl2) |, NERA pO ff DMTPBRHAZT HMRC 6-4 A 

示 ). 在 1- 范 数 意义 下 的 通 近 要 求 4 尽量 小 ,也 就 是 要 (z) 与 乒 z) 曲 线 之 问 的 总 面积 尽量 

小 ,反映 出 这 种 逼近 有 整个 区 间 上 ”平均 ”误差 尽量 小 的 含义 (在 某 个 子 区 间 上 误差 可 能 

很 大 ). 

FQ) 
¥ 1 

Ax} 

1 

4 | 
1 

| 
| é x 

图 6-4 AR p(s) (OU |l pC - fl) |, SAM EKR 

2-H SMG 1-URARLAM FE BAR. Ser RR 

FA 2-78 3K. AG DEAR te FO 8 2 BR +> — ea Ue (least squares fitting). 

KAWELA RAo- eH E— RBI RHR A BAA ER 

差 最 小 的 含义 ， 
除了 可 采用 不 同 的 范 数 来 度量 误差 函数 ,被 逼近 蝎 数 也 订 分 为 连续 函数 和 表格 函数 两 

种 情况 . 表格 函数 就 是 仅 在 一 系列 离散 和 良 变量 点 上 已 知 冰 数值 的 函数 ,可 通过 函数 信 组 成 的 

抽 量 来 刻画 ,有 关 吉 近 问题 的 求解 有 特殊 的 处 理 方 法. 而 在 遥 近 函数 类 方面 ,项 式 郴 数 是 

最 常用 的 一 种 .下 面 给 出 玫 尔 斯 特 拉 斯 定理 ( 允 eierstrass Theorem), KH AMAR mM 

行 逼近 的 一 个 重要 依据 ， 

EH 6.3. Hf ECLa.b], WHE > 0, AAFP SMR Poo), fi || PC — 
f(z) || o<e Fle. bl E— RR. 

该 定理 的 证 明 已 超出 了 本 书 的 要 求 ， 因此 不 做 讨论 ， 值得 一 提 的 是 , 若 FCz)ECLo,1]， 

{4 Baye Sit (Bernstein polynomial) ® 

BC fix) = Sr(Face, 

  

白 
上 
一
 

一 
一 

一 一
 

其 中 

Q(x) = (eta 一 zw 

就 是 满足 定理 要 求 的 多 项 式 P(z), 注意 B,(/,z) 为 = 次 多 项 式 ,并 且 可 以 证 明 limB,(,z) 一 
8z) 在 [0，14 上 4 一致 成 立 . 因 此 ,CL0,1] 中 的 任意 丽 数 都 可 以 用 伯 恩 斯 坦 多 项 式 (《 一 致 ;天 
近 到 任意 好 的 程度 . 应 注意 , 它 一 般 不 是 多 项 式 函 数 类 了 ,中 的 最 佳 一 致 交 近 . 

人 由 原 苏 联 数学 家 伯 恩 斯 坦 (1880 1968) 于 1912 EH. 
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最 后 说 明 一 点 , 求 最 佳 一 至 允 乏 多 项 式 的 方法 比较 复杂 , 感 兴趣 的 读者 请 参考 文献 L[5]、 

文献 [9]. 本 章 后 面 主要 介绍 求 最 佳 平 方 通 近 的 方法 , 它 有 很 广泛 的 应 用 . 

6.2 ¥YESt PASAY ke (EJs 

为 了 记号 的 方便 ,在 6.2 节 和 6.3 节 的 介绍 中 记 函 数 的 自 变 量 为 六 

6.2.1 一 般 的 法 方程 方法 

1. 问题 措 述 
假设 对 Fe)E CLa, 拉 进行 随 数 通 近 ,逼近 丽 数 类 惠 应 是 形式 简单 的 两 数 类 ,比如 多 项 

ABM. ARK. ABAKS, HACER ARMM RTS. H O=spanig (1). 
or 《690} ,出 更 的 任 -- 元 素 可 表示 为 

SQ) = x9), (6.8) 
s=) 

其 中 zy rst, ER. 

iE Se PRB AY BB EY AER S(t) © ©. fH || SCt) — FCeD |i. TA BIRR. AL 

公式 (6.8) 以 及 2- 范 数 的 定义 ,上 述 问题 等 价 于 最 小 化 

F= SQ) -Fo 1 一 [[Sap.ce — fit) Jde. (6.9) ol SS 
FREEFRAM szi.22..°",2, HASTA, BRK PF ORAM ARR z,, 

2 sky, 

2. 法 方程 方法 

下 面 扒 导 如 何 求 式 (6. 9 的 最 小 值 点 , 为 了 记号 简便 ,省 略 函 数 记 号 中 的 “( 悦 ”, 纯 真 接 

用 了 表示 /六 9. 根据 2 范 数 与 内 积 的 关系 ， 

F= | S— slli= (Sng, - Uae - -f). 
sat 

S70 a RRR A RM zs ter, 应 满足 方程 
aF 
OX, 

  = 0, k= 1yyn, (6.10) 

aF 
Oz, i 

  (Sater 20.) ~ 23a hs p+ 6ff) 

ZA Darke, p)—29)a, (fg?) 
poi f=) 

= 221g ge? +23 x, ¢g, 1p) — 2 一 0 (k= lyn). 
j- 1 
pee 

上 还 推导 得 到 等 价 的 方程 

Siaeiege) = figs (和 一 1， 和 2)， (6. 11) 
j=l 
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这 是 关于 ZZ sEz9"** 9 Fa 的 一 个 线性 方程 组 ,其 矩阵 形式 为 

{gi sg? (ga ogi? one (Pao Gi? zy (fsqi? 

+02> Cgosge> Aga sg) | lx (freq? “pie 和 多 Fro Pe ve _ he (6. 12) 

《rp S@esge? "* CGnrgna?| Ltn (fsQn? 

EB) IR BAY BE SE PE op, BABS el © HOI. REE. 
HEE 62,76. IDHKRREBAS HR, RRA EH AE. RAR. 1D NBA 

al sx) WU EY FB RH 

S =af7o tag tet+2io, € 于 . (6. 13) 

EE Ty EA (6. 12) RPK EF FE Cnormal equation). AOR MEE FB AER 

为 法 方程 方法 . 

应 当 指 出 ,方程 人 6. 10) 是 多 元 疼 数 取 极 值 (最 值 ? 的 必要 条 件 , 而 非 充 要 条 件 . 因此 上 述 

推导 过 程 得 到 的 zr ,……z*" 未 必 能 保证 多 元 函数 下 取 最 小 值 .下 面 证 明 得 到 的 现 数 S" 确 

实 与 了 上 具有 最 小 2- 范 数 距 离 ， 

AF al 2 是 方程 (6. 11) 方程 (6.12) 的 解 , 则 

Sil (gig) = fogs = lien), 
y= 

RES B (6. 13), BA 

(S* gi) = (Fig 2(S* — fig) =0, (k= Lynd. 
LARRY RES —f SE-BRR og, ER MEAMMAEA, CBIER THE SE@, 

(S*—f,5)=0, SEP (6.14) 

Fi (6. 14) 3888 7 ee AK S* HI —-TPRREM, MC MAR RIE (BH) 

于 鱼 空 间 的 任 一 个 基 ,也 就 是 正 交 于 再 中 和 任 一 元 素 . 三 三 

维 向 量 线性 空间 中 ,上 述 性 质 的 含义 如 图 6-5 所 示 , 根 据 

立体 区 何 的 知识 很 容易 理解 它 是 成 立 的 . 从 图 6-5 也 可 以 

看 出 方 积 组 (6. 12) 药 几何 意义 ,人 fp) 是 了 在 9 方向 上 

的 投影 ,而 z, 是 $S 在 8 方向 的 坐标 《po 是 .2 在 

  

图 6-5 FS 为 求解 法 方程 ‘ 
FEB OG AE oe PML FE Dizko.g) RRS Ea RAE 

i=l 

的 投影 . 方程 组 的 意义 就 是 S 在 这 个 “平面 "的 各 个 基 方 向 上 与 了 有 着 相同 的 投影 , 芳 此 
S- 就 是 了 在 下 对 应 的 “平面 "上 的 投影 ,是 对 了 的 最 佳 坎 近 ， 

FRENTE SCO.A SF iie il S*—Fflli.¢ D=IS—-Fli-WS'—Fllz. 

B)iEAR D0, 

D=|s—f/flli-is’ -F ll: 

=(S—f,8—f)—(S* — 7,8" —f) 
=(5,5) —20 S++ PP — (SS FAG S I — OP 

== ($,8) —2(S,5°) + (S* 8") +2(5,S*) — 28° ,S*) —2¢f,S) + 2¢f,8") 
=(S—5',S—S*)+2(S,8" — fy +2¢f—-S8" 8"). 
AAS’ 一 了 与 瑞 中 任 一 元 周正 交 , 上 式 求 和 的 最 后 两 项 均 为 罕 , 所 以 
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D=(S S°,S S')= ||S—S* |} 20. 

AR VSE D, || S--f le | S* —S | 2. TORR ABATE OR HO i EE 

fe. SE RES, BBP MER. 

定理 6.4: 很 设 了 为 实 函 数 空 间 的 某 个 元 素 , 而 中 为 该 空间 的 一 个 有 女 维 子 空间 ,中 一 

span{fopo… gp》 , 则 线性 方程 组 (6. 12) 存 在 唯一 的 解 过 at FARE MEM ICR 

So =afo@tatgts+20¢9, 

AD FAS lap f HY EP ye, BD 

让 S ”一 了 | :一 min |S—fll.. 

HIE EH 6.4 MACHR MRE ES BRS AAMMKHRSNRHRA RE 

pa FE IE SE REP RAIA LES BI AES hl. BR 

REARS A KARO. IDM RARE —ZEM RIES A. FAIA ARS ES. 

EE Kit it MEF 7 Hi MIRE. > 8-S* 一 六 MBA 

isl? =<S* —f,8* —f> =(S*- f,8") 93 一 六， 

其 中 第 1 项 为 零 , 这 是 由 于 S 满足 的 重要 性 质 ( 式 (6. 14)). 则 

Jali Sf. = WME Cave f) = FER Dat gn. 
(6.15) 

注意 最 后 求 和 式 中 的 4O， 户 为 法 方程 (6. 12) 的 右 端 项 元 素 . 这 样 , 用 ‖ 了 上 MAE 

解 向 长 与 右 端 项 的 内 积 , 可 算出 误差 的 2- 范 数 ,也 就 是 最 佳 平 方 逼 近 的 误差 ， 

lode = J IFIE- Dia gf. (6.16) 
gel 

下 面 给 出 法 方程 方法 的 算法 描述 . 

算法 6.1: 求实 连续 丽 数 最 佳 平方 逼 近 的 法 方程 方法 

输 和 人 : 被 逼近 盟 数 幻 基 上 阔 数 py， oo; MIM: UTR s. 

根据 式 (6.12) 形 成 法 方程 Gx=D: 

FARIS 3.10 5K GUETT Cholesky 39% GLI; 

MOST BU AR eA eR ot BOR Rb x=, 15 Fi) x; 

号 : 一 SD) xig:. 

2=2 

3, RETA SAN 

LE iiitie T AR SEP AR FERRE ne HAMAS SAP, 

HO A) 4 Bie CO He a i HK. 

假设 和 要求 .Fi n— 1 Re EP Te a a SL wm BY ee MG LX ALO), ee ot 

UT BRS (Bl AY) ER A BC 1 tye tPA C6. 12) KH HH 
1 

Coreg) = | tt Ade = =a Chyj = 1s2seeyn)s 

SUL SK Dr AS) FR EE CH BR ED 为 
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i 1 

oF 加 
doa 

G 一 | 2 3 好 一 1 

1 工 1 .1 
nm n+l an-- 1 

再 推导 方程 右 端 项 的 计算 公式 ,得 到 完整 的 法 方程 为 
. 1 

1 于 … 了 | Ge?dt 
n [= 0 

- 1 

IZ 计 n oT Fe) 一 |, P@ed 

1 1 .1 Le i eceyer 
Ln n+l 27 一 了 [rene 和 

i 6. UC MELA BUSAN): RfO=VJVIis’ RRL LK --RREE AI 

BML VA A TRE BY 2- FR. 

【 解 〗 由 于 求 一 次 多 项 式 ,要 确定 两 个 多 项 式 系数 . 先 计 算法 方程 的 右 端 项 : 
? 1 

[fee =| fIFe dt = Fine + SITE + JIFF| 
ia 

= FInct +2) +i iix 1.147, 

1 1 _ 41 
| repzaz = fie Jitia = + . za +) = Fav — 1) x 0.609. 

. 0 

需求 解法 方程 ; 

1] 
1 7 )- hoe 
1 1 Xe 0. 6094" 
2 3 

解 得 z, 一 0. 934,zs 一 0.426, 则 一 次 最 佳 平方 逼近 多 项 式 为 
Si) = 0,934 +0, 4262. 

AAPL (6. 16) RMR ew 2- RH 
2 

Isic) — fe =f 6 li- Mace)” 
Ta 

  7 
=,/] (1 +27 )dt — (0, 934 X 1.147+0, 426 X 0, 609) 

a : 

0, 051, 

HERE LRP. TR A ER ALO. AA REEL 

2 Hilbert FEPFCGL 3.1.3 -)9),4n RAN CER EROHME CHB Ps BRAM 

数值 误差 . SE |, BA ae aT YE IRS LO, LR. RS RH (1 ,2,---, 
如 } 为 基 画 数 ,法 方程 的 系数 矩阵 都 具有 类 似 的 病态 性 ， 

另 一 方面 ,上 述 方法 得 到 的 法 方程 是 一 个 稠密 的 线性 方程 组 , 当 #z 很 大 时 求解 它 的 计算 
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MARA. 6.2.2 小 节 将 介绍 正 交 函数 族 的 概念 ,利用 它 将 加 速 法 方程 的 形成 与 求解 . 

6.2.2 FRIESE BRR TT Iw 

1, EXBRRSER SAX 
FEM 6.4, RRM ff). gH €Cla.6] pCOnRRRG 

(£80) = [pO Fg(Ode = 0, 

QE (OR ecole, OILFRER. SFRBRRlga@Miesg Qs} Re 

(9D gi(O? = [png Me (ode = - ; a 

Dk BR (gp, )) AtEla, CIELM FRER DMR. 

EM 6.4 Bh TRIE AR Ee RRS. AT A. Fe A 两 个 

字 . 并 且 注 意 , 权 函数 po 三 1 的 情况 常 作为 一 种 特例 进行 单独 讨论 ， 

#4 6. 2C1F 3 BHM): 1, cost, sint,cos(2t),sin(2t) + Wl ww] EA IEE PR 假 
WR AR pO=D. HH. 

1,1) = 2x, 

(sinCki) .sin(kt})> = (cos(kt). ,cos€at}) =a, (2 = 1,425-°), 

ROR Bie ee 2 RR go (ge, (OSM ICR BARRA MI n—1 A we. 

' 称 它们 为 一 组 正 交 多 项 式 (orthogonal bolynotmnials) ,是 多 项 式 空 间 E， , K—-HIE eR. 

下 面 看 看 如 何 构造 正 交 多 项 式 和 正 交 函数 族 , 并 利用 它们 进行 最 佳 平方 逼近 . 

构造 正 交 图 数 族 的 基本 做 法 是 格 菜 姆 -新 密 特 正 交 化 过 程 (Gram-Schmidt 

orthonormalization), 若 考 虚 的 是 多 项 式 画 数 空间 ,让 于 (1:t 王 ,共和 )} 是 一 组 基 函 数 , 则 

格 莱 姆 -斯 密 特 正 交 化 过 程 就 是 对 它 进 行 逐 个 正 交 化 的 操作 . 具体 地 : 
el 1 

g(t) = 1, ge GQ) = ot —_ 2 Oe Ck = 2535), (6, 17) 

RPAH BBP eo. (Og (sg) } 为 正 交 多 项 式 序列 , 且 具 有 如 下 性 质 : 

CD) ww 人 ti 为 & 一 1 次 多 项 式 , 且 最 高 次 项 系数 1; 

(2) FET POEP MRR A MODs ga OS MREBF; 

《3) peOSE KB) e-1 HSMARER; 
(4) 满足 如 下 递 推 公式 : 

= ft) 

| OS Te KO = EG) 
(6. 18) 

gary 2) = Ce-— ma) — Be, i), Ck = 2.3409) 

其 中 

_《 a(t), 4 CE) 

OH aga >’ (6, 19) 

一 Cpe C2) 2 Ct) 

Bs (ge OQ) mea) (6, 20) 

(S) WB gi (1) = 0k 22) k—~ 1 PARE K fA (2,6) AR, A Aa. 

A= hE AR ER BO ET RE (6. LD AAR ED BREA BR 
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考 . 第 五 个 性 质 超出 了 本 书 的 范围 ,其 证 明 及 应 用 可 参考 文献 [8]. 

2. 勘 让 德 多 项 式 与 其 他 正 交 多 项 式 

若 函 数 定义 域 为 区 间 {f 一 1，1], 权 函数 oo) 三 1, 正 交 多 项 式 序列 中 的 多 项 式 被 称 为 勤 

ik 4& $ Si X (Legendre polynomial) .FR Po (2), Pi (2. 表 示 . 项 让 德 多 项 式 有 如 下 两 种 表 

达 形 式 . 

第 - -种 形式 通过 前 面 的 式 (6. 18) 一 式 (6. 20) 构 造 ,得 到 多 项 式 为 

  
| tdt ] 

PoO=1, Pa=t1- = 一 一 上 Po 一 攻 - 二 ， 和 ， (6.21) 
3 

fae 

这 样 得 到 的 鞭 让 德 多 项 式 最 高 次 项 系数 1. 

第 二 种 形式 是 罗 德 利克 (Rodrigul) 给 出 的 简洁 表达 式 

= —_ 1 出 va 一 ves Po) = ly PO = aig Gel Di}, (R= 12), (6, 22) 

HFRKRARKGARBAD 1 SLEEP ONELRARBARME—PRR. 

勒 让 德 多 项 式 (6. 22) 具 有 重要 的 理论 意义 和 实用 价值 ,下 面 再 给 出 它 的 三 条 重要 性 质 ， 

C1) 正 交 性 , 即 

0， jek 
(P;.P.G@)) = 2 . (6, 23) 

| jak 
(2) 奇偶 性 , 即 

Py(—2) = (— 1)*P,G), 

CR A WRN Pio) ABR. AA a aR. 

(3) 满足 较 简 单 的 递 推 公 式 : 

RAV Pe 2) 一 【2 下 十 1)tPe(b — Pe GQ). Ch — 1,250). 

ARE ETE IS AIL ABA LS AA CIA C6. 22) 

Pole} = 1, Pitt) =t, Pele) 一 (3 一 1)72. (6, 24) 

BY Pike HK SRAM BRA ERE MR ALA RE WERE 

式 , 列 于 表 6-1 中 . 

囊 4-1 几 种 重要 的 正 交 多 项 式 
  

  

  

  

2 * | exe | wmk 表达 式 / 递 推 公式 
| (PeO=1, PilOo=t. 

BSS RA UL -i ll por URAL) Pras (CD 2 (284 LEPC —AP, C2) R120) 
第 一 类 ja 1 |co=—t (Rom, TiQ)=2, 

Fy I ?7 e — = _ = ave 切 比 雪夫 多 项 式 IF ITSO 一 TD 12 
  

第 二 类 (Uae, U, (= 22, 
= —1.i = ~~ pt 

切 比 雪夫 多 项 式 | [ Je = VIF Nhe yay —U GD -12 
  

        
L@=1, TCD 一 1 一 4 

】 N 0, + =¢e' { MBRSRK | (0, +00) | else Te =F DL COR Ly 1) R12) 
(一 ce ， | a ‘He()=1. Hi) =2e, 

埃 尔 米 特 多 项 式 十 co》 jet =e 4 Ala C2) = 22 Ce) ~ ZR CO C1 2a) 
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下 面 讨论 一 个 实际 应 用 时 常 遇 到 的 问题 ; 如 何 得 到 任意 区 间 [a, 引 上 的 正 交 多 项 式 ? 

这 需要 利用 税 分 变量 的 变换 来 推导 . 下 面 以 蒜 让 德 多 项 式 为 例 , 看 看 如 果 将 定义 域 由 

-一 1 1 推广 到 [< ,的 的 情形 . 

区 间 [ 一 1，1J 上 的 勒 让 德 多 项 式 的 特点 是 下 面 的 积分 式 有 特殊 的 取 值 ， 
I 

J PiCOP Cade, (7,8 = 0,1,2,:), 

FP PLO) k=0,1. AMILBZHAR. BS B—MH le, FIFA. BHMASREAK a Bl 

,可 对 上 式 中 的 上 做 变量 代 换 , 今 

_ =a g+ea 

2 
    

此 时 有 

2 ds. 
—_4 

25 - et lp (BOD), ; [PO Pwde = | 

4 B,C =P, (SSS), gy ae Bod) 满 足 正 交 性 要 求 ,并 且 积分 变量 的 变化 范围 是 
[a;, 刀 .此 外 ,根据 式 (6.23) 还 可 推出 

_— oe 
(P,(),P,@) = -# 4 

Se bifid. ele.) K ial taste eonstyenP.cov er -1;, RE EA Sik 德 

BMA P,(1) 4 th . Bll 

Pow) = p, (Hor), (k= O,1,2.). (6, 25) 

3, FIER RRR ERE Ein 

BT Sa T ERR HRS HFA TIL RAN EMAAR. PRS RRER RK 

TR YE A PS [A] AM ME HCO. DW RR ae. A eS 

方程 的 解 为 

                 > 0, 

» — Sf(D.g (> _ 

下 
(6, 26) 

EB ate 5 ie (35 9 A BR AR Oy 

cy FD GO? 
SO = 21 raves EO 

S° (Det (@OCClea, b|/M—-AMikU 42S BRiLRRS OAARFHY LSA, PIA 

有 多 项 式 函 数 或 所 有 三 角 国 数 , 则 可 得 到 展开 式 

f@ = Stat gr (2). (6, 27) 

方程 (6.27) fOH—-MAFRBREA RAT LEB PourcdinNk Fs, APH af AY 

义 傅 里 叶 系 数 . 信号 处 理 中 常用 的 傅 里 叶 展 开 是 一 个 特例 ,其 中 骂 {gx(b} 为 正 交 的 三 角 RK 

BUFF. 
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例 6.3( 用 正 交 多 项 式 做 通 近 ) : 使 用 正 交 多 项 式 求解 例 6. 1 中 的 最 侍 平 方 遇 近 问题 . 

me) 被 逼近 丁 数 A0 一 V1 十 二 ,其 定义 域 为 [0,1], 则 首先 要 将 勤 让 德 多 项 式 扩展 到 

10, 1 区间 上 . 报 据 式 46. 25) ,得 正 交 多 项 式 为 

EC = PC 一 1， 疡 (CD) = p, (25th 

直接 求 出 法 方程 的 解 为 

' 7 
(£0), BoG)? 1 vir Far 
(Po (2), Bo(t)) [ae 

a 

)= PC2: 一 D = 2-1. 

  a 1.147, 

_ fF). Pia) _ (fe I, vd Or ode eons 
(P, (1). B,C) {21 —1,.2t—1) 1/3 , , 

BL. RRL Brea 

St (4) = 1.147 +0, 213¢2t — 1) = 0.934 +0. 4262. 
与 例 6. 1 的 计算 结果 完全 一 致 . 

小 结 -下 ,用 正 交 函数 旗 作 最 佳 平方 通 近 具有 如 下 优点 : 

(1) 计 竺 方便 ,算法 稳定 性 好 .上面 的 分 析 和 例子 说 明了 这 一 点 . 

(2) 便于 基 范 数 的 增加 、 删 除 . 这 一 点 从 式 (6. 26) 可 以 看 出 ,由 于 系数 的 计算 只 与 当前 

的 基 函 数 有 关 , 因 此 在 胜 近 函数 表达 式 中 增加 、 删 除 基 轴 数 不 影响 其 他 基 函 数 的 项 . 

最 后 补充 一 个 定理 , 它 说 明 随 着 阶 次 ”的 增 大 最 佳 平 方 逼 近 儿 项 式 收敛 到 被 通 近 函数 ， 

并 且 在 被 逼近 蔓 数 具有 一 定 光 滑 性 的 前 提 下 ,最 佳 平 方 逼 近 多 项 式 还 能 达到 一 臻 逼近 (一 致 

WO) BIRR. 

226.5: R(HOECa4S OR SONREL AT BELTN, MBAS 为 
P, » Sl) 

(1) lim | Si (2) —- FCO || ,=0; 

(2) & f')€Cla,b], WHE > 0, 4n HAMA 

1S) — fa) |< f <p 

  

6.3 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 

在 科学 与 工程 计算 中 ,常常 遇 到 火 量 带 有 误差 的 实验 数据 , 需 谈 将 这 些 数 据点 拟 合 成 一 

y 5!) Fe AR HR. ATT 2S EAA KZ EO 

关系 . 称 这 种 问题 为 曲线 拟 合 (curve fitting), 它 要 求 构造 

一 个 不 几 严 格 满足 所 有 离散 数据 的 近似 画 数 (曲线 ) ,并 

使 逼近 的 总 体 误差 达到 最 小 (如 殉 6-6 所 示 ). 这 在 统计 

2 Eb +604 a & es > 4 (regression analysis). 

图 6-6 对 数据 点 进行 曲线 拟 合 ， 若 将 离散 数据 点 看 成 表格 表 数 , 则 曲线 拟 合 就 图 对 

得 到 近似 函数 S 表格 冰 数 的 授 近 . 若 定 义 了 表格 阔 数 的 ce- 范 数 、2- 范 数 ， 
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就 得 到 相应 的 最 佳 一 致 逼近 和 最 佳 平方 各 近 问 题 . 根据 最 佳 平方 和 逼 近 准 则 进行 昌 线 拟 合 的 

方法 称 为 聂 小 二 末 法 , 它 使 数据 点 到 揭 线 的 误差 平方 和 达到 最 小 ,得 到 广泛 的 应 用 . 若 通 近 

函数 可 表示 为 一 组 基 函 数 的 线性 组 合 , 只 需求 组 合 系数 ,这 种 问题 称 为 线性 最 小 二 冬 (linear 

least square) 问 题 . 否则 ,相应 的 问题 为 非 线性 最 小 二 乘 问题 . 本 书 仅 讨 论 线性 最 小 二 乘 
fel 

6.3.1 问题 的 矩阵 形式 与 法 方程 法 

假设 离散 数据 点 为 (全 ,三 ) 一 1 互 不 相等 , 它 对 应 表格 函数 7( 划 .希望 在 某 

BBC = span(g (1) 5°79, CO} Pa R—T BR SO) HRBES (OMIRE EK EIA 

到 最 小 . 这 时 注意 几 点 : 

《1) 表格 函数 三 握 的 表达 式 是 未 知 的 ,而 当 上 (Cima) 固 定时 , 它 可 用 责 数 值 向 量 

S= Thiet stad” BM. 

(2) RA LERR ABBA, GH=1, mi LAR BRARM—TAERESE AR 

于 连续 函数 的 线性 空间 , 它 是 有 限 维 空 间 R". 

)AASRBASR SR, LARA BRK OPH AMERERKAR. CNH 

ae (OK MEE MNHAIKRC HM, HSMN SRR. 

HWEASER A. AEH ABR SOSRRRAN HRW. EWA 

BA 2-70 ARSE MOAT AY el ot A A 2-. BR RARA ER e, 

G=1,--.m) lL WEAR 

(9 (gO? = Vela, 
. r= 

而 2- 范 数 为 

IeOle=/S lect 

Rs) — FRIAR S00), HEA || SCO — FCO Ile BRAD. BD SILC) — AP BD 它 
1 一 

的 直观 意义 就 是 离散 点 42, 扩 ) 到 解 曲线 SC 的 立方 向 距离 平方 和 最 小 . 应 注意 ,这 个 误差 

SRS LH AFRE CMB RRE AK MARE 

a= /2 tse) — fF. 

MA vy BR 5 Fs) BR Be EO a a D7 — I SK. EE ACR 

rgilts) galt) os ght) 

Ct, ) (tp) +e nh to) 

a= |e ee (6. 28) 
| . 8 8 4 

LE》 gen? 9 ay (ty? 

CESS 7 NN RFR BRK op, (2) XT EA eT Tih DO Be He PRK 

St) = Sapo. (6. 29) 
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对 应 的 向 量 为 4&x， 其 中 x 一 [zz 站 .所 以 ,最 小 二 乘 问题 就 是 求 向 量 x, 司 1 4x 一 子 | ， 

达到 最 小 值 . 一 般若 >>*, 数 据点 总 比 要 确定 的 拟 合 参数 多 . 若 六 一 #, 通 常 可 求 出 唯一 解 使 

得 拟 合 曲 线 通过 所 有 数据 点 ,这 是 后 面 将 介绍 的 插值 问题 . 

脱离 曲线 拟 合 的 问题 背景 ,可 定义 如 和 下药 一 般 的 线性 最 小 二 和 坪 问题. 

7M 6.5; RO MBH ACR™’, (men), CR” RRB xCR. eS |! f—Ax |, 

达到 最 小 值 . 这 个 周 题 称 为 线性 最 小 二 乘 问题 , 记 为 

Ax & f. (6, 30) 
iE BER x BK A Ro A. 

由 于 6. 2, 1 小 节 法 方程 方法 具有 的 普 这 性 , 它 可 用 于 求解 线性 最 小 二 乘 疝 题 . 此 时 法 方 

程 (6. 12? 中 的 函数 内 积 为 函数 值 向 量 的 肉 积 . 若 记 表 格 画 数 op (OMT AEA BH ,, Wo, B 

矩阵 4 的 第 ;: 个 列 向 量 ( 一 1,2,， ,法 方程 (6. 12) 的 系数 矩阵 为 

  

<@,58,) 《gd > <ayea)? aia, ala, + afa,> 

(4, +8.) 《Baz》 oo <a, 22? ala, ala, «= aja, 
. 4 * cy = . « . = ATA, 

ay 1@,? (az »@,> wee (ay 9A, ? Fay ala, vee ta. | 

其 右 映 向 量 为 

《Fe1》 a; 

(faz? az 
b= i y= ‘f =A'ys, 

(fsa ‘al f 

所 以 ,需求 解 的 法 方程 为 

A‘AX = A'f. (6. 31) 

事实 上 ,根据 一 般 的 线性 最 小 二 乘 问题 的 定义 (定义 6.5), 即 考虑 求 多 元 本 OF = 

| 4x 一 了 1 的 最 小 值 问 题 , 也 叮 推 出 方程 (6. 31)， 

在 作曲 线 拟 合 时 ,只 要 离散 点 志 人 一 1,…， mm) 上 定义 的 表格 蚌 数 op (6 ,po (线性 无 

基 , 格 莱 姆 抑 阵 C 一 定 非 奇异 , 且 对 称 正 定 ,因此 方程 (6. 31) 的 解 存 在 并 且 唯 一 . 

下 面 给 出 用 法 方程 方法 求解 曲线 拟 合 问题 的 算法 

算法 6.2: 用 法 方程 方法 求解 曲线 拟 合 的 最 小 二 磁 问 题 

输入 : C{1, tm), Fl om), BRO, (t),, 9, (0); BW: x[1,,n)- 

APE K (6.28) BRE a; 

G:=RA; 

b:=A f; 

FASE 3.10 HK GT Cholesky 444 G=L1'; 

AOR BUT AT a EA RRR Lr’ x=b, 83 x. 

BRAKE R)CRWNA HWE RB 9 (0. op ORELK. 考虑 定义 

1 BSH, 0G = Lym) EE BBE RES LE aie, (4) to tangs (4,) =0 
G=1,-" mm) 4A a=" =a, 一 和 时 成 立 , 称 Qi Ct) 250, (OF RB ,pi 线性 
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无 关 ,否则 它们 线性 相关 . 判断 是 否 线性 无 关 的 方程 为 

fi (t,) gon (ty) ste Pn Gy > a) 

Gm (iz) 2 (ez) nee Gn Cty) Ca2 

Oi bmd  goktnd tt On tm Lon 

其 中 等 号 左边 的 矩阵 为 4, 容易 看 出 表格 函数 (Oo, OREEKWS URES 
4 的 列 向 量 线性 和 无关, 此 时 称 矩 阵 4 为 列 满 秩 的 ,在 这 种 条 件 下 ,根据 和 矩阵 理论 容易 证 明 
AA BG RM ESE 6.2 WEEMS. 

AER BET KI LEME BH oO. g, ORME. ENE AR ee, 
tm) EXT Me AY A AY AR PEE HY. 

例 6.4( 线 性 相关 的 表格 函数 ): 当 zE [0,2x] 时 ,连续 冰 sine, sinde BRERHELSK 
的 ,但 考察 点 集 信 一 0,r,2r} ,显然 这 两 个 丽 数 线性 相关 ,因为 它们 的 函数 值 均 为 淮 ， 

要 判断 一 组 线性 无 关 盯 数 中 (日 ，…g (是 否 关 于 某 个 点 集 线 性 无 关 需 要 考虑 所 谓 的 
哈 东 (Haar) 条 件 [8]; op 0， 的 任意 线性 组 合 在 点 集 { 人 (men) LEBBARA 

2 一 1 个 不 同 的 零点 .车 这 组 函数 对 点 集 思 ,…, 刀 ) 满 足 Hilaar 条 件 , 则 其 关于 点 集 就 是 线性 
无 关 的 . 一般 地 ,考察 是 否 满足 Ilaar 条 件 非 常 困难 ,但 对 于 多 项 式 丽 数 族 {1,t,…,z}, 易 知 
它 对 任意 点 集 t，…zn ?都 满足 Haar 条 件 ,内 为 其 线性 组 合 为 上 次 多 项 式 , 最 多 有 半 个 不 
同 的 零点 . 对 于 多 项 式 集合 2, 的 作 意 一 组 基本 数 ,同样 可 以 看 出 它们 满足 Haar 条 件 . 因此 ， 
它们 对 任意 点 集 { 专 ，…, 如 ms 妇 都 是 线性 无 关 的 ,这 说 明 我 们 可 以 放心 地 使 用 多 项 式 丙 
数 对 离散 数据 点 进行 最 小 一 乘 拟 合 , 而 采用 其 他 丽 数 时 ,并 不 总 能 保证 它们 对 点 集 是 线性 无 
关 的 ,矩阵 4 可 能 列 不 满 秩 , 从 而 导致 方程 (6. 31) 的 解 不 叭 一 

更 一 般 地 ,实际 应 用 中 还 可 能 出 现 数据 点 的 让 变 大 值 相 同 或 数据 点 重合 的 情况 ,此 时 可 
使 用 表格 冰 数 的 带 权 内 积 , 类 似 于 连续 郑 数 ,离散 点 上,(Gi 一 1,…,o) 上 的 表格 郑 数 的 带 权 内 
积 为 

gp, (2) vay Ct)? = Sagi C4, gpa (ts 
i=] 

其 中 p MALL 0, OC 一 1,…,z). 利 用 带 权 内 积 可 根据 式 (5. 12? 形 成 法 方程 并 求解 . 在 作 
最 小 二 委 拟 合 时 , 权 值 就 是 对 应 数据 点 出 现 的 次 数 ,利用 带 权 内 积 只 需 考虑 互 不 相等 的 二 

值 ,进而 保证 多 项 式 拟 合 时 的 格 葬 姆 抱 阵 G 非 奇异 . 
下 面 学 两 个 曲线 拟 合 的 例子 ,其 中 第 一 个 例子 采用 带 权 内 积 处 理 重合 数据 点 ,第 二 个 例 

子 使 用 算法 6.2, 不 需要 计算 内 积 。 

例 6.5: 已 知 一 组 实验 数据 如 下 玫 所 未 ,其 中 m 为 各 个 数据 点 出 现 的 次 数 ,用 最 小 二 钱 
法 求 这 些 数 扩 的 拟 合 曲线 ， 
  

t, 1 
  

fi 4 
  

a   2   

ut
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【 解 】 将 所 给 数据 点 在 堂 标 纸 上 标 出 ,如 图 6-7 所 示 . 从 如 中 看 出 它们 的 趋势 线 为 直 

RX MRRWE BRAS, O=2+22t,% PHBH Qi (2=1, 10   

g(t) =. ELA Bo, BAR Gram EMMA: of J 
5 ”1 

BE A 

(pi sg = Se = 8, ? 

i=l 7 LISD 

3 6 上 A 
(gi 2? = (ge 21? = >) pit = 22, a st rd 

im] “A 

3. 4+ 4,° 
(gz +2) = > pit = 74, 37 

fore] 

5 2b 

gio f> = Sofi = 47> It 
=i       

《ge f> = Dotifs = 145.5 o 1? 7 4 3 8 

. mea “73 4H 图 6-7 便 6.5 的 数据 点 

| oe, = 47 下 的 和 

(poe + 74x. = 145.5" 

RIG x, 一 2.5648 ,zs 一 1.2037( 小 数 点 后 保留 4 位 ). 于 是 所 求 拟 合 曲线 为 

ST (0 = 2.5648 +1. 20372. 

W6.6: CM-ARBRE yD. GH1l. AMP RAR. A SBR EAGT 

  

  

  

        

z, 1, 00 1,25 1.50 1.75 2. 00 

x 5.10 8.79 4.53 7.45 &. 46 

3 1. 6292 1.7561 1. 8764 2, 0082 2, 1353   
  

C8] 将 数据 点 在 坐标 纸 上 标 出 ,根据 其 分 布 ; 大 体 上 可 确定 以 指数 得 数 形式 来 描述 比 

较 合 适 : y<xzie2… 待 定 参 数 为 zi zz. 但 是 这 个 基数 形式 并 非 关 于 参数 rz .rs 的 线性 组 合 ， 

所 以 不 是 线性 最 小 二 委 问 题 . 需 对 上 述 范 数 形式 加 以 处 理 , 转 换 为 让 由 基 函 数 的 线性 组 合 表 

RA A. A BOTH inye ine, +22. AAS ¥ H=Iny. 7, =Inz, WBWSHBRCRH 

JHz +22. RRB RW AM LRM ARF GH1. ONE. 

IEE m= 5 2=2.9 O=lree(e=21, MK (6. QHRERA RAS SH 

1 1.00 1.6292 

1 1.25 1.7561 

A=]! 21.5 |], f = |1.8764)/, 

1 4.75 2, 0082 

1 2,00 2.1353 

列 法 方程 4 4x 一 4 了 7 HR 

75 7.5 le l-[ 9, ‘082 

27.5 11. 875 x2 14, 4239J° 
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解 得 TF) =1.1225,2,=0.5057, LBB x, =e7: 一 3.0725， 数 据 的 拟 合 曲线 为 

y = 3. 0725¢% 097 

对 上 述 例 子 说 明 几 点 ; 

Cl) 例 6.5 利 用 表格 通 数 的 加 权 内 积 与 - 般 的 法 方程 方法 列 方程 ,而 例 6.6 则 使 用 了 

法 方程 方法 的 矩阵 形式 ,它们 反映 了 求解 线性 最 小 二 乘 问题 的 丙种 不 同方 式 , 但 本 质 上 是 相 

同 的 . 

《2) 对 于 数据 点 的 自 变量 值 有 重复 的 情况 ,也 可 以 按 上 述 第 二 种 方式 (算法 6.2) 冰 HR, 

RT eB A 中 存在 一 些 相同 药 行 . 可 雇 证 明 , 只 要 拟 合 的 阶 数 (和 邱 阵 4 的 列 数 ) 不 超过 数据 

点 中 不 相同 自 变 量 值 (o) 的 总 数 ,这 种 解法 与 采用 加 权 内 积 的 方法 等 价 . 特别 地 ,做 多 项 式 

拟 合 时 总 能 得 到 唯一 的 解 ,因此 ,算法 6. 2 的 适用 面 更 广 . 

(3) MFM MRRARA EE RHE A HY CA 6. 6), BT ER AR 

wt ty 4B Be 7G Bl HK REAM A AIG RP RE EE eK. 

(4) 7ER 6.6}, RLM TTT REP A A PABMRBREABBS 

广 的 值 .同时 注意 , 拟 合 的 结果 是 某 种 最 佳 般 近 ,但 己 不 再 使 离散 点 到 解 曲 线 的 立方 向 距离 

平方 和 最 小 . 

6.3.2 用 正 交 化 方法 求解 最 小 二 冬 问 题 

对 主 连 续 旺 数 的 最 佳 平 方 通 近 问题 , 当 ” 较 大 时 法 方程 方 法 的 系数 矩阵 非常 病态 ,而 且 

求解 的 计算 量 很 大 ,因此 采用 正 交 函数 族 来 进行 下 近 . 在 曲线 拟 合 问题 中 ,法 方程 往往 也 具 

有 类 似 的 病态 性 ,而 且 计算 4 4 会 放大 数值 痊 差 , 当 ”= 较 大 时 其 结果 准确 度 受 很 大 影响 . 本 

小 节 讨 论 构 造 正 交 基 函数 进行 曲线 拟 合 的 问题 ,重点 是 利用 第 5. 3 节 介绍 的 邱 阵 QR 分 解 ， 

得 到 实用 .有效 的 算法 ， 

对 于 定义 在 自 变量 点 Ai 一 1 zx) 上 的 表格 两 数 ,6. 2 2 AN A IE 2 PR 

的 Gram-Schmidt 过 程 依然 适用 . 在 做 曲线 拟 合 时 ,由 于 内 积 运算 依 顿 于 基体 的 自 变量 点 

集 ,无 法 利用 勒 让 德 多 项 式 等 事先 已 知 的 正 交 末 数 族 ,这 是 与 连续 函数 再 近 不 同 的 地 方 . 假 

设 根 据 初 始 的 表格 函数 和 ( 昌 , ,和 (90 BAER Le BBA ERR 

{gr C£) oor ghy C2) } 5 WAU RHE e902 FD BS — FAR 

SQ) = SFM YG. (6. 32) 
=! 

SE o> Ob BAY PN BR REEF BE 0, G1 yd Se NB. 
16.7; 3) 6.6 PARSER) — FR it Gram-Schmidt at Qe IE 2 ERK 

SR AR. 

CR] NIL. BMS He BRAT PR. 

  

t, 1. 60 1.25 1.50 1.75 2.00 

dy 1, 6292 1, 7562 1. 8764 2.0082 2.1353 

  

          
  

Reps ae piltl=lign(t)=¢. 正 交 化 过 程 如 下 : 

(t) 1 (@) = —PReY_ = 
bO= TOI Ve 

  
+ 

7A 
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7.5 

    

Po) =~) (mlO. pnd) =t— Vive) bap - h2 a ras, 
V5 5 

wt) = 22 n 1.5 = 1. 264 9112 — 1. 897 367. 
heed 2 = 0, 5? +0, 257 +0. 25? +0, 5? 

再 计算 
5 

(Fspi = Sy, “i = 4,206 133, 
+ 一 1 

5 

(FC) okt)? = S191, 264 9114, — 1, 897 367) = 0. 399 807. 
al 

所 以 ,根据 式 (6.32) 写 出 拟 合 公式 为 

7 —Ftal= “ATE + 0-399 807 X (1. 264 9114 — 2, 897 367) 

=1.1225 +0. 50572, 

这 个 结果 与 例 6.6 中 的 完全 相同 . 
更 一 般 的 .实用 的 方法 是 根据 定义 6. 5, 利 用 和 矩阵 的 QR 分 解 实现 基本 数 的 正 交 化 ,也 

就 是 表格 东 数 对 应 的 向 量 的 正 交 化 .下 面 详细 介绍 . 

盆 设 任意 采用 一 组 基 上 (2), Ce) RGR (6. 28) 3 A AS A, 

BRU WKH f BRASH x. CES Il f Ax ll, KBR. AR A 的 

QR 分 解 式 

A=QR, 
Fi @ HIE 2E RE CER m Xm). RAL= ARERR mXn) WA 

f—Ax = QW" f — Rr). 

HF O HiEZE. || f—Ax il = O'S —Rx ||. MARL AK x. HB || O'S—Rx |i. KA 

最 小 依 . OBR 1X2 DRE RM BRKER—Mm>n). C=O 2)HPQER™, 

Q, ER” ， 而 将 及 写成 玉 | | PEP R ERO ,为 (om 一 由 Xn 的 零工 阵 - 风 

Os—Rx = ey lf cE _ [Oe 中] 

  

根据 2- 范 数 的 定义 ,显然 有 

Cr —Re ll? = | OFF—Rixh3+ lovee QT. (6. 33) 

4H ATR FR, HORE pn 它 是 非 奇 异 方 阵 ,存在 唯一 的 解 x" 满足 方程 

R,X’=Q7f. (6. 34) 

此 时 , 18@7 7 一 Rxr 1: 一 上 外 Gy: 达到 了 最 小 值 . 

从 上 述 推导 看 出 ,只 需求 解 方程 (6. 34) 即 求 出 所 要 的 最 小 二 乘 解 , 而 根据 式 (6. 337 还 很 

容易 算出 最 小 二 乘 拟 合 的 误差 , 在 实际 计算 中 ,@ 了 是 &77 的 前 > 个 分 量 形成 的 向 量 , 它 在 

将 生 正 交 化 为 上 三 角 和 矩阵 的 同时 可 以 得 到 ,而 求解 上 三 角 和 矩阵 为 系数 的 线性 方程 组 (6. 34) 

采用 回 代 法 即 可 .下面 给 出 利用 和 珑 阵 的 QR 分 解 求解 曲线 拟 合 问题 的 算法 ， 

算法 6.3: 利用 卸 阵 的 QR 分 解 求解 曲线 拟 合 的 最 小 二 乘法 
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As t{l,,ml,£[1,-",m), BR ot)... (t); MB: xl, a). 

FIER (6.28) Ree a; 

用 算法 5.3 KR ALRH ALAS BERRA Te 6, El F+O' Ff: 

R,:=R[1l:4,:); 

b:=f [lin]; 

PLAT RAE 3.2 RRA E Rx b, 8 Sl x. 

下 面 用 一 个 例子 说 明 算 法 6. 3 的 实际 应 用 ， 

{RA RAAT nT} 

(Mh OF HT n +43} 

例 6.8: 对 人 鲍 6.6 中 的 线性 最 小 二 乘 问 题 ,采用 算法 6. 3 进行 求解 - 

(41 对 此 问题 ,要 拟 合 的 阴 数 形式 为 方 = 十 zt, 拟 合 的 基 男 数 为 om (一 1， 

px《z 一 2 矩阵 和 和 向 量子 为 
1.007 

1.25 

154, 

4.75 

2.00 
FB Householder Hx A HEE EAL, 

了 

m
m
 
一
 
上
 

C1 =/5 = 2. 236 068, Vv, =a, + ae > 

r1. 6292 
[1.7563 
1.8764), 
2. 0082 
2. 1353 

- 236 068 3 

1 

1 » wre, = 14.472 136, 

1 

1 

使 用 向 量 内 一 we7 | vw 下: 构造 Housebolder 变换 ,算出 az 经 过 变换 后 的 结果 为 

  

  

了 

a = a, —2 = = 
Vi My 

Mt f ERGRARA 

工 
2 一 _ Vv) f 一 

了 via 

JH Bt A 为 

[—- 2, 236 068 

0 

A® 二 0 

0 

0 

[— 3. 354 102 

— 0.095 4915 

154508 |, 

- 404 568 

. 654 508 

. 206 133 

0471172 

. 073 182 8], 

» 204 983 

332083 |   
— 3,354 102 

— 0.095 4915 

0, 154 508 

0, 404 508 

0. 654 508



 

做 第 二 次 Householder 变换 ,cs* 三 一 0.790 569 ， 

  

-0 0 - 

一 0.095 4915 -anoam 一 0.886 0605 
v, = | 0.154508 |+] 0 j= 0.154508 |, wiv, = 1. 400 983, 

0. 404 508 0 | 0. 404 508 
0, 654 508 1 0 0.654 508 | 

向 量 大 ”变换 后 结果 为 
— 4, 206 133 

， 0, 399 807 
fa frase 2S y, = — 0, 004 750 13 

0. 000 951 283 
0,001 952 69 | 

EIN EE A 经 变换 为 
— 2,236 068 — 3,354 102 

0 0, 790 589 
R=A° =] 0 0 

0 0 
0 0 

根据 算法 6. 3, 需 求解 方程 Rix 一 加 其 中 
R = 六 2.236068 一 3.354 |: b= 六 4. 206 -| 

0 0, 790 569 G, 399 807 

WIS. x= [1.1225 0.5057]? BUG ARA F=1, 1225+0, 50577, E-S f 6. 6. Hl 6.7 得 

到 的 结果 是 一 样 的 . 

根据 表格 函数 与 其 满 数值 向 药 的 对 应 关系 可 证 明 , 算 法 6.3 与 通过 (ram-Schmidt 正 

交 化 过 程 求 最 佳 逼 近 商 数 的 方法 在 数学 上 是 等 价 的 .不同 之 处 在 于 : 前 者 不 涉及 正 交 闻 

数 族 , 直 接 得 到 原 基 着 数 对 应 的 拟 合 系数 ;前 者 的 主要 计算 是 矩阵 的 QR 分 解 , 它 可 通过 

Iiouseholder 变换 或 Givens 旋转 变换 等 不 同方 法 实现 . 由 于 算法 6,3 直接 利用 年 阵 的 

QR 分 解 的 特点 , 它 喝 易于 实现 和 充 用 ,而 旦 稳定 性 比 算法 6. 2 好 . 最 后 说 明 一 点 , 若 初 始 

A) eM PAR oy Co, (OPER XK EH A A REA, QR SP tH BE HET. (HB AY 

上 三 角 阵 R, 奋 异 . 可 以 证 明 , 这 种 情况 下 有 无 穷 多 个 最 小 二 乘 解 ,详细 的 讨论 请 参考 文 

RE 1). . 

应 用 实例 :, 原子 踢 爆 炸 的 能 荃 估 计 

1， 问 题 背 景 
1945 年 7 月 16 日 ;美国 科学 家 在 新 置 西 可 州 Los Alamos 沙漠 试 爆 了 世界 上 第 一 颗 原 

子弹 ,这 一 事件 令 全 球 震 惊 . 但 在 当时 有 关 原 子弹 爆炸 的 任何 资料 都 是 保密 的 ,而 殷 多 其 他 

国家 的 科学 家 非常 想 知 道 这 次 瀑 炸 的 威力 有 多 大 . 

两 年 之 后 ,美国 政府 首次 公开 了 这 次 爆炸 的 录像 带 , 而 其 他 数据 和 资料 仍然 不 被 外 界 所 
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知 .英国 物理 学 家 G. I. Taylor(1886--1975) 通 过 研究 原子 弹 

爆炸 的 录像 带 , 建 立 数学 模型 对 爆炸 所 释放 出 的 能 量 进 行 了 估 

计 ,得 到 估计 值 与 若干 年 后 正式 公布 的 爆炸 能 村 21kt 相当 接 

近 {1kt 4 1 fw, TNT YF SR HE GES). 

Tayior 是 如 何 报 据 爆 炸 录 像 估 计 的 呢 ? 主要 是 通过 测量 

爆炸 形成 的 * 蘑 稀 云 ?半径 来 进行 估计 的 (如 图 (A) 所 示 ), 因为 

爆炸 产生 的 冲击 波 从 中 心 点 向 外 心 播 ,爆炸 的 能 量 越 大 ,在 相 

PLAT el AP RA. BRK ERMA. Taylor 通 

LARAEF METAR RAM A Oe HRS 

ACA) RRR ARR Aer (1), FRR. 

  

  

  

  

  

    

                

‘ r(t) t rt) t r(2) t r(t) 4 r(2) 

0.10 11.1 0.80 34.2 1. 50 44.4 3.53. 61.1 15.0 106.5 

0. 24 19.9 0.94 ” 36.3 1.65 46.0 3. 8G 62. 9 25.0 130.9 

0,48 25.4 1,08 38,9 1,79 46,9 4.07 64,3 34.0 145.9 

0.52 28.8 122 4no | 1.93 48.7 134 65.6 | 53.0 175.0 

0. 66 31.9 1. 36 42.8 3.26 59.0 4,61 97.3 62. 0 185.9 
  

#t 的 单位 为 mmssr 的 单位 为 mm 

然后 通过 侣 岗 分 析 法 建立 了 蘑 切 云 此 径 与 时 间 ! 和 爆炸 能 量 巨 的 关系 式 , 利 用 上 述 

数据 最 后 求 出 了 爆炸 的 能 可 ， 

2. 数学 模型 

考虑 到 原子 弹 爆 炸 在 极 短 的 时 间 内 释放 出 巨大 的 能 草 , 蘑 获 云 半径 > 主要 与 时 间 上 、 爆 

MRE ERRERER FLAK KAK, HLF MPMRULPREHLEA RA EMS HM 

eG El do F ORBEA MUMBRAR: ai 

2 Fr Ixlir . 
r= (=) . larif _ | 

I4u) 

其 中 rz, 的 单位 分 别 为 米 (Cm)、 秒 (87) 和 人 焦耳， 而 空 ii ~ 

SRR p #4 A 1. 25Ckg/ mm). HK R SRR R “Toa 

HE A-BREM Ak, 5 REM. 图 (B) 是 根据 vig 
BRE*BSARHAOKBREEMORABL EKA yf 
KT EAB. RF RGR toy RR So RO oo, 
HE. i Ia 30 .30 do. AS0 6 70 

了 

3 求解 过 程 WCB) BRAKES AA ARR 
HA KE BRAREMARA r=al 的 形式 ， 

通过 测量 数据 拟 合 出 参数 e 和 户 . 来 验证 量 岗 分 析 法 得 到 的 公式 , 要 作 线 性 最 小 二 乘 拟 合 ， 

进一步 改写 公式 为 
Inr - Ina + dine. 

根据 测量 数据 我 们 得 到 jnr 和 lnt 的 数据 ,将 它们 的 函数 关系 拟 合 为 一 次 多 项 式 ,得 到 系数 
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一 0. 4094 ,其 值 与 前 面 分 析 的 妊 果 275 非常 狠 近 ,从 而 验证 了 重 岗 分 析 得 到 的 公式 ， 

为 了 更 为 准确 地 计算 煤 炸 能 量 巨 , 将 蘑菇 云 半 径 公 式 改写 为 

Slnr 一 2lnz 一 in( ©). 

此 时 可 根据 测量 数据 得 到 5inr~-2inf 对 应 的 一 组 数据 ,将 它 拟 合 为 0 次 多 项 式 ( 常 教 )， 设 得 

到 拟 合 系数 为 c, 则 

. Exp. e, 

FRA A AH A E~8.6418 X10" $0 HR SAH lkt—4. 184X107 AF, Bae 

爆炸 能 量 约 等 于 20. 65kt. 

6.4 PARTE Shee BAB LIA 

曙 数 捅 值 林 看 做 一 种 “特殊 ”的 函数 逼近 问题 ,其 盟 近 采用 的 “度量 ”准则 是 要 求 在 播 值 

节点 处 误差 函数 的 值 为 0. 本 节 先 介绍 关于 项 值 (interpolation) 的 一 些 基 本 概念 ,然后 讨论 

一 种 最 简单 的 多 项 式 捅 值 一 一 拉 格 朗 日 播 值 法 . 

6.4.1 播 值 的 基本 概念 

在 科学 与 工程 实践 中 ,经 常会 遇 到 给 离散 数据 点 配 曲 线 的 问题 , 它 要 求 曲线 奖 格 通过 各 

(9) ABB A. 6-8 BART - PIER AT. ORE Se 

数 ?一 P(z) ,使 它 的 函数 曲线 通过 离散 点 (zo ,加 )，…， 

HPQ) (aq so Inde 

IAA AEB A OF LS ae : 

《1) 画 出 一 条 通过 某 些 离散 点 的 光滑 曲线 

| x (2) WFRAKH-KRRAL BRAKE A 

RBA HH a 
(3) FRR AEM SRS RY OH 

(4) APRA UUM RRA HM RRM AS RARER RRR 

导 ) 微分 方程 等 问题 的 - ` 些 方法 - 

第 一 方 丰 用 途 主 要 在 机 械 设计 精密 加 工 中 应 用 广泛 ,也 是 计算 桃 图 形 学 的 重要 基础 ; 

第 二 .三 方面 在 历史 上 曾 是 非常 重要 的 ,但 由 于 计算 机 等 其 他 有 效 计算 机 工具 的 出 现 , 逐 渐 

被 人 们 淡 蕊 (实际 上 ,在 计算 机 的 内 部 程序 中 仍然 使 用 ) ;最 后 一 方面 用 途 说 明了 播 值 在 数值 

分 析 数值 计算 中 的 基础 地 位 , 它 是 沟通 有 限 维 和 无 限 维 问题 的 一 种 有 效 手 段 ,基于 它 可 推 

导出 一 些 求解 无 限 维 问题 ?的 数值 方法 . 

JE 6.6: Hz, €[a.6JG—0,1,-° 两 两 互 不 相等 ,它们 对 应 的 函数 /zz) 的 值 为 ， 

Vit da ee ER PCE C(a.b], HA 

P(r) = y;- ( =0,1,°52) (6. 35) 

Ry WM POW KOBE BH, ARH coe, PARE A BABA AMER 

   

    

  

Al6-8 播 值 问题 示意 图 

中 ”例如 数值 积分 .微分 方程 的 求 胡 等 向 题 . 
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刹 [a,5 为 插值 区 间 , 求 插值 明 数 PCz) 的 问题 称 为 插值 问题 . 

不 同 于 曲线 拟 合 河 题 , 播 值 的 定义 要 求 已 知 数据 点 的 自 变 其 值 互 不 相同 , 即 尾 意 两 个 揪 

值 节点 者 不 重合 . 与 曲线 拟 合 问题 的 另 一 个 区 别 是 , 待 求 的 插值 画 数 必须 严格 通过 给 定 的 离 

散 数据 点 . 

考 志 插值 问题 时 ,一 般 捅 值 函 数 中 待定 参数 的 个 数 等 于 数据 点 的 个 数 , 此 时 式 (6. 35) 中 

方程 的 数目 与 未 知 量 的 数 日 相等 ,往往 可 求 出 唯一 的 插值 所 数 . 当然 ,插值 问题 的 解 是 否 存 

在 并 且 叭 一 还 依赖 于 捅 值 函 数 的 构造 方式 , 若 它 是 待定 参数 的 线性 组 合 , 则 方程 (6. 35) 转 化 

为 线性 方程 组 ,其 解 的 存在 性 .唯一 性 由 系数 竹 阵 的 奇异 性 决定 . 

表 6-2 列 出 了 几 种 常见 的 捅 值 河 题 类 型 ,本章 只 讨论 多 项 式 播 值 与 分 发 插值 , 三 角 播 值 

与 亚 数 的 离散 傅 里 叶 变换 有 关 , 是 信号 处 理 的 重要 技术 , 有 有 理 播 值 主 要 采用 帕 德 (Pade) 近 

似 方法 ,这 些 内 容 超 出 了 本 书 的 讨论 范围 ， 

R62 常见 的 几 种 插值 类 亨 
  

  

  

Fi (i PA BK BY ii (FS 型 Ha RK 型 播 债 问题 类 型 

代数 多 项 式 多 项 式 捅 值 =f eR 三 角 揪 值 

Sy RZ HE of BT fA 有 理 函 数 ( 有 有理 分 式 ) 6 ia         

6.4.2， 拉 格 朗 日 插值 法 
Hi is BA (Lagrange) WHE RRA SA. FA A 

述 , 然 后 介绍 拉 格 朗 日 插值 法 ， 

1， 多 项 式 插值 

在 定义 6.6 ABRAM PARKA 2 MSMR 
P(x) =a tayxtertea, 2") +a,2", (6, 36) 

WU A Se OE A OS NASA RE PC) RAS AA. MAK. 35) KG. 36), 

得 到 关于 多 项 式 系 数 ceo,alt,…a, Natl PREG RA 

2 十 Qi7o 十 十 ao 一 ys 

十 te tat = 
as ory Oe (6. 37) 

ao tar, ts +a,zr5 = ¥, 

其 系数 矩阵 为 
loz oo 2 

A= i 2 五 

j xa 工 

这 种 形式 的 矩阵 称 为 范 德 莹 给 阵 (Vandermonde matrix), 只 要 捅 值 节点 zeo,，…，xre HRA 

等 , 则 可 以 证 明 它 是 非 奇异 年 阵 . 有 关 种 证 明 思 路 , 简 述 如 下 . 

(1) 采用 反 证 法 ,假设 4 为 奇异 阵 , 则 有 一 组 不 全 为 6 的 系数 wyei，…eu( 它 们 组 成 疝 

量 e) ,使 得 4e=0. 设 这 组 系数 对 应 的 多 项 式 为 P(z), 则 
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P(z,) = 0, Ci = O,1o-"4), 

RR BKRAABE 2 SMA PDA n+l PANEER: oz, BRBERTRRE 

AS eB A Pe oP. SUE TS A AE 

《2) 可 以 推导 行列 式 det(4)， 不 难得 到 

det(A) = 工 (2;— x;). 
ox pcisin 

由 于 re，z BRAS. UA det(A) 40, OMAGH, AWB. SD KRBAEE 

唯一 ， 

由 于 和 矩阵 4 非 奇 异 , 方 程 (6. 37) 存 在 唯一 的 解 , 因 此 有 如 下 定理 . 

定理 6.6: 在 次 数 不 超过 盖 的 多 项 式 集合 P, 中 ,满足 式 (6. 35) 的 插值 多 项 式 P(z)E PP。 

是 存在 并 且 唯 一 的 . 

2. 拉 格 朗 日 插值 法 

建立 方程 (6. 37) 并 求解 是 求 多 项 式 择 值 的 最 基本 方法 ,但 这 需要 求解 稠密 矩阵 线性 方 

程 组 , 既 不 便于 计算 ,也 不 便于 理 沦 分 析 . 下 面 介 绍 简便 的 方法 求 搬 值 多 项 式 . ， 

先 考虑 量 简 单 的 "一 1 的 情形 . 设 两 个 插值 点 为 xx .zt+l* 对 应 的 函数 值 为 wx .mr ER 

SW RBM LEP, WA 
人 《zk 一 3 

Ey Cai) = dan 

由 于 “次 多 项 式 Li(z) 的 几何 意义 是 直线 ,根据 解析 儿 何 知识 ,表示 通过 两 点 的 直线 可 用 

“Pa A Ak seas » BD 

  

Ly (x) = Tey 4g FO, (6, 38) 
Ee Fett Let — Xe 

这 就 是 要 求 的 插值 多 项 式 .公式 (6. 38) 表 明 , 工 ; (z} 为 两 个 一 次 多 项 式 

Ae) = 274), 4407) 一- (6. 39) 
Xe > Let Lat — Xs 

HAHA AAA K AD FH BRE ye AD Yous » BR 

Lyx) 一 Ji + yarrdanr Cr). 

BAU PTL «UK Se OH «FL BK Ls APA KA HAR HE 

We HARA EE BR. APRA BIAS A. Ae eB Fe 

格 并 日 播 值 法 . 

首先 列 出 公式 (6. 39) 中 的 两 个 图 数 ( 称 为 拉 格 朗 日 播 值 基 未 数 ) 具 有 的 两 个 特点 ， 

(1) WKS WR BK; | 
(2》 在 两 个 插值 节点 上 的 取 值 比较 特殊 ,如 表 6-3 所 示 . ET Bl n> 1 的 情 视 , 设 

7? 十 1] 个 播 值 节点 为 zz yz, CTF BBE yoo yn Ae BORE MG eK 

数 工 ,(z) 为 不 超过 次 的 多 项 式 ,并 且 具 有 如 下 的 线 R63 一 次 拉 档 明日 插值 基本 数 
性 组 合 形式 : 在 播 值 节 点 上 的 取 值 

  

L.(a) = Stele). (6, 40) 一 o 
4 二 0 点 5 工 ) ] 0 

Hoi (Ae eK C2) CR=0.1 ne) Baw 

RAF . 
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有 十) Go 1     
 



 

(1) An KEMABR: 

(2) 在 插值 点 上 有 特殊 的 取 值 , 即 

L(x) = | rok (6, 41) 
0, ifxk 

BR MRE ELRATRE. ARG. 40) PBR Lz) RABBIS TARA 

然 满 足 插 值 要 求 ,成 为 所 求 的 播 值 多 项 式 . 

剩 下 的 问题 是 如 何 求 满足 式 (6.41) 的 二 次 多项式 

两 数 生 (xz), 它 的 权 值 很 特殊 ,如 图 6-9 所 示 ， 

宙 于 在 除 x+ 外 的 其 余 播 值 节点 上 45Cz) 的 函数 值 一 

均 为 0, 则 可 设 它 有 如 下 的 表达 式 - 计 
LC) = Kx — 2, )e (a — a Ca — ae Ca — 2) -外 

由 于 (z 一 zx) 人 (zzz 一 ze) (zz 一 zu) 已 经 是 
次 多 项 式 ,所 以 K 为 待定 常数 . 注意 ,参量 K 的 引入 BOS MRR Wk Comm 
不 影响 已 满足 的 条 件 , 因 此 只 需 考 虑 余下 的 条 件 , 即 点 (zt 二 1, 来 确定 天 的 值 , 可 得 

1 

Cty — tn Ota — Za) Cate — tee Cy — tn)?” 

PA he 49 4H (HE PAK 2, (ar) BRIA 

L( = 《一 To) 一 区 人 Ku) Cr — 2x, 

(xy — Xoo" (ty — Ze) (2, — To) (ay — x)’ 

PRES HB) T AS OR AR Sh PB AD RL 

TREWRADRFAMEN-TEMA, ASHES RER BURR EH EEA. 

为 了 简化 表达 EM atl 次 多 项 式 wtf): 

  

K=   

Ck = O,e*4n). (6, 42)   

wmtz) = [[(e—2,), (6. 43) 
gra 

my 
CO nt Cx) = Czy 一 Zoe (xr 一 Tt-1 Viz, 一 er] Jes Czy — 2, ). 

结合 公式 (6. 407 和 公式 (6. 42) ,得 到 拉 格 关 日 播 值 多 项 式 的 另 一 种 形式 ， 

L, (xz) 一 Son 6 (6, 44) 
40 Z— Zw (ay) 

算法 6. 4; 用 拉 格 朗 日 插值 计算 函数 值 

输入 : <[0,…，n],y[0…vnJ，xt; 输出 : yt. 

yt:=0; 

For i=0, 1, **, mn 

temp:=1; 

For j=0, 1,°", on, j# i, 

temp:=temp* (xt- x{j])/txlil- x[j)); 

End 

ytr=ytttemp* ylil; 

End 
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算法 6.4 给 出 了 利用 拉 格 朗 日 播 值 计 算 本 数 值 的 过 程 ,其 中 数组 xy 表示 揪 值 节点 和 

对 应 的 画 数值 ,zt 表示 和 输入 的 自 变 量 的 值 ,3?t 为 其 对 应 的 函数 值 . 当 输 入 值 zt 有 多 个 时 ,只 

需 重 复 上 述 算法 过 程 即 可 ,但 当 输入 值 很 多 时 ,上 述 算法 的 计算 效率 可 能 不 高 ,可 考 患 先 算 

出 插值 多 项 式 表示 为 式 (6. 36) 对 应 的 系数 ,然后 使 用 算法 1.1 计算 多 项 式 函 数 的 值 . 

6.4.3 多 项 式 搬 值 的 误 善 估计 

插值 的 一 个 重 构 用 途 是 估算 非 插值 节点 处 的 汞 数值 .下 面 讨论 利 用 多项式 揪 值 计算 这 

个 函数 值 的 误差 ， 

定理 6.7: RK fOAR LEK Ale. FI EME BR. CH mn SEWER 即 Fz)E 

C’la.6),B f°" (2) (a,b) AE. SRS x, €£a.6] i= 0,1, 5-52) ABE RAB 

His SUMAA L. (2) WUE ce le.b)] AAA 
Cab) 

R,(2) = f(z) —L,Cr) = SS ores (x), (6. 45) 

AP EE (ab), RRA xrcng (2) = (x —ay dr (e—x,). 

Ki AA] iH OY 4H He. 

C1) Haze R, COWES. 

age R, C2) EH A EAA 0, BPR, (2) =0G =O.) AI ER, CO 为 

Ria) = flr) —L,Ca) = Re) Cr — eC — 2) = RODD wg CE)» (6. 46) 

其 中 炎 (z) 为 一 个 待定 咀 数 . 

(2) HR ACzD. 

给 定 z 的 值 ,z 尖 zi0 一 0 nn) RNSB--P Awww 

gt) = fi) —L,0) — Rad — ay) Ct ~ x, ). (6. 47) 

Sei YR ce la.b] pl) APE: 

D pCO n BF Be SE, HE pOECC Lab] o''! CFE (a,b) AE; 
区 COBY nb2PS SR. AY =e GH0, nd He it A g(t) =0, 

ER GOS BPMN AH ACS BBR OO i Rak, 首先 复 
习 高 等 数学 中 的 一 个 定理 一 一 罗 尔 (Roile) 定 理 , 它 的 条 件 是 : jz) 在 区 间 [c,o] 上 连续 ,在 

《ab) 上 可 导 , 且 Fe) 一 7 的 , 则 有 结论 : 至 少 存在 一 个 点 EE (at Sf (O=-0 HPRE 

理 可 推论 ,两 个 毅 数 零点 之 间 存 在 1 阶 导 数 零点 . 因此 ,根据 “go( 贡 至 少 有 1 2 个 零点 ?的 事 

实 , 可 得 到 如 表 6-4 所 未 的 p( 切 各 阶 导 冰 数 的 零点 分 布 情况 ， 

#64 9 CD 各 央 导 函数 的 区 点 分 布 情况 
  

  
  

  

  

          

零点 满足 的 方程 FMA 零 点 

¢ ()=6 n+i1 Bio Et ett bin 

¢ (=0 n Seo rhe tbe] 

gi) Cty==0 上 & 3.0 
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注意 , 罗 尔 定理 结论 中 的 导数 零点 二 属于 开 芝 间 , 加 此 表 6 4 中 办” (一 1 

2 十 1) 的 零点 是 各 不 相同 的 .上 述 蕉 导 表 明 op" (9 在 (a, 思 内 有 一 个 零点 , 王 面 记 其 为 上 对 

式 (6.47) 求 十 1 阶 导数 ,得 
gr 一 Fe 2) -0-— ke) @ EDI, 

这 里 利用 了 = 次 多 项 式 的 zz 十 1 阶 导数 为 0 的 性 质 . 因此 

orH1) Cry _ : = 一 LVN ©® g Ce) = fh (8) — kx)» Cn + 1) = OS k( a) “FDI (6, 48) 

其 中 5 ao, 且 依赖 于 了 ,因为 工 是 最 初 9% (七 的 十 2 个 霍 点 之 一 将 式 (6. 48) 代 入 
HK (6. 46) 49 

  

  R,(x) = f(z) —L,(x) = FE ames (2. (6, 49) 

BRC. ARAB AMER. WER Be BRR RR Fr) 

的 光滑 性 有 较 高 的 要 求 , 即 要 求 ” 阶 导数 连续 ,= 二 1 阶 导数 存在 . 另外 ,虽然 插值 余 项 表达 

式 中 # 无 法 确 场 知 道 ,但 它 在 插值 节点 的 最 小 值 与 最 大 值 之 间 , 据 此 可 估计 播 值 误 差 ， 

4 6. 9 GIR SA): GA sin(0. 32) =0, 314 567,sin(0, 34) =0. 333 487,sin(0. 36) = 

0. 352 274 ,用 一 次 和 二 次 多 项 式 插值 分 别 计算 sin(0. 3367) ,并 估计 截断 误差 . 

【 解 了 了 由 题 意 取 x, =0. 32.) =0, 314 567.2, = 0. 34, y, = 0. 333 487.2, =0. 36, 一 

0. 352 274. 

先 做 一 次 多 项 式 插值 , 仅 考虑 zo .ri 两 点 ， 

sin€0. 3367) =L, (0. 3367) = yo +   3130 (9 3367 ~ x) 
Hy a Ly 

0. 018 92 
=0. 314 567 + 0. 02   xX 0.0167 = 0. 330 365, 

FRR 2A 

I RiGe) |< | (wa 2-2) |, 
Ht M, = max | f(x) |, BB f(x) = sing, f’ (2) = — sinz, BT RM, = max | sing} =sinz, < 

0.3335, FERRERS 

| R, (0. 3367) |< + X 0. 3335 X 0. 0167 X 0.0033 < 0.92 X 107°. 

用 二 次 多 项 式 播 值 计算 得 
sin(0, 3367) =-L, (0. 3367) 

  

_ (x — a;)(a — 2x2) (x — xo) (x — 272) (x — xo) (4—x,) 

% —a@,—xm)) "Ga, - m) | Ge) — a) 

加 0. 7689 X 10% 3. 89 x 1074 =0. 314 567 X “TS + 0. 333 487 & 0 600 

—0,5511 x 107° +0. 352 274 X > O0G8 

=0. 330 374. 

KMERS 6 MARAT HEKARMARAS-H BURAK KMARRECAAR. AR 

断 误 差 
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| Relax) MB | Ge ee ae) |, 

其 中 

M, = max | /*(z) |= cosz) 于 0.828. 
Ay SII, 

于 是 

| Ra: (0. 3367)》 | 扫 二 X 0, 828 K 0, 0167 X 0, 0033 X 0, 0233 < 0.178 x 10 *, 

6.5 牛顿 播 值 法 

6.4.2 小 节 介 绍 的 拉 格 朗 日 插值 法 具有 两 个 优点 : 一 是 公式 结构 对 称 , 便 于 记 所 与 编 

程 ;二 是 使 于 进行 理论 分 析 . 但 在 实际 应 用 中 ,如 果 增 加 或 减少 一 个 播 值 节 点 , 拉 格 朗 日 播 什 

法 的 公式 变化 较 大 ,计算 不 方便 . 本 节 介 绍 另 一 种 构造 多 项 式 插 值 的 方法 ”一 牛顿 播 值 法 ， 

6.5.1 基本 思想 

考虑 一 个 动态 的 搬 俯 过程 中 , 捅 值 节 点 的 数 且 是 逐 朵 增 加 的 . 每 次 增加 一 个 插值 节点 

时 , 需 以 基 种 方式 判断 计算 的 准确 度 , 敬 满意 由 停止 计算 ,将 则 再 增加 一 点 或 删 去 刚才 那 点 

后 再 增加 . 下面 介绍 的 牛顿 插值 法 恰恰 可 方便 地 增加 或 删除 插值 节点 , 它 旦 构造 插值 多 项 式 

的 另 -种 重要 方法 ， 

先 从 最 简单 的 情况 人 手 ,假设 只 有 个 插 戎 点 rm :对 应 的 函数 值 为 乒 z), 则 得 到 的 零 

次 插值 多 项 式 为 
PoC2) = flr). 

如 果 增 加 一 节点 , 即 播 值 点 r, 和 对 应 的 Frxt) ,下 耐看 看 如 何 求 -次 插值 多 项 式 P,(z)， 

根据 动态 增 减 插值 点 的 需要 ,可 以 Po(z) 为 基础 ,再 根据 解析 几何 中 所 学 的 “点 斜 式 * 格 

KARTE 

Pix) = flr) + FP EL 7 — 4) = Pola) tela a0), (6. 50) 

c, (RPS ARM. PDB Poo) ee LI BI BEM Po) EP, (er) WY 

删除 一 项 即 可 . 

将 上 述 插值 多 项 式 的 构造 方式 身高 次 多 项 式 捅 值 推广 , 则 使 得 增加 或 删除 插值 节点 非 

常 方便 , 假设 前 ”个 插值 节点 zeyz :zi 对 应 的 多 项 式 为 忆 -:Czr) ,增加 点 zx* 后 的 插值 

多 项 式 为 上 ,(xz) ,我 们 希望 有 类 似 于 式 (6.50) 的 如 下 关系 : 

Pifx) 一 有 (十 ci 一 六 1)。 《6.5]) 

根据 这 个 式 子 的 特点 是 以 看 出 ,P,(z) 在 zz…zoc AES P,- (8 A RE. AR 

满足 了 前 ?个 点 的 播 值 要 求 , 并 且 ,注意 到 式 (6. 51) 中 多 项 式 的 次 数 不 超过 ” 剩 下 的 问题 

是 ,如 何 根据 P,(z,)=.(zv) 的 条 件 求 出 待定 参数 c,. 

递 推 地 应 用 关系 式 (6.51) ,可 得 到 

Pfr) = cy tole — ay) to term rye Cat — on) (6,52) 

HAA EL Be YT SR DB) FS BY SIA Bi (Newton) 48 1h SHR, — ME 
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记 为 N(z). 

6.S.2 差 商 与 牛顿 播 依 公 式 

1. 差 商 与 牛顿 插值 系数 

为 了 方便 地 确定 牛顿 揪 值 多 项 式 (6. 52) 中 的 参数 ck 一 0, 2 下面 先 介 绍 差 商 《 也 

叫 均 差 ?的 概念 . 
定 久 6.7: 按 如 下 公式 定义 函数 FCz) 关 于 若干 播 值 节点 的 赤 阶 差 商 (并 一 0,1， 2，……). 

jz) 关 于 xx HORRBA fla]: 

  

flail 一 Crs)， 《6. 53) 

zx) 关于 zz 的 1 阶 差 商 为 firs 124); 

flxaez,] = f= fo) (6, 54) 
Xy— Xo 

FDKF LorvDve Te HR BBA fl zo 9 Ty ottty ze] REZ Ds 

flan yet yz, | =: {Lost sre 22t,1— fla Dy ye Fe i) (6, 55) 

Dp — Xy4 

关于 定义 6.7, 应 注意 下 面 凡 点 : 
€1) 0 阶 差 商 就 是 函数 自身 ,1 ore fle 10, )3 f( 2 4ER i L2o ze] 上 的 平均 变 

化 率 

《2) 一 般 的 关 阶 差 商 通过 低 1 阶 差 商 来 定义 ( 式 (6. 55)) ,这 是 .种 递归 定义 
(3) 定义 要 求 差 商 中 的 和 白 变量 值 ( 播 值 节点 ) 开 不 相等 ,否则 公式 中 分 母 为 零 ， 

《4) 在 定义 式 (6.55) 中 , 差 商 的 计算 依赖 于 插值 节点 的 排列 顺序 . 

差 商 有 一 个 重要 的 性 质 , 即 差 商 的 对 称 性 . 例如 ,公式 (6. 54) 表 明 1 阶 差 商 中 两 个 自 蛮 

基 的 位 置 是 可 以 交换 的 , 差 商 的 对 称 性 措 的 就 是 任意 改变 差 商 中 自 变量 的 顺序 不 会 改变 差 

商 的 值 . 类 似 于 i Rew SE 2 Bt 22 8 fl xe xz 由 相同 -组 捅 值 节点 还 可 得 到 其 他 

5 个 2 阶 差 商 : flo 7X2 +X) ]+fL21 Xo ,并 102 Ze} fixe +o tid, fLxe ty Xo I. 通过 

简单 地 计算 ,发 现 这 6 个 2 阶 差 商 是 相等 的 ,也 就 是 说 2 阶 差 商 的 值 与 自 变 量 的 排列 位 置 无 

关 , 即 具有 对 称 性 . 王 面 通过 商 个 定理 说 明 一 般 的 差 商 的 对 称 性 . 

aE 6.8; PR fOKT RAD A Keo Ey yi 9 Ey By & Bt Ba 

& 

flax] = >If _, (6. 56) 
gre Il (2; — x.) 

fae 
k 

BU fro oe ee] = >) POS, FH cog, Ce) WRC, 43) LY RFT KM, 
yet Beet i 

  

CERRY RABI. £=1 HAR. SO BRM. PRB & AB it HE 

到 有 十 1 Br. 

7B RE ER rome eto te EAN k+l RRR RE REM AT eo 

BERG floes ta ta JM fimo a JEW ER. & & BEARER. 56), 

al 

flto sy Le Zep: | = >> ftp + : (6,57) 

a II (x, — x) 

wie 
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& 

fimo ml = 了 > 一 Ca (6, 58) 

me Ih, 21). 

tei 

eB fL xo sot Mi HENS XE 

fl xo ott ten] = flo rte vote] _ fltvs ets ， (6.59) 
. Eyer — He Rett — Ee 

HERB RE fc), jH0.,k+1HREAS RNB flz),7=00.2—-1 

组 合 系数 ,将 式 (6. 57) 、 式 (6.58) 代 人 式 (6. 59) ,得 到 这 些 组 合 系 数 为 

1 1 
本 |1 

~ : 一 一 一 

[IE 20 Gan - 20 [ [ft — 20) Jere — 2) 

taj tai 
_ 1 _ he ea) Cay 一 Zr 1 

Zee — Za 二 上 br 7 
ee 

I] tq - x0 [] (z;—=a) 

i=a i=9 
ivy i#; 

符合 要 证 明 的 目标 . 

Aa aRD yz 对 应 的 组 合 系数 ( 即 了 一 中 的 情况 ) ‘ER fl ze one 1X]: 

1 a _ 1 
k ~ ti . 

T[ — x) we av {J c. — £;) 

tfk ipk 

PARR fa ) 对 应 的 组 合 系数 为 

  

-1 
aH ‘ 

I] Cty — 2x) 

1 一 0 
TEA 

它们 都 符合 要 证 明 的 公式 的 形式 , 即 
ke] . 

fl» ote Te1 一 > fe? _, 

人 IT &; — x) 
io 
ey 

由 于 《十 1 阶 盖 商 满足 方 穆 人 6. 56) 的 表达 式 , 再 根据 数学 归纳 法 原理 , 原 命题 得 证 . 

由 于 式 (6. $6) 等 号 右边 的 值 与 自 变 量 的 顺 育 无 关 , 所 以 可 证 明 差 商 的 对 称 性 ， 

定理 6.9( 差 商 的 对 称 性 ): 差 商 的 值 与 其 中 自 变 量 的 顺序 无 关 , 即 

[ro ote) = foci torte ete] =e = flee zt. 

根据 差 商 的 对 称 性 ,以 及 差 商 的 定义 式 (6. 55) ,得 到 计算 差 商 的 重要 公式 : 

FE ss ity] = fla gant Xa | 一 开工 》" ”9 天 rd (6. 60) 

BRM TA e+ SPAY & RRM. RAMI +1 PAR PEE RSE A 

Hy k—1 Bree BE ARG. GO ETT ITE BD AT. 

FRU AS A HAA REA KIT HF AA (6, 60) A SI MEHR 

计算 ,如 表 6-5 所 示 . 
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ROS 利用 羔 商 表 的 形式 计算 各 阶 差 商 
  

  

    
  

  

  

            

a f(x) 1 Brae ee 2 Brae 3 阶 差 商 4 Bz 

zo | lm) | 

zx | fin) La | 

aw | fm) | Anal | am] 7 
zy f(a) fl2z, +25] fl zisxe 1a] flu Li rrr ta) 

Za fla) flay +24] fLr2 07304] FLzr szzyzayz+] FL Too 2 a2 | 

  

在 差 商 表 中 ,每 一 个 表 项 都 根据 凝 邻 的 左 便 表 项 和 左上 方 表 项 计算 而 得 , 按 从 上 至 下 的 

顺序 逐 行 计算 . 

基于 差 商 的 灶 念 积 定理 6.9, 下 面 看 看 如 何 计 算 牛 顿 揪 值 中 的 参数 cf. 首先 ,am 三. 疙 ro) 王 

FLxzo], 为 0 阶 差 商 . 而 
PICz) = fla ]Jtalr—- a): 

将 Pi (x= f(xy ) 代 人 上 式 可 求 cl ,得 

Ex 一 所 xz 十 cz —z)>a = fron]. 

RRB Al Ew. 

采用 同 料 的 推导 ,可 得 出 已 =/Lzrovzrtz], 更 一 般 地 , 易 证 明 

Ce = fotos rads (6. 61) 

即 牛 顿 搬 值 系 数 就 是 差 商 表 6-5 中 那些 有 下 划 线 的 元 素 . 由 此 得 到 了 ”次 牛顿 插值 多 项 式 : 

N, (2) = flas] + fleas Ce — ro) to 十 Froyzo](z — (2 — at, 1). 

(6, 62) 

LGR ES aA ON TER coc s, 土 给 定 的 捕 值 要 求 . 

Hi 6. 10( 生 顿 插值 与 拉 格 朗 昌 播 值 的 计算 ): 设 有 三 个 数据 点 ( -2, 一 27),(0, 一 1)， 

(1,0) ,分 别 采 用 牛顿 插值 法 与 拉 格 朗 口 插值 法 求 二 次 捅 值 多 项 式 . 

【 解 了 首先 做 牛顿 插值 , 列 差 商 诊 如 下 : 

    
    

  

   

  

   

  

fCxy) 

一 27 

一 1 

0 

因 些 写 出 和 牛顿 插值 多 项 式 为 

N2(x) =— 27 十 13(z 十 2) 一 4(z 十 2)z 一 一 4z2 十 5z 一 1 

再 用 拉 格 妆 日 公式 进行 推导 ， 

_ z(r—1) _ (4#+2)>-1) _ ye _ 
Le{z) = 27 xX a2 1X 一 xy 4x7 +5x—1. 

上 述 计算 表明 两 种 搬 值 方法 得 到 的 结果 完全 相同 . 
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2， 牛 频 插 值 余 项 公式 

根据 牛顿 插值 公式 ,还 可 推出 多 项 式 择 值 余 项 的 另 一 种 形式 . 设 E[Lae,b, 且 天 六 ， 

(一 0,…,2). 根据 差 商 定义 及 式 (6. 60) ,依次 列 出 如 下 相 邻 阶 差 意 满足 的 关系 式 : 

fx) 一 Frzo) 十 FLzyzoj(z 一 xo)， 

FLzyzro] 一 ALzoyz] 十 FLzyzoszi]zr 一 并 )， 

La rd = flo +X) +X2 J 十 并 To yk, 1Z2 ]/kz— x2 ) ’ 

LL xsxost Sei] = flac tts eal flarzo reve, a — a). 

将 上 述 方程 从 后 往 前 逐个 代入 ,得 

fe) = flay) 十 FLzroyzjz 一 ro 十 Froyriyzrz](z — mo Cx — a> +" 

+ flxo st sq )Cx — age lam 2-1) + flix ott ety CX — Bola — 2) 

—N,(2) + flere ett sty Cr 一 To) 《一 nr)， 

Aa HE HB (BL ST Sh AFF EE — HE Ge BE OG. 6) WY) ATE A) et PT AG OL, a) = 

N, (2) AGES Ri ARMAS — ROR. 

  

R(x) = flax zoe sx, Ce — xed Cx — 2) = fLxsxoss En lair (2), (6.63) 

称 其 为 牛顿 插值 余 项 公式 . 

对 比方 程 (6. 49) 和 方程 (6. 63》, 得 
fT (eg) 

Flxsroes 2,1 = tit’ ée€ (a,), 

FA ax PAV FE SPE RT EE 

fla st 52q | —_ ee, (6. §4) 

EA z€fa.b.€€ (ah), BRM coz, 的 到 值 .公式 (6. 64) 也 是 差 商 的 一 条 重要 性 质 . 

关于 生 顿 播 值 余 项 ,说 明 两 点 : 

(1) 4PM (ORB SOO OAT. RK (OAR RRA RA HB 
日 余 项 公式 无 意义 ,而 此 时 用 牛顿 播 值 余 项 公式 来 估计 误差 是 一 个 可 能 的 选择 . 

《2) 牛顿 插值 余 项 的 一 个 较 实 际 的 应 用 是 ,根据 差 商 大 小 判断 插值 阶 数 & 是 否 合 适 ( 若 

更 高 阶 差 商 <*0), 从 而 自动 选 一 个 不 太 大 的 阶 数 ,同时 保证 较 高 精度 . 

例 6.11( 牛 顿 插 值 余 项 ): 下 表 中 给 出 一 些 离 散 点 上 的 六 zx)7 郑 数值 , 求 合适 阶 数 的 牛顿 

插值 多 项 式 , 由 它 计 算 70. 595) 的 近似 值 , 并 估计 误差 . 
  

  

  

  

  

  

  

x f(xy) 1 阶 差 商 2 82s 3 Br ae iy 4 阶 差 商 5 

0, 40 0. 410 75 

0, 35 0. 578 15 1.116 00 

0, 65 0, 696 75 1, 186 00 0. 280 00 

0. 80 0. 888 11 1.275 73 0. 358 93 9.197 33 

0. 90 1, 026 52 1. 384 Lo 0, 433 48 0, 213 00 0. 031 34 

1,05 1. 253 82 1.515 33 0.524 93 0. 228 63 G. 031 26 —0, 000 12               

= 218 +



  

CM) HARA RRHEAKSHSAMARY APRA AMSAT R. 阶 差 

商 的 值 非常 接近 0. 故 取 4 A N(x) RIEL. BI 

NGCr) 一 0.41075 十 1.1164z 一 0.4) 十 0.28(z 一 4)( — 0.55) 

+9. 197 33¢z — 0. 4) (2 —0.55)(a — 0. 65) 

+ 0.031 34€a—0.4) (2 —0.55) (az — 0. 65){ x —0.8), 

于 是 

(0.596) AN 人 (0596) = 0.63192. 

对 它 和 估计 截断 误差 ， 

| RiCz) 1sz| 并 [rzsjos(0.596》 | 所 3.63X10 >. 

这 说 明 截 断 误 差 很 小 ,可 忽 赂 不 计 ， 

在 这 个 例子 中 ,被 播 值 哟 数 是 以 表格 的 形式 给 出 的 ,内 此 无 法 根据 拉 格 朗 搜 插值 余 项 估 

计 多 项 式 插值 的 误 盖 . 而 由 于 六 zx) 未 知 , 牛 顿 播 值 余 项 实际 上 也 不 能 计算 出 来 ,但 可 以 进行 

大 概 的 估计 . 有 两 种 策略 咎 计生 顿 播 值 余 项 ， 

(1) 设 As(z) 是 准确 值 , 则 NCz) 的 误差 为 

PCzr) 一 Ni(Cz) 一 FLzey sas Cr — x Cr 一 2 Me — ze x — a Cz — ay) 

此 时 若 FLzo…zrs]sz0, 则 说 明 误差 很 小 ,可 根据 它 选 择 插值 的 阶 次 上 ， 

(2) 先 根据 N, (2) Bi f(2)) ME CUA 它 算 FLzyzo…vz] 从 和 而 得 到 余 项 估计 . 

这 两 种 策略 都 有 一 定 的 合理 性 ,但 结果 可 能 差别 很 大 . 葬 题 6. 11 采用 的 是 策略 (1), 若 

采用 策略 (2)，, 则 得 到 不 同 的 结果 . 

在 本 节 的 最 后 , 列 出 根据 ”+1 个 插值 条 件 FFCzi) 一 闪 全 一 0,1,…，m): 求 搬 值 多 项 式 的 

所 种 方法 ,然后 进行 比较 . 

〈1) 待定 系数 法 . 假设 撒 值 丽 数 为 如 (z)? 一 ae 十 由 工 十 … 十 avz" ,通过 求解 at+1l 阶 线性 

方程 组 得 到 待定 参数 的 值 . 

《2) 拉 格 朗 日 插值 法 . 直接 写 出 多 项 式 公 式 : 

LiCz) 一 yatue(z). 

《3) 牛顿 播 值 法 . 先 计 等 差 亢 ,然后 与 出 插值 公式 : 

N, (2) 一 (ze 十 FLzrozi](z 一 zi) 十 JELzoszzs](z 一 zo)( 一 Ti) + 

+ f(zo ott sr, [Ca — Zo) (2 — 2-1). 

由 于 多 项 式 播 值 的 唯一 性 ,这 三 种 方法 得 到 的 结果 是 相同 的 多 项 式 ,但 结果 的 形式 与 求 

解 过 程 不 同 . 以 在 多 项 式 函 数 空间 了 ,中 求 某 个 特定 元 素 的 角度 看 ,一旦 选 定 了 线性 空间 的 基 

函数 , 求 播 值 函 数 的 问题 就 转化 为 求解 与 基 枯 数 匹配 的 一 组 线性 组 合 系数 . 待定 系数 法 使 用 

最 简单 的 单项 式 图 数 基 { 一 } ,而 后 两 种 方法 使 用 了 不 同 的 基 甬 数 . 待定 系数 法 构造 出 的 系数 

矩阵 为 范 德 莹 矩阵 ,在 ” 较 大 时 是 病态 矩阵 ,内 此 不 但 求解 过 程 计算 基 大 ,而 且 计 算 误 盖 大 ! 

拉 格 朗 日 插值 法 得 到 的 系数 抑 阵 为 单位 阵 , 因 此 没有 求解 线性 方程 组 的 计算 量 , 但 利用 插值 

多 项 式 求 木 知 点 处 函数 值 时 计算 较 复 杂 ; 牛 上 顿 捅 值 法 的 基 王 数 使 得 系数 矩阵 为 下 二 角 竹 阵 ， 

因此 待定 参数 可 撤 疾 序 依 次 求 出 (不 需要 高 斯 消去 过 程 ), 它 还 具有 便于 动态 增 . 减 插值 节点 

的 优点 . 感 兴趣 的 读者 可 进行 详细 分 析 , 比较 拉 格 朗 日 插值 和 牛顿 捕 值 在 计算 未 知 点 处 函数 

(ANS HA RH. 
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6.6 分 段 多 项 式 播 值 

本 节 彰 先 分 析 高 次 多 项 式 插值 的 缺点 ,然后 介绍 分 段 线性 插值 、 分 眉 埃 尔 米 特 捅 值 和 保 

形 分 段 捅 值 等 三 种 分 段 多 项 式 捅 值 . 

6.6.1 高 次 多 项 式 播 值 的 病态 性 质 

上 两 节 分 绍 的 多 项 式 捅 值 通过 构造 单个 多 项 式 , 满 足 所 有 的 插值 要 求 , 得 到 的 插值 郴 数 

光滑 性 好 ,易于 进行 理论 分 析 . 当 插 值 节点 较 多 时 ,构造 出 高 次 多 项 式 择 信 , 往 往 有 如 下 三 方 

面 缺 点 . 

1. 收 敏 性 差 

若 不 很 思索 ,人 们 可 能 认为 插值 多 项 式 的 次 数 = BR A (OR ERE RES. 

实际 上 并 非 如 此 . 1901 年 ,德国 数学 家 龙 格 (Runge)y 发 现 了 .一 个 问题 ,他 给 出 一 个 遂 数 ( 称 为 

TE BR) 

fi) = et xz E [一 5,5]， 

在 [一 5,5] 上 RR nt] PARA A. 2 = — 5+ 10k/ (k= 0,0 on) RRA EE HO TB 
日 插值 

L,(z) = » i. 

We SPRUE. BRAS. 

limb, (> | fad» lalse 
mee AYR, \xloe 

FEY Re 073. 63. AL ER 2 BRL, (EA SE on MR f(a), AR 

REHAB. 4s MAAN. EA Le) = flo) (ATR RET 

点 的 z, 两 者 之 差 可 能 很 大 ,误差 不 会 收 剑 到 0. 图 6-10 aT RRR UR OB. 

10 Bir Fins BAG (A OB BK Ls Ca) .Lo 人 Cz). 从 中 看 出 ,在 靠近 区 和 间 两 端 处 播 值 多 项 式 的 误 盖 非 

党 大. 
  2.0% 

4 
4 

{0 ma SM) 
yo om bslxy 
y TTT Liglx) 
1 
4 
1 
4 
1 
i 
4     

  

儿 6-10 ”等 组 节点 插值 的 Runge 现象 
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事实 上 ,对 很 多 其 他 函数 进行 等 距 节 点 多 项 式 描 值 都 存在 类 和 似 的 不 收 敏 现 象 . 当然 ,如 

肾 可 以 自由 选择 搬 值 节点 (如 场 比 雪 夫 点 ) , 像 本 书后 面 介绍 的 数值 积分 或 求解 微分 方程 ,还 

是 可 能 保证 高 次 插值 收 全 性 的 . 此 外 ,6. 1.2 水 节 介绍 了 伯 恩 斯 坦 多 项 式 BBC,z) 可 任意 地 

i f(z) MERC VARA BR LBA. L2H nt+1 PAPAS 

(2) 75 #0 BAR BS n> ON RA RS £02) BLS ORE -BRES FORE 

Halal (BY nook — Bea eB f(x), RR See ERR. 

2. RAS 

SE Fis FS A 2S A) — 26 RE A Ze . H  L S L 0  T) . 

狗 个 插值 点 构造 商 次 多 项 式 播 值 ,得 到 药 曲 线 往 往 有 许多 不 该 有 的 多 余 损 点 (曲线 的 起 伏 ) ， 

违背 了 原 有 曲线 的 凸 性 要 求 .图 6-10 也 能 反映 这 一 点 . 

3. 数值 稳定 性 差 

6. 4. 2 小 节 的 分 析 表 明 ,多 项 式 搬 值 问 题 在 数学 上 等 价 于 组 性 方程 组 求解 问题 ,由 于 高 

阶 范 德 蒙 矩阵 是 病态 的 , 求 播 值 多 项 式 系数 的 问题 也 是 病态 的 由. 它 意味 着 , 较 小 的 输 人 数 

据 抗 动 将 导致 较 大 的 结果 误差 . 即便 采用 拉 格 裔 日 播 值 法 ,确定 基 表 数 组 合 系数 是 良 态 问题 

《直接 等 于 画 数值 ) ,但 其 计算 具体 一 点 冰 数 值 的 公式 是 不 稳定 的 ,只 要 某 一 个 插值 节点 虹 数 

值 有 误差 ,将 影响 到 整个 区 间 插 值 函数 的 计算 值 . 

6.6.2 分 段 线性 播 值 

从 图 5-10 看 出 ,如 果 将 Lokz) 对 应 的 播 值 数据 点 依次 连 起 来 ,得 到 的 折线 显然 比 

Lic(z) 更 能 逼近 Fr). 这 种 折线 对 应 的 函数 就 是 分 段 线性 插值 画 数 , 本 小 节 讨 论 与 它 有 关 

的 问题 . 

设 已 知 实 表 数 fxz) 在 插值 节点 闪 上 的 普 数 值 为 10 一 0,1,… ,na), 这 里 不 妨 设 一 

aint, =6. REX HARKER HS RAY 4 RH HM (piecewise-linear 

interpolating function) I, (2) #E-b Ria} z;.2,., JERE YH 

Le La LD; 
I,€2) — Ah fj + ———+ firs 2c € [xj +21]. 

ti fir Ty 4; 

ee ME aT #9 BOL, A RK. AEP Reb] bx) ey Bo OP wR 

的 线性 组 合 形式 ， 

I(x) 一 > 三 三 (z)， 
370 

? 1, k=j 
其 中 基 函 数 (oc) 满 足 条 件 5zo=|。 ， 其 具体 公式 如 下 : 

SOS, a Sex = 0m) 
的 3 

i,Cx) = ee , ky <a<aaG =7 时 略 去 此 项 ) (6, 65) 

po Tye 

QO, z€ fable ¢ [a-1+4,-1] 

CO UTHER DSRS SRRMR EA RMS. 
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图 6-11 拖 示 了 其 函 数 mtz) 与 六 (z)G 天 0 的 了 示意图, 阁 (z) 的 图 形 与 az) 的 类 似 . 
显然 ,分 段 线性 搬 值 范 数 R(z) 及 其 基 醒 数 有 如 下 人 性质: 

(1) C2) € Clad]; 
(2) Ty ad = fa (R=Os 150); 

(3) 1, ERT DR illo re ILB-KERR: 

(4) RRM RRR LOA sc, 附近 不 为 零 , 在 其 他 地 方 移 为 零 ,具有 ”局 部 
ab E+E Dt. 

¥ 

Ia pee enn , Lex) 

[#0 *1 + ea Xu Ait as 
  

(a) 4} {b) 5) 

图 6-11 4} Bee oe BY ws 

EE 5) IA) SP BER EH TR — KS RR 

TRASK) » PA te BY 49 Bl 5) BRR YE A RE RK. ME Vee Lara), 

| f(x) —1,(2) \<% max | (x —x,)(a — xu) j< eae, 
7, STE) 

其 中 一 中 ax (z)| h=max(tes1— 24). HEHE A PEE EB 4p Bet 

值 具 有 收敛 性 . 

定理 6. 10: 设 实 违 续 函 数 (zyEGcCLa: 拉 的 分 段 线性 播 值 函 数 为 (z)， 播 秆 节点 为 

A= To) Kz, 一品 并 令 h=max(xe+1 — x4) WA 

limI,(2) = f(z), Vr € [a,4]. 

6.6.3 SRRRKHEE 

SS RRA TART SKS AME SRR ES a KL REE. 

为 了 提高 曲线 整体 的 光滑 性 ,可 将 分 段 线 性 揪 值 加 以 扩展 ,这 需要 引 人 另 一 种 揪 值 问题 : 埃 

尔 米 特 播 值 CHermite interpolation), 在 之 前 讨论 的 揪 值 问题 中 ,插值 条 件 都 是 节点 上 的 杖 

数值 ,如果 增 加 对 导数 ,甚至 高 阶 导 数 的 插值 要 求 , 则 得 到 的 播 值 多 项 式 称 为 埃 尔 米 特 插值 

多 项 式 .下 面 先 讨论 播 值 要 求 中 通 数 值 与 导数 值 个 数 相 等 的 埃 尔 米 特 插值 ,然后 讨论 分 段 埃 
尔 米 特 插值 . 

1. RRKBA 

4% BAER eR RS SR ES TR. Be oz. =O, 1, ,2) 上 ， 

BR frd=fiof aJ=f,G=0.1,-".2) BRBBSER HORE 

Ha) = fin Hn) = fir G=O,yn), (6. 66) 

这 个 问题 属于 广义 的 多 项 式 插值 问题 ,可 看 成 是 定义 6.6 的 扩展 . 

方程 (6. 66) 给 出 了 2z 十 2 个 条 件 , 可 唯一 确定 一 个 次 数 不 超 过 2 十 1 的 多 项 式 , 记 为 

Aa (rz). 这 个 存在 性 与 唯一 性 的 证 明 类 似 于 定理 6.6 的 证 明 ,详细 过 程 留 给 读者 思考 . 插 
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值 冰 数 九 。-:(z) 的 几何 意义 是 , 晴 数 盟 线 不 俱 通 过 已 知 的 离散 点 ,而 且 在 这 些 地 方 与 被 插 

值 晶 数 曲线 有 相 问 的 斜率 ， 

要 排 导 本 + Cz)? 的 表达 式 , 除 了 通过 列 线性 方程 组 求解 多 项 式 系 数 , 也 可 类 似 于 拉 格 

凑 日 捕 值 进行 推导 . 不同 之 处 在 于 , 埃 尔 米 特 播 值 应 有 两 种 插值 基 辣 数 : w (z) BC) 它 

们 分 别 支持 fF 与 疡 的 捕 值 要 求 , 即 

Ho, (x) 一 SL fax) + fpr]. (8, 67) 

省 略 复杂 的 推 学 过 程 ,直接 给 出 两 种 搬 值 基 函 数 的 公式 : 

| = []-— 2a — bia) BG) 

B(x) = (2 —- 2DE C2) , 

其 中 (2) AR SB aE I. ARBRE, ARG. 68) PA PM a (OY cx, 时 值 为 

1. SA RA RR RA ef iS RS A ST Br 4 eH: 

RCN 1 TERRI OS b SR ROA 8 A ok 0 PAR I S.A, RC. 67) 

是 满足 要 求 的 2 十 1 次 埃 尔 米 特 搬 信 多项式 ， 

进一步 详 绷 讨论 ,可 得 埃 尔 米 特 插 值 余 项 公式 为 (参见 文献 [8]) 
20 了 

Ro | C2} = fx) 一 了 2 (Z) 一 Le ® 2), 
(2n--2)1 

其 中 SECevp), 且 依赖 于 

除了 捅 值 要 求 中 函数 值 与 导数 值 个 数 相等 的 情况 ,对 更 一 般 的 情况 往往 叮 用 待定 参数 
法 构造 出 相应 的 埃 尔 米 特 插 值 多 项 式 , 下 面 通过 一 个 例子 加 以 说 明 . 

例 6. 12( 特 殊 埃 尔 米 特 多 项 式 的 构造 ): 已 知 两 数 六 z) 充 分 光滑 , 求 满足 插值 条 件 
Pir 一 rz,Gi=0,12) 及 PCz) 三 广 (zi 的 播 值 多 项 式 P(z) 及 其 余 项 公式 ， 

【 解 】 出 给 定 条 件 , 可 确定 次 数 不 超过 3 的 插值 多 项 式 , 由 于 此 多 项 式 通过 点 

(x95 fla)? Car f(a; )) Cm fla.) 利用 牛顿 播 值 多 项 式 的 构造 思路 假设 其 公式 为 

Pix) 一 yzo) 十 FLxeszlgr xo) t+ flare rasa, Cr :ze)(Zz--21) 

+ACz sao Cx xi lx a2), 

FET AAR. EPR HARE P= f GORE A 的 值 , 可 得 

A= fitz) _ fz 21] 一 《zi 一 ao) fxs 121 12] 

Cx, — xq) {xy — 22) 

NT RHA Roe) = fC — Pir MBIA, 
R(x) = f(x) — Plz) 一 天 (z) (一 2o)(z — a P(e — 22); 

ED kz) ASE MAM. AE 
gt) = fGQ)— PCt) — ka) t-te — 1 Pt a) 

SBR oz.) =0,07=051,2). Bo’ Cr) = 0,962) =00 GOH DAA S PEA Ho 

重 零点 ), 反复 应 用 罗 尔 定理 ,得 oO ORG DAEDA—TEN ERK 

ge? = fC) — 41k) = 0, 

Ci = Osean), (6, 68) 

FR 

L na 
Rx) = af Ce). 

余 项 公式 为 
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Ri = BSP Oa 19a 2) 2) 

AP efi Faro. Sx, PREM EAA. 

2. FREARERKHME 

考虑 埃 尔 米 特 插值 式 (6.67) 的 最 简单 情况 , 即 ”=1 的 情况 ,此 时 两 个 插值 点 确定 一 个 

三 次 多 项 式 , 其 公式 称 为 两 点 三 次 汉 尔 米 特 插 慎 多 项 式 . 对 于 公式 (6. 68? 中 的 二 (xz), 易 知 

_ 1 
licx,) = 2 pon 

PA uk REFS RH xe rae 根 据 公 式 (6.67) .公式 (6.68) 可 得 到 三 次 埃 尔 米 特 揪 值 多 项 

式 BCz》 

  

HB; (2) = af) + fir aen C2) + fifi (x) + fer Beri (2), 

其 中 
— — | 2 

wz) 一 (1+2 :一 儿 三 一 ) ， 
HT Te Te kt 

aaa (xz) = (1+2 三 ze )(- 一 ze ) ， 
1 Litt — Te 

Abn) 一 (六 一 zi){ 王 二 za ) ， 
kt TH1 

Ra(z) = (ere) (2), 
Egy — Be 

对 于 一 般 的 食 有 2z 十 1 个 播 值 节点 的 问题 , 若 播 俯 条 件 中 还 包括 每 个 节点 上 的 学 数值 ， 

; 则 可 将 分 段 插值 的 思想 与 商 点 三 次 埃 尔 米 特 捕 值 结合 ,在 每 

有 个 相 邻 节点 构成 的 小 区 间 上 构造 三 次 多 项 式 , 得 到 约 插 值 曲 

“NS 线 将 比分 段 线性 插 信 有 更 好 的 光滑 性 . 设 通 过 这 种 方式 构造 
0 的 分 段 三 次 到 尔 米 特 揪 值 多 项 式 为 瑟 (z) , 它 满足 插值 条 件 : 

0 Xr * Aya.) = far Hi (a) = fi (kh =H0.5 0), A EAGE BA, Hy (CE 

图 6.12 分 县 Hermite 插值 “整体 上 1 阶 导数 连续 ,这 是 因为 在 播 值 节点 上 , HT,(Cz 一 0) 一 

ZED BRAD ze sata JOR =H 00 ma 一 IJ) 上 ，, 瑟 (z) 的 值 为 

Hy (2) == HY (x) = Fran (x) + far @en (x) 十 Be) + fier Bere). 

XB a. (2) 2 (RRAR (6, 69) PHM A SMR KE BR (a). (2), 而 . 

HS (DADRA Le, sen EWS RIRR KSA. 

KUTOBRH A BOERS Te IK LH Ho RAR -A EE RRH 

线性 组 合 形式 

  

Hitx) 一 > [PaiCz) 汪 大 PCz)]. 

由 于 最 多 在 两 个 小 区 间 上 瑟 ,(z) 的 表达 式 会 用 到 户 , 所 以 整体 基 冰 数 w (z) 的 表达 式 为 分 
段 函 数 
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HY? Co) PAG, Cod. oz © [zr z;] 

aj(z) =~ HY Cr) AY a; (2), z€ [z;.z,-] 

  

  

9, 其 他 

其 体 公 式 为 

[IE 6 [za]G 一 0 时 赂 去 此 项 ) 

\" +2) 
(= ) ， 工 丘 [zzitc =n BEM 

0， 其 他 

同 理 , 叮 推 出 房 (z) 的 表达 式 , 即 

| 一 人 (三 -2 ) ， zE Lx; ven, 1G a 0 时 略 去 此 项 ) 
站 ”了 ) 

BO) ee (FE), Be [x sa IG = nat ED 
Zj Dyed 

7 其 他 
图 6-13 显示 了 分 段 二 次 埃 尔 米 特 插值 的 整体 基 画 数 w (z) 和 局 (z) 的 隐形 . 根据 公式 

和 图 形 可 看 出 ,这 些 基 阔 数 具有 局 部 非 堆 性质, 类 似 于 定理 6. 10, 也 可 以 证 明 分 段 三 次 埃 隶 
米 特 插值 具有 收敛 性 ( 当 插值 间距 产 趋 于 0 时 )， 

Cr 人] 
  1 

        
  

  

Xe x; rl 

6-13 ROI OK A BS BK BE og (z) 和 Bz) GFOin 

6.6.4 REPRE 

6. 6. 3 小 节 介绍 的 分 段 三 次 埃 尔 米 特 描 值 具有 整体 1 阶 导数 连续 的 性 质 ,但 它 要 求 已 

知 搬 值 节点 上 的 导数 值 , 这 在 实际 问题 中 常常 无 法 办 到 . 一 种 弥补 的 办 法 是 根据 已 知 的 数 

值 设 定 捅 值 节点 处 的 导数 值 , 从 而 构造 出 分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 ,这样 得 到 的 插值 又 有 一 个 

Ah ee YY BH , 1 ORG 2p B35 1H (shape-preserving piecewisc interpolation), 

XBR BE WA x, a SRO HL ee A HR 

PERK RE BL. EAR TG St Be ABR PAL 3 2b LR Oy EA ct & A 

离 给 定 的 捕 值 数据 点 ,因此 可 利用 当前 点 左右 两 侧 的 1 OE ERA: 

d = FLr yz 一 zt)-- Free , d= fleomal= f Crain) — flare) 

然后 按 如 下 规则 设 定 插值 点 处 的 1 阶 导 数值 : 

(1) 若 Qi 和 友 的 正 负 叶 根 反 , 或 者 它们 中 有 一 个 为 零 , 那 么 在 习 处 函数 为 离散 的 极 
大 或 极 小 ,于 是 令 卢 =0. 此 情况 示 于 图 6-14(a) 中 ,其 中 的 昨 线 为 由 两 个 三 次 多 项 式 组 成 的 

保 形 播 值 函数 , 它 在 中 间 连 接点 处 的 1 阶 导 数 为 零 ， 
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(a) 4-0 

图 6-14 保 形 分 自 捅 值 中 函数 ! 阶 导数 的 设置 

  

(2) 若 妈 - 和 本 的 正 负 号 相同 , 则 可 以 令 因为 两 侧 两 个 斜率 的 加 凤 调 和 平均 数 ,而 权 

重 与 商 个 子 区 间 的 长 度 有 关 ，, 即 

We, tw WE Ur 
+5,’ (6. 70) 

fi dui 

其 中 一 (1 syed 十 Ctart T Peds Oy = Cris: 一 Zi) 十 (ra 一 .Th-1)， IK aa 

A 6-14 PEE. BATT KAKEAS. WI 

1 1 1,1 

i alas 十 去 
公式 (6.70) 中 权重 ww 的 取 值 是 为 了 放大 较 短 区 间 上 的 斜率 ,使 得 插值 函数 曲线 较 合 

理 地 反映 插值 数据 的 变化 趋势 . 另外 ,对 于 整个 数据 区 间 的 两 个 端点 处 的 1 阶 导数 值 发 和 
及, 需要 进行 稍微 不 同 的 单 侧 方向 的 分 析 , 具 体 细节 见 文 献 57]，, 

一 日 按 上 述 策 咯 设 定 了 各 个 播 值 点 处 的 1 阶 导 数值 ,就 可 根据 6. 6. 3 小 节 的 分 段 三 次 
埃 尔 米 特 插值 得 到 保 形 分 段 插值 多 项 式 . 更 深入 的 分 析 吉明 , 保 撒 分 眉 播 值 还 可 以 保持 原始 
数据 的 单调 性 ,也 就 是 说 在 离散 数据 点 具有 单调 性 (递增 或 递减 ) 的 区 间 插 值 鹃 数 也 有 同样 
的 单调 性 ,而 对 于 离散 数据 出 现 极 值 的 点 , 播 值 阔 数 也 达到 极 值 . 保 形 分 段 插值 已 实现 于 
MATLAB 软件 中 ,函数 名 为 pchip. 

在 本 节 的 最 后 ,小 结 一 下 所 介绍 的 三 种 分 段 低 次 插值 ,它们 与 高 次 多 项 式 播 值 相 比 , 具 
有 如 王 优 点: 

(1》 收敛 性 好 ,因此 避免 了 类 似 龙 格 现象 的 发 生 ， 
(2》 保 凸 性 好 ,因为 只 使 用 了 较 低 次 数 的 多 项 式 , 因 此 曲线 的 拐 守 比较 少 ; 
《3) 稳定 性 好 ,分 恤 低 次 搬 值 的 基 丽 数 都 具有 局 部 非 堆 性 质 , 因 此 若 节 点 zi, ab aK 

值 或 1 阶 导数 值 有 拢 动 , 它 仅 影响 到 局 部 小 区 间 上 的 插值 函数 值 ,误差 不 会 传播 到 其 他 
部 分 . 

  

  

6.7 PEA PAR 

Ai Sh 8 FE eM. Eth AA AB BT SP J a PBB 

的 光滑 性 “ 样 条 ”(spline) 一 词 源 自 早期 工程 师 绘 图 所 用 的 薄 木 条 ,将 它 固定 在 一 些 给 定 的 

教 据点 上 ,可 绘 出 一 条 连接 各 点 的 光滑 曲线 . 从 物理 上 讲 , 样 条 满足 插值 点 约束 ,同时 使 势能 

达到 最 小 ,因此 对 应 的 曲线 必然 有 连续 的 2 阶 导 数 . 在 数学 上 ,这 就 是 应 用 广泛 的 三 次 样 条 

播 值 两 数 ， 
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6.7.1 三 次 样 条 插值 

首先 给 出 三 次 样 条 函数 、 三 次 和 祥 条 插值 函数 的 定义 . 
定义 6.8: 设 as 一 ro<z<…<z 一 b 若 两 数 SCz) 满 足 条 件 ， 

(1) 2 阶 导 数 连 续 , 即 SCz)EC[a.0]， 

(2) FERED ADE Maze tee ASO mn 一 1) 上 ,SCz) 为 三 次 多 项 式 , 则 称 SCz) 为 关于 

BA cost re MEK RM. BBE f= flo) GH=0. , 且 二 次 样 条 函数 SCz) 满 足 

S(2z)=f,G=0. 2) , 则 称 SCz) 为 7z) 的 三 次 样 条 插值 函数 . 

定义 6. 8 中 的 三 次 样 条 画 数 可 看 成 是 一 个 新 的 S(x) 

BRA APH RARE KS MAA HE ie, ao 
| 

并 且 上 共有 整体 的 2 阶 光 滑 性 .事实 上 ,由 于 各 个 小 区 | 1 
间 内 是 三 次 多 项 式 ,2 阶 导 数 显 然 连续 ,因此 束 体 光 He Xp 

73 Ht 69 ERE BN ae 6-15 Bias). PH 6-15 = KERR SEA a; 

下 面 先 分 析 定 义 6. 8 是 否 能 唯一 地 确定 二 次 样 两 侧 1 阶 .2 阶 导 数 都 连续 

条 捕 值 函数 . 假设 共有 zx? 十 1 个 插值 节点 aoa cet 

x, 它们 形成 柬 个 小 区 间 [z ,zi 人 一 0 和 yn 一 1), 每 个 小 区 间 为 三 次 多 项 式 , 则 表示 插值 

函数 SCz) 共 需 4 个 系数 . 这 些 系数 所 满足 的 条 件 有 以 下 两 种 : 

《1) 对 每 个 小 区 弓 ,两 端 处 函数 值 都 知道 , 共 2n 个 条 件 , 它 们 也 保证 了 插值 丽 数 整体 上 

是 连续 的 . 

(2) 在 中 间 节 点 zi 处 1 阶 导 数 连 续 、2 阶 导 数 连 续 , 即 

(ea —0) = S'(a,; +0) 

S’(a; —0) = S(a, +0)" 

它 对 应 2(z 一 1) 个 条 件 . 

因此 ,根据 上 述 条 件 一 共 可 列 出 4a 一 2 个 方程 ,无 法 唯一 确定 4 个 系数 . 因此 在 实际 问题 

中 ,通常 在 数据 区 间 的 两 喘 点 处 增加 一 些 条 件 , 称 为 “边界 条 件 ". 常用 的 有 以 下 4 种 边界 条 件 ， 

(1) 已 知 两 端点 处 的 1 阶 导数 : S (xzo) 一 六 ,SCz) 一方- 

(2) 已 知 两 端点 处 的 2 阶 导数 : SCzo) 一 大,S 《zw) 一 广 . 

(3) 半期 边界 条 件 : 假定 被 插值 遇 数 7 六 zx) 是 以 寺 一 z 为 周期 的 周期 函数 (同时 要 求 

万 一 乒 ), 则 要 求 SCz) 也 是 相同 周期 的 2 阶 导 数 连续 的 函数 , 即 
S'(xv) = S’C(x,) 

8S" (ao) = S”(2,)° 

(4) SEGA (not-a-knot) HH: AER la x, LRA —-HMEKSMAR. KMALz,.:, 

xnr] 上 使 用 统一 的 三 次 多 项 式 (z 之 3). 

易 知 上 述 4 种 边界 条 件 的 任何 一 个 都 带 来 两 个 方程 ,因此 使 求解 三 次 样 条 插值 时 的 方 

程 数 与 变量 数 匹配 . 对 于 第 二 种 边界 条 件 , 若 斥 一 户 一 0, 通 常 称 之 为 自然 边界 条 件 . 第 四 种 
边界 条 件 是 MATLAB 软件 中 spline 命令 气 采 用 的 , 它 不 需要 额外 设置 参数 ,也 不 假设 被 插 

值 浮 数 具 有 周期 性 . 

与 分 段 埃 尔 米 特 播 值 类 似 , 当 头 z) 满 足 一 定 光 滑 性 条 件 时 ,三 次 样 条 揪 值 具有 很 好 的 

Watt. Ah HKSAR SHARAD RAKE MEK ENA Se 
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体 光 滑 竹 (2 阶 导 数 连续 ). 

6.7.2 三 次 样 条 揪 值 函数 的 构造 

求 三 次 样 条 插值 郑 数 的 常用 方法 是 以 插值 节点 的 2 阶 导 数值 作 参 数 构造 每 个 小 区 间 上 

的 表达 式 , 然 后 利用 已 知 条 件 列 出 这 些 参数 满足 的 线性 方程 组 并 求解 . 也 可 以 根据 搬 值 节点 

的 1 阶 导 数值 构造 每 个 小 区 间 上 的 表达 式 , 然 后 列 线 洗 方程 组 求 这 些 待 定 参 数值 .下 面 详 细 

介绍 前 一 种 方法 ， 

设 S"(z;) 一 Af 人 7 一 0 2) ,由 于 在 各 小 区 间 上 上 S"z) 为 一 次 多 项 式 , 则 

S"(x) =M, (Se )+ My. (= -二 

  =M, (74 + My (2 nt) ZE [zz 人 = 0.21), 

对 上 式 作 两 次 积分 得 

、 M, LM, S(x) ~~ GR, oe wb én, x; +a +6,,; (6.71) 

其 中 hy 4541 —z;. BRE S(2,)— f+ SCrj41d — fis 1 来 定常 数 a; .6, ,得 到 

  

7 = fh ff — on, (6.72) 

b= Lots Sass 4 Monts — Mita y (6. 73) 

将 式 (6.72)、 式 (6.73)? 代 人 式 (6.71) ,并 整理 得 到 

Stz) =M, a = +My SE 6h, 全 二 (太一 Mp) (4 =) 

+ (fin — Mah) (2 =), ze [rr]，( 一 0 n—1). 

(6, 74) 
在 上 述 构造 过 程 中 ,利用 了 S(z 一方 一 0,…，m 的 条 件 , 而 设置 节点 处 2 阶 导 数 为 

Mi 一 0，…m 也 隐 含 了 SCz)2 阶 导数 连续 . 因此 , 接 下 来 应 利用 节点 处 1 阶 导数 连续 的 条 
件 以 及 边界 条 件 来 确定 M, (= 一 0,…,n) 的 值 ， 

对 式 (6. 74) 求 1 阶 导数 ,得 

    

    

_ (Zi+l — z* fae) fin — fi Ma — Mi SC = 一 Se) 4M, Soar” 4 Lor M, ate, 

zE [zi zir]， GG =0.".n—-1), 

BBA x, *HASR,. CMW Ks, ..7, JENRRKRARHS, 即 

S'(x,—0) = "1M, + "21m, + & fe, (6, 75) 
al 

AVL; 2 JER RRRARHRPA x, 处 的 和 导数 

SCz 七 0) = 一 “iM, — My + fh (6. 76) 

节点 处 1 ASRS RE RRA KG. 7A. 7S ABATE 

pha + 2M, + AM ian = a; G = l.-,2—1), C6, 77) 
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rb = Aj-1 — = 站 -1 Sie _ fj 

FE sh Ph 6| 有 te 7 in}: 
注意 , 式 46,.77) 给 出 了 ”一 1 个 线性 方程 ,但 林 知 量 的 数目 是 2 上 + 1 所 以 应 再 利用 边界 

条 件 . 由 于 最 终 得 到 的 联 立 线性 方程 组 的 末 知 量 为 位 移 的 2 阶 导数 ,在 力学 上 的 意义 为 “上 交 

8” JFRST+HERZSAS HMB R SE. PURSR M,,.G =O. DBP REREKA 

“= 35 Mi" Re. 

先 考 供 马 知 两 端点 处 1 阶 导数 的 第 一 种 边界 条 件 ,根据 条 件 S (ro) 三 产 ,S (z,) 一 廊 ， 

结合 式 (6.75)? 和 式 (6. 76) ,得 到 方程 

fem, tem, 十 姑 二 如 一 访 =2M tm, = $(2—2— 4), (6.78) 

  

he hy \ ho 

以 及 

M,,+2M, = 2 (r- 2). (6.79) 

结合 方程 (6.77) 一 方程 (6.79) ,可 得 到 完整 的 (2 十 1) 阶 线性 方程 组 

2 Ao ; My a, 

mw 2 1M, dy 
re » ¢ l=]? (8. 80) 

fir-1 2 An: : M,1 Ci 

pn 2 LA d, 

其 中 和 = 下 (三 4) ,a,= 2% (pf), 还 注意 到 上 十 一 1， 

必 一 1 1), 因 此 二 弯 算 方程 (6. 80) 的 系数 乱 阵 为 按 行 严 格 对 角 占 优 的 三 对 角 怎 阵 , 必 

定 非 奇异 ,可 采用 " 扎 赶 法 ”( 算 法 3. 12) 有 效 地 求解 ,用 不 需要 选 主 元 . 

对 于 第 二 种 边界 条 件 , 即 已 知 Me = 六,M,=f ,可 由 式 (6.77) 直 接 整 理 得 到 方程 

2 7 M, ad, — mf 

pe 2 de M, a; 

‘ 是 。 i ; |= : C6, 81) 

ne 2 ana (Mya bys 
foi 2 3 [Maa dni — ari f’, 

ET n— DB RE BA, RR OT A OE 5 OR A“ I” OR 

REFS = FS OO A FE AY SR AL St BE EP OR 

AY Ey AB A EP A REE SE aT REM RA RAKE 

I th 1H MR EH BE BY. 

OK fe = OS BT AY 2 PR, FR C6. 74) BO Bl = UE He H.W 

指出 ,上 述 构造 三 次 样 条 插值 函数 的 方法 虽然 最 终 仍 要 求解 线性 方程 组 ,但 方程 组 的 阶 数 仅 

为 ”而 且 可 采用 快速 追赶 法 ?的 求解 ,因此 计算 量 比 直接 的 待定 系数 法 ( 含 阶 数 为 4 的 笛 

密 和 矩阵 次 小 得 多 . 以 第 一 种 边界 条 件 为 例 , 下 面 给 出 三 次 样 条 播 值 算 法 . 

算法 6.5: 用 满足 第 一 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 播 值 计算 函数 值 

输入 : Kor’; Xne FE fo, fis xX 输出 : 了 - 
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用 算法 3.12 求 解 线性 方程 组 (16.80) ,得 到 由 ，… 上 的 值 ; 

判断 x 所 属 的 插值 节点 区 间 编 导 7 使 得 xE [xirxisy17 

利用 公式 16.74) Sx), We y:=Six). 

作为 对 插值 方法 的 总 结 ,下 面 给 出 一 个 例子 ,将 不 同 捅 值 方法 得 到 的 结果 进行 比较 . 

例 6. 13( 几 种 搬 值 结果 的 对 比 ): 假设 有 6 个 捅 值 节点 Fr 一 :十 1G 一 0,1,，…，5)， 对 应 的 

函数 值 为 rzo) 一 16, fc 718, f(r.) =21, fly 一 17, zs) 一 15, 0z) 一 12. 我 们 可 以 

比较 高 次 多 项 式 播 值 .分 段 线性 插值 . 保 形 分 段 插值 和 三 次 样 条 描 值 的 结果 . 借助 MAILAB 

软件 ,可 以 方 使 地 蚌 出 插值 冰 数 曲线 的 图 形 ,如 图 6.16 所 示 , 相应 的 MATLAB 命令 如 下: 

>>x=1:6; y=[16 18 21171512]; xi=0.75:0.05:6.25; 

>>p=polyfit(*,y,5): vl=polyval (p,xi); 

>>v2=interpl(x,y,mi, 'linear'); 

>>v3=interpl(x,y,xi, 'pchip'}; 

>>v4einterpl(x,y,xi, ‘spiine'); 

>>subplot (2, 2, 1}; plot(x,y,'o', xl, vl,'='"}? 

>>subpiot (2, 2, 2}; pLot(x,y,'o', xi, v2,'-'); 

>> subplot (2, 2, 3); piot(x,y,‘'o', xi, v3,'-'); 

>> subplot (2, 2, 4); plot (x,y, 'o', xi, v4,'-")3 

其 中 三 次 样 条 捅 值 使 用 * 非 结 点 ?边界 条 件 ,因此 无 须 提 供 额外 参数 , 对 于 高 次 多 项 式 播 值 

〈 拉 格 朗 日 插值 ) ,这 里 通过 多 项 式 最 小 二 乘 拟 合 的 命令 polyfit 来 实现 , 当 多 项 式 系 数 个 数 

与 拟 合 数据 点 数 相同 时 它 的 结果 就 是 高 次 的 插值 多 项 式 . 

从 图 6-16 看 出 ,三 次 样 条 插值 曲线 的 光滑 性 比 保 形 分 段 插值 好 ,而 后 者 相 比 前 者 更 能 

反映 离散 数据 点 的 变化 趋势 ,而 且 应 注意 保 形 分 段 播 值 的 计算 比 三 次 样 条 撒 值 简便 , 因此 ， 
在 选择 插值 方法 时 ,还 应 考虑 实际 应 用 中 的 一 些 要 有 求 ,例如 光滑 性 .数据 单调 性 的 要 求 等 . 

    

  

  
  

            

257 

20} 

5 

ta 多 项 式 插值 (b) 分 段 线 性 插值 

25 25 

20+ 20} 

1s 1s} 

105 2 4 6 195 2 4 6 ; 

(co) GRAZIE IA - (d) 一 次 样 条 捕 值 

几 6-16 4 种 盾 值 曲线 的 否 形 
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6.7.3" B- 样 条 函数 

于 次 样 条 画 数 仅仅 是 样 条 函数 的 一 种 ,本 小 节 介 绍 一 般 的 样 条 郴 数 及 其 基 末 数 “HB- 样 

条 "函数 , 它 是 计算 更 普 巡 的 样 条 肯 数 抒 值 的 基础 . 

一 般 地 , 称 一 个 具有 一 1] 阶 连 续 导数 的 分 段 二 次 党项 式 为 二 次 样 条 函数 . 例如 ,一 次 
(线性 ? 样 条 枯 数 为 分 段 线 性 函数 ,二 次 样 条 函数 的 光滑 性 与 分 段 埃 尔 米 特 插值 画 数 一 样 ,但 

在 每 个 小 区 间 上 具有 二 次 多 项 式 的 表达 式 . 

类 似 手 拉 格 朗 双 搬 值 法 ,我 们 也 可 以 将 样 条 函数 表示 为 基站 数 的 线性 组 合 , 例 如 对 填 - 

次 样 条 (分 段 线 性 函数 ) ,我 们 已 推导 了 其 对 应 的 基 画 数 〈 见 6. 6.2 小 节 、 图 5-11). 大 次 样 条 

阔 数 的 这 种 基 画 数 称 为 赤 次 B- 样 条 函数 由 ,它们 可 通过 递 推 公式 来 定义 . 为 了 表示 方便 ,不 

芒 假 设 节点 是 一 个 无 限 集合 
人 

定义 6.9: 设 ;为 任意 整数 ,定义 0 次 也 - 样 条 为 
Barzy = 1， 2 委 工 委 罗 1 

ihc, = 0, 其 他 9 

同时 定义 一 组 辅助 的 线性 函数 

wha) = SL, (一 1,2， 0)， 
Dyug TX, 

WFO EAA B-HEN 
Bi¢x) = of (2) B(x) + (1 — oh Co) IBY (2). (6, 82) 

WE 6.9 BF to) WR RKO K BRRADR EBM, 次 B- 样 条 为 分 
Br tk BR HEM AHEM AK BRAND A 次 多 项 式 . 

6.141 次 下 样 条 ?: 根据 B- 样 条 的 定义 ,推导 BI (zxz) 的 表达 式 . 

【和 解 根据 式 (6. 827 ,得 
BIOz) = 0} (2) Ble) + 01 — oh Co) JBI, Ce). 

由 于 涉及 B(x) BY. IT RO BREN RD Ble zi Ces 22 MK = BR 

分 分 别 讨论 . - 

4 r€ [xxi i Bio =(2=— =, 
phil” &; 

  

  

1 一 1 一 ay te Et? 
M§ x €Laiiy ciel, BCH l-ds Ce = 1 Rowan hut} 

4% x WAR. BiCr) =0. 

综合 起 来 ,得 到 

a ’ RQ Tin} 
过 il1 2, 

1 二 _ B(x) = 9 27 tas 
Liss — Herd 

0， 其 他 ， 

它 与 分 发 线性 播 值 基 函数 (6, 65) 是 完全 一 致 的 . 

由 ”名字 中 的 "B" 表 示 "“bell”, 意 指明 数 图 形 像 钟 的 形状 . 
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图 6-17 显示 了 二 次 .三 次 了- 样 条 的 图 形 , 根据 这 些 直观 约 数 图 形 以 及 更 严格 的 理论 

分 析 ,可 知 B- 样 条 郴 数 BC(xr) 具 有 如 下 重要 性 质 ( 参 见 文献 [1])， 

C1) 4% asia, Moz HE. BiCa)=0; 

(2) 4 a;<a<ajiins Bf BY( 2) > 0; 

(3) 对 所 有 >，Y Bi(z) = 1 
(4) AS). AR BOM k-1l 阶 导 数 连 续 . 

  

    

  

      

1.0 

0.5F 

D 人 J. 4. 

x; Xp Xn Fie} 4 Riss 

(a) 二 次 8- 样 条 函数 84x 
1.0 

| NN 0 1 1 1 ， 
x; Xiet X42 ity Xia X55 

(b) = KB-F Fe BWBKx) 

Al6-17 ~K,=K BHRAB 

TX HOPE a HH B- HRA PASH RM BASHAM. BH 

ABA roa <r, BEAT, BE Bh 2) Beas Cs Bh CG nth 个 
kK B-HRAREAARA. TEER. CNAER Se. 2, JEWROAR otk PRERE 

Bry 3 Oe, A a ah AE Lo, | EA 2 RE He PRR . BT OE — Bh FG Be OP 两 

数 的 线性 组 合家 示 , 感 兴趣 的 读者 可 以 推导 开 (z) 的 表达 式 , 然 后 利用 插值 条 件 和 边界 条 体 

列 方程 求 这些 基 盯 数 对 应 的 系数 ,进而 推导 出 三 次 样 条 插值 函数 的 表达 式 . 这 个 计算 过 程 将 

与 6.7. 2 小 节 的 方法 得 到 相同 的 结果 . 

利用 B- 样 条 基 范 数 , 可 得 到 确定 和 计算 各 阶 样 条 插值 的 有 效 而 稳定 的 方法 . 此 外 , 它 在 

计算 机 图 形 学 .几何 建 横 以 及 数值 求解 微分 方程 等 领域 都 有 广泛 的 应 用 . 

if 述 

KI SHARAD PRA. WABI. RS Ri TTR 

REPT BSHNRKAR ASCARI EXSURS ABST RM: 

* P.J. Davis. Interpolation and Approximation, Dover, 1975. 

* W.Chency, Intruduction to Approximation Theory, AMS Chelsea Publishing, 

2nd edition, 1998. 

« G. A, Baker, P, R. Graves-Morris, Pade Approximations, Cambridge University 

Press, 2nd edition, 1996. 

¢ W. Gautschi, Orthogonal polynomials: Applications and computation, Acta 
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Numerica，Vol.5，pp. 45-119，1996. 

最 佳 平 方 交 近 的 法 方程 方 法 在 1795 年 由 高 斯 提出 . 格 菜 姆 -斯 密 特 正 交 化 方法 在 1883 年 

由 格 莱 姆 提出 ,1907 年 斯 密 特 给 出 了 现代 算法 . 在 求解 最 小 一 乘 问 题 中 使 用 QR 分 解 方法 ， 

特别 是 使 用 Householder 变换 的 方法 是 在 1965 年 由 G. Golub? 提出 的 . 最 小 二 乘 方法 是 统 

计 学 的 重要 工具 ,也 称 为 回归 分 析 ,很 多 常用 的 数据 处 理 软 件 ( 比 如 微软 公 届 的 正 xcejl 软件 ) 

都 具有 这 个 功能 .本 章 讨 论 的 线性 最 小 二 乘 问 题 实 际 上 是 一 种 最 简化 药 形 式 , 即 假 设 待 通 近 

函数 是 基 函 数 的 线性 组 合 . 在 实际 应 用 中 还 常 遇 到 非 线 性 最小 二 冬 问 题 , 它 属于 非 线性 优化 

问题 , 见 参考 文献 L1] 太 其 他 文献 . 另外 , 若 考虑 所 有 参量 都 带 有 随机 误差 的 情形 , 则 成 为 完 

全 最 小 二 乘 问 题 ,有关 详 细 讨论 见 文 献 ， 

* S, Van Hoffel, J. Vandewalle, The Total Least Squares Problem, SIAM Press, 1991. 

APUORAAKWSHE SRY RREAKNAR RES Pe eA TMARAH 

AR A BIA RE RBS A FARK, I ek Vy a AR AE , 78 SE 

A) —--T a OR A EH) QR DMSRA, BLMCSAKRIIRA om. 

SAHRA BARR RA EER Te BB A SRR ATT i TRS HR. RTO 

Pa UR EA et A AEP RRS MPRA ES Le. 

Ea Bi » 7S FH 5 3c #4 he SK EB EE RE od BK SR. RAK A) Word 

PowerPoint 软件 , 样 条 函数 是 1946 年 由 Schocnberg 首先 提出 的 ,本 章 只 讨论 了 - 维 数据 

的 样 条 插值 和 B- 样 条 范 数 ,实际 问题 中 还 有 高 维 的 插值 问题 ,尤其 在 计算 机 贺 形 学 中 二 维 

B- 样 条 是 一 个 重要 的 工具 , 关于 样 条 的 参考 文献 主要 有 : 

* ©. de Boor. A Practical Guide to Splines, Springer-Verlag, 2nd edition, 1984. 

« E. V. Shikin, A.J. Plis, Handbook on Splines for the User, CRC Press, 1995. 

tla URL MATLAB PSA HM 8 BORAT 5 A KE i > AA. 
  

MATLAB 47> fe Gi HA 

(zy 为 离散 的 数据 点 ,polyfit 命令 将 它 拟 合 为 ”次 多 项 式 ,系数 存 于 户 
_ 中. 求 出 多 项 式 系数 后 ,可 用 命令 polyval 计算 某 个 和 白 变 量 对 应 的 呈 数 值 

、 反 人 抽 线 运算 符 *"\" 可 用 于 求解 一 般 的 线性 最 小 二 乘 问题 4&x ARB 
法 主要 是 算法 6.3 

(Cr， 攻 为 搬 什 数据 点 ,zi 为 要 计算 的 自 变量 值 ,interpl 命令 根据 不 局 的 
method #510 7H (A RKB yi. method HHAMA: 

分 发 0 次 多 项 式 插值 ; 
linear 4y eR TE TRB: 

spline…… 所 次 样 条 播 值 ; 

pchip {R38 > BLM. - 

= pebin¢x. y, x) 保 形 分 段 播 值 ,Cz，y) 为 播 值 数据 点 ,ri 为 要 计算 的 自 变 量 值 , 插值 结果 
a? IBF yi. 45 interp) +P HY ALND DAE A) 

AREA. Gr. ERE i HEA OAR, ER 
tel yi. 与 inrerpl 中 的 相应 功能 相间 

interp2, interp3 分 别 进 行 二 维 . 维 数据 的 播 仿 ,其 使 用 方法 及 参数 与 interpl 类 似 

  

pb 一 polyfitCx，y，mny》 

  

\ 
  

  ， nearest 
yi=interpl(x, y. xi, method)   

  

  

yi=splinc€x, y, xi) 

      
@ Gene H. Golub(1932 - 2007), ZB WHMMASHRRERE, RAS. LAR. ZRSSSRORRL.S 

PSO MATT He E1996 FEL RIE E Marrix Com putations(211& Ss WSR ARMS, 
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另外 ,MATLAB 中 的 Curve Fitting Toolbox 与 Spline Toeolbox 两 个 工具 箱 分 别提 供 了 丰 

寅 的 曲线 氢 合 与 桩 条 插值 的 功能 . 

【本 章 知 识 点 〗 连续 画 数 的 范 数 ;内 积 及 其 性 质 ; 内 积 空间 前 格 菜 姆 矩阵 及 其 非 奇 异 的 

充 要 条 件 ; 权 函数 与 加 权 内 积 ; 最 佳 一 臻 折 与 最 佳 平方 通 近 的 概念 ;法 方程 方法 求 连续 画 

数 的 最 佳 平方 逼 近 ; 最 佳 乎 方 通 近 的 误 关 ; 正 交 冰 数 族 与 Gram-Schimdit FE hate; Wik 

德 多 项 式 ; 用 正 交 苯 数 族 作 最 佳音 方 有 远 近 ;曲线 拟 合 的 线性 最 小 二 乘 和 问题 :线性 最 小 二 飞 问 

题 的 年 阵 摘 述 ;法 方程 方法 解 线 性 最 小 二 乘 阿 题 ; 表 格 函 数 的 线性 无 关 性 与 相关 性 ;利用 笔 

阵 的 QR 分 解 解 线 性 最 小 二 乘 问题 ; 插 信 的 基本 概念 ; 范 德 壹 矩阵 与 多 项 式 播 值 的 存在 唯一 

性 ; 拉 格 朗 日 插值 公式 ; 拉 格 朗 日 插 信 余 项 公式 ;牛顿 插值 公式 ; 盖 商 的 计算 ;牛顿 播 值 余 项 

公式 ;高 次 多 项 式 播 值 的 问题 ;分 悚 线性 插值 ; 埃 尔 米 特 择 鸽 ;分 段 三 次 埃 尔 米 特 插值 ; 保 形 

分 段 播 值 : 三 次 样 条 插值 及 边界 条 件 : 三 次 样 条 插值 的 构造 方法 ;三 弯 矩 方程 : 几 种 揪 利 的 比 

较 ;B- 样 条 函数 的 基本 概念 与 性 质 . 

算法 背后 的 历史 : 拉 格 六 日 与 播 值 法 

% BR + BBM + 43248 HA (Joseph-Louis Lagrange,1736 年 1 月 25 日 一 1813 年 4 月 

10 日 ) 是 法 国教 学 家 、 物 理学 家 , 他 在 教学 .力学 和 天 文学 三 个 领域 中 都 有 巨大 的 贡献 ,其 中 

尤 以 数学 方面 的 成 就 最 为 突出 . 拉 格 雪上 日 与 同时 代 的 勤 让 德 (Legendre)、 拉 普 拉 斯 
《Laplace) 并 称 为 法 国 的 3L.. 

拉 格 朗 日 于 17386 年 生 于 意大利 西北 部 的 都 灵 . 17 岁 时 ,开始 村 

攻 当 时 迅速 发 展 的 数学 分 析 ,. 1756 年 , 受 欧 拉 的 举荐 , 拉 格 朗 日 被 任 

命 为 普 车 士 科学 院 通讯 院士 .1766 年 赴 柏 林 任 普 重 士 科学 院 数学 部 

主任, 局 住 柏 林 达 20 年 之 久 , 这 是 他 一 生 笠 学 研究 的 章 七 时期. 在 

此 期 闻 , 他 完成 了 著作 《分 析 力 学 》. 1786 FAT CRAB ER RAE 

的 研究 法 国度 章 衡 统一 问题 的 委员 会 ,并 出 任 法 国米 制 委 员 会 主 

任 . 1795 年 建 志 了 法 国 最 高 学 术 机 构 法 兰 西 研 究 院 后 , 拉 格 关 

慎 被 选 为 研究 院 数 理 委员 会 主席 .1813 年 4 月 3 日 ,法 国 国王 拿 玻 

仑 授予 他 帝国 大 十 字 拐 章 ， 

控 格 朗 日 的 主 蓝 贡献 

。 变 分 法 . 

。 微分 方程 ， 

。 方程 论 ， 

。 数论 ， 

。 函数 和 无 穷 级 数 . 

° 4276-81 0 464i. 

。 商定 天 体力 学 . 

。 创立 分 析 力 学 . 

搬 值 法 与 招 差 术 
早 在 公元 6 世纪 ,中 国 距 朝 的 刘 粮 已 将 等 距 二 次 十 值 用 于 天 文 计算 . 17 世纪 之 后 , 丫 
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顿 、 拉 格 朗 日 分 别 讨 论 了 等 距 和 非 等 距 的 一 般 播 值 公式 - 在 近代 ,插值 法 仍 扑 是 数据 处 理 和 

编制 函数 表 的 常用 工具 ,又 是 教 值 积分 .数值 微分 、 非 线性 方程 求 根 和 投 分 方程 数值 解法 的 

重要 基础 ,许多 求解 计算 公式 都 是 以 播 值 为 基础 导出 的 . 

在 中 国 十 代 , 将 高 决 内 播 法 称 为 "“ 招 差 术 ” 隋唐 时 期 ,已 出 现 等 间距 和 不 等 间距 二 次 内 

揪 法 ,用 于 计算 日 月 .五 星 的 运行 过 度 . 元 代 天 文学 家 和 数学 家 王 牺 、 郭 守 癌 在 所 编制 的 《 授 

时 历 》 中 ,为 精确 推算 日 月 五 星 运行 的 速度 和 位 置 ,根据 “平定 、. 立 ”三 差 * 创 立 了 三 次 内 播 公 

式 . 在 欧洲 ,对 “ 招 差 术 ”首先 加 以 讨论 的 是 英国 教学 家 格雷 区 里 (J. Gregoryy*1670), 此 后 不 

久 ， 和 牛顿 得 到 了 现在 通称 牛顿 插 慎 公 式 的 一 般 钻 累 . 牛顿 播 值 公式 在 现代 数学 和 天 文学 计算 

中 仍然 起 闭 重 要 的 作用 . 在 中 国 , 元 代数 学 家 朱 世 赤 发 现 了 与 牛顿 村 人 慎 公 式 完全 一 致 的 公 

式 ,创立 较 完 整 的 * 招 差 术 ”, 这 比 西方 大 约 早 了 三 百年 .“ 招 差 术 ?的 创立 .发 展 和 应 用 是 中 国 

数学 史 和 天 文学 史上 的 重大 上 成就. 

拉 格 良 朋 名 畜 

。 一 个 人 的 贡献 和 他 的 自负 严格 地 成 反比 ,这 似乎 是 品行 上 的 一 个 公理 ， 

。 如 果 我 继承 可 观 的 财产 ,我 在 数学 上 可 能 没有 多 少 价 值 了 . 

。 我 把 数学 看 成 是 一 件 有 意思 的 工作 ,而 不 是 想 为 自己 建立 什么 纪念 碑 . 可 以 肯定 地 

说 ,我 对 别人 的 工作 比 自己 的 更 喜欢 . 我 对 自己 的 工作 总 是 不 满意 ， 

*。 对 于 每 一 本 值得 阅读 的 数学 书 , 必 须 * 前 后 往返 "地 阅读 . 

* RIERA ARAR ACHKTW 它 只 不 过 是 我 要 通 到 的 最 后 一 个 函数 . 

练 习 a 

1. 对 于 复 内 积 空 间 ,证 明定 理 6. 1〈 柯 西 - 施 瓦 葡 不 等 式 )， 

2. 4 f(x)=2 MOREE B,C f.2) =z. 
3. WF PARES CLO. PMR fo) HHI SNF SAS ile: 

(1) Foz) 一 (z 一 1)34 (2) fox |a-F], 

4. St f(x g(oE€C[ab] BM 

(1) (frig) = [fog wae. (2) (fig) = [fre Wax + farga)s 

ACNEEWRAR? SARE AFAR. 

5. fM=(t|#@XE(-1L1AL EF SH O—span{l. ee) PREMMRE FAB 

6， 在 子 空间 O=span{l.o FR FABR (ONREL DBRS HR. 

(1) fe) =e t€ 2051]; (2) fF) =cos(nt) t€[0s1]. 
7. URAB SE ESIC TM { 68) ope ft) yee eb) ae BHA RG, 18) ~ AKC. 20), 

8. f)=sin( Fe). c€L— 1,1], MALE MSRAR (OHS REP HIE 

项 式 . 
9. 已 知 实验 数据 如 下 ，



  

  

t, 19 25 31 38 44 
  

yn 19.0 32.3 49.0 73,3 97.8           

ARNT REREM y=atb!’ 的 经 验 公 式 , 并 计算 均 方 误差 ， 

10， 在 某 化 学 反应 中 ,和 击 实 验 得 分 解 物 让 度 与 时 间 关 系 如 下 : 
  

ft fa] ¢ 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 | 50 55 
    

                      
WE y( X16 1) 0 1.27 | 2.16 | 2.86 | 3.44 | 3.87 | 4.15 | 4.37 4.91 | 4.58 4.62 | 4.64 
  

用 最 小 二 乘法 求 函 数 表达 式 y 一 了)， 
41, 将 例 6.5 的 问题 转化 为 标准 的 线性 最 小 一 习 问 题 式 66. 30), 然 后 使 用 算法 6. 2 

求解 . 

12. 已 知 cosz,0" 委 z 委 90" 的 函数 表 , 其 中 自 变 量 取 导 的 步 长 产 一 1 一 (1760) ,函数 值 

具有 5 位 有 效 数 字 , 求 利用 该 昂 数 表 以 及 线性 插值 技术 计算 cosz 的 总 误 盖 界 (包括 截断 误 

差 、 含 人 误差 ). 
13. 设 zi (一 0,1,…，na) 为 互 异 节点 ,对 应 的 搞 格 朗 日 揪 值 多 项 式 为 LCz)，, 二 Cz) 

(j—0,1,+, 2) i288 BA (AR. 求证 ; 

(1) athe) Sart, (R= 0,1): 
了 = 

(2) DS) Ca, — 2) Cr) = 0, (R= 12,057), 
Jo 

14. & f(E€C[e.6JB fla=f(b)=0,-Rib: 

max | f(x) I< 4a 5)? max | f’(x) |. 
acash 8 sz 

15, #44 ES foe HSB RARE. AOKI ec HUE, 

BERMREARH 10° WEA BRARA SK ARE? 

16. 若 7Cz)?=ao 十 az 十 十 an +a,277 An SKM RE A ri s72.0 7B 

a, #0, iDEA: 

Sf at [0 Okun 2 

SY pest, -1 
17. fixd=xi tat 3c tL £2952) 0527 1 FL 27,2) 28], 

18. 不 利用 埃 尔 米 特 插 值 公式 (6. 67) .公式 (6, 68) ,根据 待定 参数 法 排 导 两 点 三 次 埃 尔 

米 特 揪 值 的 基 旺 数 公 式 (6. 69)， 

19, 证 明 两 点 三 次 埃 尔 米 特 插值 余 质 是 

Ri(z) = 一 FS 一 2 一 41，EE& Cres tans) 

并 由 此 求 出 分 段 :次 埃 尔 米 特 儿 值 的 误差 限 . 

20. 求 一 个 次 数 不 高 于 4 次 的 多 项 式 P(z) ,使 玄 满足 P(0) 一 PC0) 一 0,P(1) 一 PC1) 一 

1,P(2) 一 1. 

21. & M(x =1/A+2?) 4e-5S255 [Rn=10, RFR RRO RAE mR 

I, (0) FFAS AES a) FC BO OR Bb BAU 4 0 RF REP) 然 
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后 用 播 值 余 项 公式 估计 误差 ,看 看 上 述 计 算 值 是 否 符合 理论 估 讨 - 

22. 求 /z) 一 并 在 [ae, 引 上 的 分 段 线性 搬 值 函数 (2) HAT RE. 

23, 求 fKz) 一 2 在 La,5 上 的 分 发 埃 尔 米 特 插值 ,并 估计 误差 ， 
24. 函数 jzx) 的 定义 域 为 区 间 L27.7,30], 没 插值 节点 与 苯 数 乒 x) 伟 如 下 表 所 示 : 
  

x 27.7 28 29 30 
——— ae mere: sane nena es —- —}- — 一 一 一 一 一 —. —+-- 

fla? 4.1 4.3 4.1 3,0   
        

试 求 三 次 样 条 插值 多 项 式 SCxz) ,满足 边界 条 S (27.7) =3. 0,5 (30) =— 4.0. GE: WA 

数值 软件 求解 三 芍 矩 方程 ,最 后 写 出 SCz) 表 达 式 时 ,多 项 式 的 系数 保留 小 数 点 后 两 位 ). 

25. 设 Fz)eEcCc[a,5],SCz) 是 三 次 样 条 洲 数 , 试 证 明 : 

a) i. Cee Pde ~- [(s" Pax = Meme ~ $"(x) Pde + ?| s "LF a) .- 

S$" (x) dz: 

(2) 4 f(D) =Saq)G=0,1l. wm RP z, HHA A.B eHacacer<cz,= 

&, Wl 

[soir —S"(r) dx = S"(Hf (8) — S' (6) — S” (aD Lf’ (a) 一 Sa)]， 

26. PRI KARE BRW RAR Bc) ARCHES KERB BR. RBS 

256.7. 2-\RHEHRA. 

上 机 题 

1. 编程 实现 算法 6. 2, 可 利用 现成 的 Cholesky 分 解 算法 ,用 练习 题 9、.10 中 的 问题 来 验 
证 程序 的 正确 性 . 

2. 编程 实现 算法 6. 3, 可 利用 现成 的 QR 分 解 算法 ,用 练习 题 9.10 中 的 问题 来 验证 程 
序 的 正确 性 ， 

3. 对 物理 实验 中 所 得 下 列 数据 
t; l 1.5 2 2.5 3.9 3.5 4 

yi 33. 40 79,50 122.65 169.05 189.15 214,15 238.65 

ti 4.5 9 5.5 6 6.5 7 7.5 8 

yi 252. 2 267.55 280.50 296.65 301.65 310,40 318.15 325,15 

(1) HAR yHatortce HAWS. 

(2) FATE BR y—ae HF HAWS. 

(3) HR ER ARIA HR BRE? 

4. 在 MATILAB 中 编程 实现 算法 6.4 ,并 利用 它 绘制 加 6- 10. 

5， 对 于 使 用 第 三 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 ,讨论 形成 的 “三 弯 德 "方程 系数 抢 阵 的 特 

点 ,针对 这 种 稀 醉 和 矩阵 的 特点 ,编程 实现 一 种 有 效 的 高 斯 消去 求解 算法 . 自己 构造 一 组 插值 

数据 ,测试 编写 的 程序 , 绘 出 相应 的 三 次 样 条 播 值 曲 线 . 

6. 对 于 使 用 第 四 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 插值 , 推 学 求 其 表达 式 的 方法 , 自己 构造 一 组 
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插值 数据 ,测试 编写 的 程序 , 绘 出 相应 的 二 次 样 条 播 信 曲 线 ,与 上 机 题 4 的 结果 进行 对 比 . 

7. BLS. SE REE RI St x, = —5+ih k= "2G =0,1,-- FER Runge 44:4) #) a8 

1 

9 4H 

作 拉 格 朗 日 插值 和 三 次 样 条 插值 ,观察 Runge 现象 的 发 生 与 防止 . 

(1) RR n=10,20 (EAS BB A RGA Li (2G Lag (x). 

(2) 取 ?一 10,20 作 第 一 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 捅 值 So(z) 与 Sao(z). 

(3) 考察 上 述 两 种 插值 在 < 一 4.8 处 的 误差 ,并 作 分 析 . 
8. 已 知 查 升 飞机 旋转 机 翼 外 形 曲线 的 采样 点 坐标 如 下 : 

zx 

¥ 

x 

Jy 

17,95 28,65 39.62 50.65 78 104.6 156.6 

20.20 24,90 28,44 31.10 35 36.9 36.6 

208.6 260.7 312.50 364.4 416.3 468 494 507 320 

20.9 14.8 7.8 3.7 15 0.2 

WA Pe AY 1 BP SBCA yl = 1. 865 48 AM yl = - 0.046 115. 

AAS -POARRAEM =H KA Ri RARE x =2,30,130,350,515 & 

点 土 的 函数 值 及 1 阶 导 教 .2 AE 
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第 7 章 数值 积分 与 数值 微分 

积分 问题 最 早 来 白土 几 何 形 体 的 商 积 .体积 计算 ,也 是 经 典 力学 中 的 重要 疝 题 (例如 计 

等 物体 的 重心 位 置 ). 在 现实 应 用 中 ,很 多 积分 的 结果 并 不 能 写成 解析 表达 式 , 因 此 需要 通 

过 数值 方法 来 计算 . 数值 微分 是 利用 一 些 离散 点 上 的 图 数 值 近 做 计算 某 一 点 处 的 因 数 导 

数 , 它 针对 表达 式 未 知 的 函数 . 本章 介绍 一 元 函数 积分 (一 重 积分 ) 和 微分 的 各 种 数值 算法 ， 

它们 也 是 数值 求解 积分 方程 .微分 方程 的 基础 . 

7.1 数值 积分 概论 

7.1.1 基本 思想 

考虑 如 下 定 积 分 的 计算 : 

p= [par (7.4) 

其 中 函数 AR 一 R ,首先 应 想到 的 是 微 积 分 中 学 习 过 的 牛顿 - 莱 布 尼 兹 (Newtcn-Leibniz) 

公式 
由 

J P(@)dz = FU) — Fla), 

SE FC) = f(a) 0 PCH fe) AOR RM, (EE te EB? sine? Bea SR A A 
AY RAN Se AS lS MRA RR, AOR RARER RS. A 

yd» Fe ee BB A JR as BB PRT Be de as ES Ee te 

积分 方法 ， 

一 般 考 虑 连续 的 或 在 区 间 [a,2 上 可 积 2 的 本 数 /zz), 则 根据 积分 的 定义 有 

lim > (za 20 f= ICA), (7.2) 
norco h-20 <4 

其 中 2 一 zu< Xi < =6,6 E(x; ytin1 ]4=0,+, 72) r= max (24) sa). 公式 (7. 2) 

REET EURO RERAGKH 2, RRMA EA 

SE. 研究 数值 积分 方法 主要 是 探讨 如 何 用 相对 较 少 的 计算 成 本 得 到 准确 度 较 高 的 结果 ， 

这 里 的 成 本 用 计算 被 积 湛 数值 的 次 数 来 衡量 . 

上 述 讨 论 表 明 ,近似 计算 积分 区 万 的 数值 积分 方法 (numerical quadrature) 一 般 具 有 如 

FER: 

Lf) = DAs), (7. 3) 

O FE RMEM RM A--2A H.R, Mo RM Of eR ES. 
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BP aay <a <x, Sb, A ORR) H-ARRK. BMART. DHRARERHKAM 

MERAK EPR AOS 魏 2) 称 为 积分 系数 , 自 变 量 取 Ok Sn) RKHARD F 

点 ,根据 积分 节点 和 积分 系数 的 不 同 设置 ,可 得 到 各 种 具体 的 求 积 公式 . 针对 实际 的 数值 

积分 问题 ,往往 还 党 使 用 多 种 求 积 公式 构造 算法 ,以 达到 满意 的 效果 . 

推导 求 积 公式 的 一 种 方法 是 用 多 项 式 函 数 如 (z) 来 近似 Ar), 则 可 期 户 有 以 下 的 近似 

RR: 

| repdz= | aczdz， 

KRHSHAMRHRORS SBE MRM HRARCKRARRH. 假设 合用 拉 格 朗 日 捅 值 法 构 

#% p(x), Rlalla, 的 内 的 捅 值 节点 为 zoyxz，… zu, All 

pla) = Lz) = Saha 
2=0 

&Cx) 为 拉 格 朗 日 播 值 基 函 数 . 由 此 得 到 求 积 公式 为 

Lp =|. Dah ede = Spats adde. (7.4) 
2 k=0 k=0 四 

由 于 &(z) 为 拉 格 朗 日 插值 基 函数 ,一 旦 撒 值 节点 确定 ,积分 | 5.(z)dz 可 方便 地 计算 出 来 . 
这 种 用 多 项 式 播 值 近似 被 积 函 数 得 到 的 求 积 公式 (7. 4) 被 称 为 蕃 值 型 来 积 公 式 

(interpolatory quadrature), 易 和 它 也 是 一 种 机 械 求 积 公 式 , 其 积分 节点 就 是 插值 节点 ,而 积 

分 系数 
6 

Ag = | i,€x)dz, (k 一 日 ,1 wyv9)， (7. 5) 

PRN ATES n=0.2=] 两 种 情况 下 的 播 值 型 求 积 公式 ,它们 分 别称 为 中 矩形 公式 

《midpoint rule) MPR 2 A (trapezoid rule), 

例 7.1( 中 矩形 公式 与 梯形 公式 ): RHE 2—0.n=—1] 两 种 情况 对 应 的 拉 格 朗 日 插值 推导 

相应 的 求 积 公式 ,假设 插值 节点 分 别 为 区 间 [a, 纪 的 中 点 和 两 全 端点 ， 

KM] n=O PBR z= (at) /2, HF OKRA AMSA ARH 

Lola) = fla) 

因此 ， 

  Cf) = | Fladde = (o—a)f(4$"), (7.6) 

4a-l hh RAB on -a.7.—b, MAR BE RRMAAR (7.5) RH 

_ f? _ f'x-—b,  b-a Ay = | te(xdde = | E=Far = 254, 

    
‘b od 一 一 

A, = [atarde =| paie =2 = 

因此 ， 

ACN = DAs =254( fla) + for. (7.7) 

中 和 矩形 公式 (7.6) 和 梯形 公式 (7.7)? 上 有 具有 很 直观 的 凡 何 意义 , 即 分 别 用 矩形 面积 和 梯形 

面积 来 近似 函数 曲线 和 横 轴 围 成 区 域 的 面积 (如 图 7-1 所 示 )， 
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(al 中 矩形 公式 {b) 梯形 公式 

图 ?7-1 中 矩形 公式 和 梯形 公式 的 示意 图 

7.1.2 求 积 公式 的 积分 余 项 与 代数 精度 

定义 7.1: 对 于 计算 积分 天 万 的 求 积 公 式 五 (P, 称 工 六 -六 ( 站 为 该 公式 的 积分 余 

KR. BIA RES]. 

PRSMRARTRACRHRHRE AGRRAZA DERE MN BRR. RRL 

REP BK pio) HH. 

RES] = [tree — pla) ide, 

即 积 分 余 项 等 于 插值 余 项 前 积分 . 对 于 捅 值 型 求 积 公式 (7.4) ,有 

R[ 站 = [rp 一 cpldz= de, (7.8) 
a(n+l1)! 

FH ERM T x. 

下 面 介 绍 代 数 精度 的 概念 , 它 是 衡 坡 求 积 公式 准确 度 的 另 -- 个 重 罗 标准 . 

定义 了 .2: 如 果 某 求 积 公 式 对 于 次 数 不 超 过 六 的 多 项 式 均 准确 成 立 , 但 对 于 六 十 1 KS 

项 式 可 能 不 准 确 , 则 称 该 求 积 公式 共有 m KRM A (degree of exactness). 

上 述 定 义 表明 ,一 个 求 积 公 式 具 有 较 高 次 的 代数 精 产 ,就 意味 着 它 能 准确 计算 次 数 较 高 

的 多 项 式 的 积分 . 应 注意 ,在 某 些 情况 下 代数 精度 并 不 是 越 高 越 好 . 

要 判断 一 个 机 械 求 积 公 式 的 代数 精度 ,最 圾 接 的 方法 是 考察 当 被 积 葡 数 分 别 为 1， 

xc” REAR ERE. 下面 给 出 一 个 定理 ,其 证 明 留 给 感 兴趣 的 读者 思考 . 

定理 7, 1 机 械 求 积 公式 (六 = Airkzri) 至 少 有 闸 次 代数 精度 的 充 要 条 件 是 当 
了 Cr) 分 别 为 Jr x” If, 

  

Cf) = £,¢f/). 

我 们 讨论 的 所 有 求 积 公式 都 至 少 具 有 0 次 代数 精 谋 ,因此 根据 定理 ?7.1 它们 应 对 

Fz)= 的 积分 准确 , 则 推出 

Sta, — fide = 6-0, (7.9) 

这 说 明 积分 系数 之 和 等 于 区 间 长 度 . 

根据 播 值 型 求 积 公式 的 含义 ,容易 得 出 如 下 定理 ,其 证 明 留 给 读者 轧 考 . 

四 当然 ,这 没有 什么 实际 意义 ,内 为 很 容易 得 到 多 项 式 卫 数 的 原 函 数 . 
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2H 7.2. MRRBAA LY — 》 AsJ(m) 是 插值 型 求 积 公式 (7. 4) 的 充 要 条 件 是 

EBD nike. 

考察 例 7. 1 中 的 中 矩阵 公式 和 梯形 公式 ,可 得 出 它们 都 其 有 一 次 代数 精度 一般 地 ;在 

部 分 积分 节点 、 积 分 系数 已 知 的 情况 下 ,利用 定理 ?7.1+ 可 建立 方 竹 求 解 剩余 的 积分 系数 或 闻 

点 ,使 其 达到 一 定 的 代数 精度 .而且 定理 7. 1 中 求 积 公式 的 形式 还 可 以 更 一 般 , 只 要 是 函数 

值 或 其 导数 的 线性 组 合 即 可 ,下 面 的 例子 说 明了 这 种 情况 . 

7. 2RRARMRAME): ABM A.C PA fCO+A, fOI+B, f COMRRL 

式 近似 积分 KC) = | .7Cz)dz, 试 确定 系数 A。 .4; ,Bu ,使 公式 具有 尽 可 能 高 的 代数 精确 度 . 
【 解 〗 根据 愿意 可 令 厌 z) 一 1,z) 并 分 别 代 人 求 积 公式 使 互 :( 方 一 开门 精确 成 立 ， 

当 jz) 一 ] 时 ,得 
! 

Ao +A, = 1.dz=1， 

当 jz) 一 过 时 ,得 

! 1 
A, +B, =| 2dz= >, 

4 fxo=2 时 ,得 

_fiozg 1 A =-| > dz 一 3° 

联 立 上 述 三 个 方程 , 解 得 A， =F rAo=$ B= +. 

4 f@=xs H AABELARRARAER. AW A PRLRA-KRAME. 

7.1.3 求 积 公式 的 收效 性 与 稳定 性 

实际 使 用 的 求 积 公 式 都 是 机 械 求 积 公式 (7. 3) ,下 而 针对 它 给 出 求 积 公式 的 收 伍 性 和 稳 
定性 的 概念 . 

定义 7.3, 对 于 的 值 可 以 任意 的 一 系列 机 械 求 积 公式 1CP) = 2 Asf(zya<m<< 
Zi< a, Sb 

lim Lf) = | rezmdz， 

其 中 maax (zx 一 忆 ，, 风 称 这 一 系列 求 积 公式 具有 收 化 性 - 
收 敏 性 说 明 求 积 公式 在 积分 节点 逐渐 增多 , 且 节 点 间 臣 逐渐 变 小 时 ,其 结果 收敛 到 准确 

的 积分 值 ， 这 个 概念 太 同 于 公式 (7. 2, 后 者 反映 的 是 被 积 函 数 具有 可 积 性 .在 实际 应 用 
中 , 求 积 公式 其 有 收敛 性 非常 重要 ,后 面 还 将 针对 具体 的 公式 加 以 讨论 ， 

在 讨论 求 积 公式 的 稳定 性 之 前 , 先 分 析 数值 积分 问题 的 敏感 性 和 条 件数 ,假设 F(z) 为 
准确 的 被 积 函数 ,， 产 (z) 为 实际 计算 时 受 扰动 影响 的 被 积 函数 ,扰动 的 大 小 为 #= | A(z) 一 
F(a) | a= max| fle) — Fo) | RRR 

由 6 ‘> 

if tarde — ff az] < lf —-F) |dz<—add, (7.10) 
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这 说 明 , 积 分 计算 结果 的 误差 最 多 为 扰动 的 人 2 一 a) 倍 ,积分 区 间 的 长 度 ( a) EB RR 

的 上 限 . 一 般 米 说 ,数值 积分 问题 是 不 太 敏 感 的 . 这 一 点 不 难 理 解 ,因为 积分 运算 本 身 就 是 

一 个 平 多 的 过 程 , 它 不 易 受 被 积 函 数 的 某 些 微小 变化 的 影响 . 

求 积 公 式 的 稳定 性 反映 计算 过 程 中 的 扰动 是 否 被 放大 ,以 及 放大 的 程度 ， 具体 来 说 ,在 

计算 机 械 求 积 公式 时 , 需 考虑 积分 节点 的 丽 数 值 出 现 误 差 时 , 它 对 结 桌 产生 的 影响 .假设 节 

点 二 数 值 由 jzj) 变 为 了 (zi), 则 数值 积分 的 结果 由 LL ORALCS) AAZERE 

LCA LG) i= | Dafa = Find] | 

< SD LAs +l fla) — Flay) | 

<2) | A. les (7,11) 

其 中 e= max | f(x) — f(a) |<é. RHR. 9) AAA A, Ok = 0,-4.2), WBS 

式 (7. 11) 变 为 

| LCO-LGS) |< @-ade K (6-8. (7.12) 

式 (7.12) 表 明 求 积 公式 的 结果 受 扰动 影响 的 程度 与 积分 问题 敏感 性 的 结果 式 (7. 10) 一 致 ， 

这 是 控制 数值 计算 误差 能 达到 的 最 佳 情况 . 将 它 作为 一 个 标准 ,可 定义 求 积 公式 的 稳定 性 . 

HEM 7.4, BM R—-O 1 A A> 0 UL RRRAR LOY = STAs flay) ER 

定 的 ， 

利用 定义 ?7.4 很 容易 直接 判断 求 积 公 式 的 稳定 性 . 在 实际 情况 中 ,不 稳定 的 求 积 公式 

的 积分 系数 绝对 值 之 和 x | A, | 可 能 远大 于 -ae ,从 而 导致 函数 值 的 扰动 在 计算 结果 上 

被 放大 很 多 ， 

本 节 介 绍 了 求 积 公式 的 基本 形式 ,以 及 积分 余 项 .代数 精度 . 收 急性 和 稳定 性 的 概念 ,其 

中 收敛 性 是 针对 一 系列 公式 (积分 节点 数目 逐渐 增多 ) 而 言 的 ， 后 面 介绍 具体 公式 时 ,将 考 

察 单个 公式 的 积分 余 项 .代数 精度 和 稳定 性 ,并 讨论 积分 节点 数目 逐渐 增 多 时 的 收敛 性 . 此 

外 ,还 庶 注 意 其 体 公 式 中 计算 蚌 数 值 的 次 数 , 它 是 度量 计算 量 大 小 的 标准 - 

7.2 牛顿 - 柯 特 斯 公式 

在 积分 区 间 上 构造 等 距 节 点 的 多 项 式 播 值 ,对 应 的 播 值 型 求 积 公 式 为 牛 辆 - 柯 特 斯 
AS. 

7.2.1 柯 特 斯 系数 与 几 个 低 阶 公式 

假设 将 税 分 区 间 7 等 分 , 步 长 h=(6—a)/n Af AH Xt, Hatkh(k=O0,+-4n), WAT 

#42) SPR A AHL ASIN. RAAT. O.AAC7. 5) ES, BB 型 如 

LOA = STAs Ga) RBA FOP 
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A, = | crydz 一 | Cea te) Ce ta Ce ten (一 za) dx 
a (a, 一 了 7 一 了 工 二】 Cx, — yy der (xy, 一 a) 

这 就 是 2 阶 牛顿 - 柯 特 斯 (Newton-Cotes) 公 式 . 

引入 变量 代 换 : x=atth.zE€([0,n], pH 

  

_ |" - 了 一 了 _ |’ * ti—j\b—a 

a J, IL (ej) | TL (=) 好 de. (7. 13) 

令 

,站 (aa som 
ar = vl, IL (@=4)e (k= Oye sn) (7.14) 

它 仅 与 阶 数 上 有 关 , 而 与 区 间 大 小 无 关 , 则 积分 系数 
A, = (6—a) Ci”. (7.15) 

公式 (7.14) 中 的 Ci” BRA A tt TCT BA on ES A 

制 成 一 个 表 ( 如 表 7-1 所 示 ) ,根据 它 方便 地 写 出 各 阶 牛顿 - 柯 特 斯 公式 . 

R71 柯 特 斯 系数 家 
  

  

    

  

  

      
  

  

  

  

  

如 
Ce 

1 1 

1 

] 2 1 

2 § 3 6 

3 a 3 3 1 
8 8 8 8 

4 了 16 2 16 了 
90 45 16 45 90 

5 19 25 25 25 25 19 
288 96 144 144 96 288 

5 AL a 2 34 9 a 41 
840 35 280 165 280 35 840 

7 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 

17 280 17 280 17 280 1? 280 17 280 17 280 17 280 17 280 

8 989 5888 - 928 10 496 -4546 10 496 — 928 5888 589 

28 350 28 350 28 350 28 350 28 350 28 350 28 350 28 350 28 350                     

AR 7-1Bw. 4n=8 时 , 柯 特 斯 系数 Cim 出 现 负 AO RABRREABE 

的 ， 表 ?7-1 也 显示 出 柯 特 斯 系数 的 对 称 性 , 即 如 一 Ce 其 证 明 留 给 读者 思考 . 

下 面 介绍 三 种 常用 的 低 阶 牛顿 - 柯 特 斯 公式 (对 应 于 一 1，2，4)》. 

(1) 梯形 公式 (对 应 于 =1 的 情 癌 )， 

  

    

Tip = b= 41 sca) + £6). (7. 16) 

(2) 辛普森 (Simpson) 公 式 ( 对 应 于 "一 2 的 情况 ): 

、 b-—a até sp = 所 | ee af ; }+ £6) |. (7.17) 
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《3) 柯 特 斯 (Cotes) 公 式 ( 对 应 于 2 一 4 RR) 

CC >+ 32fCa2,) +12f C2.) + 32 fCa,) +7 €2x,)]. (7, 18) 

注意 ,前 而 的 梯形 公式 (7.7) 就 是 这 里 给 出 的 TCF) ,而 中 矩形 公式 志 可 看 成 是 牛顿 - 柯 

特 斯 公式 葛 一 个 特例 (对 应 于 ”一 0) 

例 7.3( 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 ): 用 中 和 矩形 公式 .梯形 公式 和 辛普森 公式 近似 计算 积分 

If) = [ie * dz. 

【 解 】 三 种 方法 的 计算 结果 如 下 : 
Inf) = (1—0)e°* ay 0,778 801, 

Tp = +(e ° +2 *) ae 0, 683 940, 

           

1.0F 

Sip = Ste + de 461) a 0,747 180, 

图 7-2 画 出 了 7. 3 + Be A oe RK 

及 各 个 求 积 公式 对 应 的 播 值 多 项 式 ， 事 实 上 ,这 

个 积分 的 精 蓝 值 约 为 0.746 824, 因 此 辛普森 公式 

的 计算 结果 最 准确 ,中 抑 形 公式 其 次 . 应 注意 的 0 

是 ,梯形 公式 的 误差 (一 0. 062 884) 大 约 是 中 矩形 加 
公式 误差 (0.031 977) 的 两 倍 ， 图 7-2 三 种 水 积 方法 计算 je “dz 

的 示意 图 
7.2.2 iA SERIA DR Re 

RHEL? 2nAFRARMARSDRAn KRRAE. FRM SB te 
了 =? 为 偶数 的 情况 . 

定理 7.3: 当 zm 为 偶数 时 ,= 阶 牛顿 - 柯 特 斯 公式 至 少 有 2# 十 1 次 代数 精度 . 

【证 明 】 只 要 证 明 它 对 帮 z) 一 天 的 积分 余 项 为 0. 由 于 Fr D (人 一 (Ca 十 1)1， 
(mid ( 站 

RLF] = -| FE aon Ode = fas on (xd 

0.5F 

    

  

=n {TT = pode, 
6 525 

XB xc=a-th tC (O.nJ, BS 2=utn/2,.M 

oe! nf2 nr an . 

ROS] = Anil wall (# m5 i }du. 

£8 bP MB AC) = [[ (ur F—s), WF WR. 

H(u) = fl (u— 3). 

A A) Ey eK, HA BH n=O At, He) uy n=2 ht, (Cu) =(Cu-1l)etut 1). POL 

[Ho du = 0, BD REA] 0, ARI HM 7. 1 ABE. 
一 般 来 说 ,偶数 阶 牛顿 ̀ 柯 特 斯 公式 与 比 它 高 一 阶 的 公式 有 相同 的 代数 精度 ,但 后 者 计 
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算 函 数值 的 次 数 更 多 . 这 也 是 7. 2. 1 小 节 中 没有 列 出 3 阶 和 牛顿 - 柯 特 斯 公式 的 原因 . 

7.2.3 几 个 低 内 公式 的 余 项 

牛顿 - 柯 特 斯 公式 的 积分 余 项 符合 式 (7.8), 下 面 对 几 个 低 阶 公式 推导 便于 估计 积分 误 

差 的 余 项 公式 . 

1. 梯形 公式 的 余 项 

根据 式 (7.8) ,梯形 公式 的 余 项 为 

Ry =f) —TOP =| E® (y —ad(2—b)de, (7, 19) 

HH ee (a,b). HF PCOMFRADP EA. AERBARARKC7. 19 FHRBRE. BH 

POPS HSB PACH: BAK fx) giDHAEMLe ILA OA oe 

Fa, 纪 内 不 改变 正 负 导 ,jz) 连 续 , 则 至 少 存在 一 点 sa) ,使 
‘6 下 

| reopgceodz = ref 2 (x)dz. 

$PXtHR(7.19). RM glrd=(x-a) (rb), BM gle) <0, VrE [a,b], HL OBMEF z 

A) 34 SE WR BAO PAE 

Ry = noe | ea) ae Bde 一 一 LOG a, (7. 20) 

其 中 站 和 (asb). 

2. 辛普森 公式 的 余 项 

根据 式 (7.8) ,辛普森 公式 的 佘 项 为 

Rs = 1p — sp = [ FO —a(x- 444   }ex — bydz, 

BF Lab) Cea) (2-25? \ Cr —b) i ae EES Fe HE A BG EL 
He f° ORAS. PABA ADE BERR AS RR TS ACE BE BS HB UB — 些 技巧 ,来 推 

导 其 余 项 表达 式 . 

设 三 次 多 项 式 函 数 旦 (zx 满足 条 Hla) = 一 Fa)， 于 (2 外) 一 (4) Ho = f(b), 

以 及 (28) — (228) se a ea Ca) AB LE — A A AL 8D 

  

    

6.12 HOR Ho Ire THES Hea © Co 2) ea) aa) K 
PEE (a,b). FERRARI FR Hr) ABU HE 

Rs lees 2 oar bar(25")+ ro | 

=| f(x axe 
‘bo 由 & (a> 2 

=| f(x)dz—| Hidde = | £ qe a(x ~ 454) (x —b) dx, 

    

    二 | Ha) 十 4 再 (2 了) 二 Hb | 

    

此 时 ,函数 (xz 一 a)(z 一 到 2 (一 0 六 s0, yzE[a ,人 ,使 用 第 一 积分 中 值 定理 得 
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0 i 2 

Rs =/—@ (x—a)(x— 252) (a1 — b)dx 
4) Ja 2 

__ f° Cp) os 

See (6-— a)’, C7, 21) 

其 中 Ae (a,6). 

上 述 技巧 还 可 用 于 推导 中 抢 形 公式 的 积分 余 项 ,其 结果 为 

R= 1) -LY =LMo-ay, (7.22) 

其 中 ?E (ea 区. 对 比 公式 (7. 20) 和 公式 (7. 22) 看 出 , 若 被 积 函 数 的 2 阶 导数 变化 不 大 , 则 中 

拖 形 公式 的 误差 约 为 梯形 公式 的 一 半 , 这 解释 了 例 7. 3 中 的 现象 . 另外 注意 ,在 使 用 上 述 积 

分 余 项 公式 时 , 需 保 证 被 积 函 数 满足 相应 的 光滑 性 要 求 . 

牛 轩 - 柯 特 斯 公式 是 等 距 节 点 的 插值 型 求 积 公 式 ,使 用 方便 ， 从 表 7-1 着 出 ,mn 一 8 对 应 

的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 是 不 稳定 的 . 实际 上 , 当 nm 关 10 时 ,Ci (一 0,1,… ,2) 中 至 少 有 一 个 是 

负 的 ,而 当 mco 时 ， 

STL CY [+c 
BH, «BRE LAD A AAP BIR FN LAAT SR RA UL 9 a a 
结果 的 很 大 误差 .而 由 于 高 次 多 项 式 插值 存在 龙 格 现象 , 即 播 值 节 点 的 增加 并 不 能 保证 插 
值 画 数 收敛 到 被 积 函 数 上 ,牛顿 - 柯 特 斯 公式 可 能 不 收 伍 . 所 以 ,实际 土 只 使 用 低 阶 (a<<8) 

的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 . 

7.3 复合 求 积 公 式 

由 于 高 阶 牛 顿 - 柯 特 斯 公式 是 不 稳定 的 ,不 能 通过 提高 阶 数 来 提高 计算 积分 的 准确 度 . 

类 似 于 分 段 低 次 播 值 的 做 法 ,可 将 积分 区 间 分 成 若 于 个 子 区 间 ( 通 常 是 等 分 的 ), 再 对 每 个 子 

区 间 使 用 低 阶 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 ,通过 增加 子 区 间 的 数目 就 能 提高 整个 积分 的 准确 度 ， 例 

如 ,将 区 间 [a, 缮 等 分 为 上 个 子 区 闻 ,对 每 个 采用 阐 形 公式 计算 , 则 整个 积分 的 误差 为 梯形 

公式 积分 余 项 之 和 SOW (28) emp pO POO eae ec at an Hit 
K REAM. RHTRADAAKKA ZS RH (composite quadrature). 

7.3.1 复合 梯形 公式 

假设 将 积分 区 间 [a , 引 分 为 二 等 分 , 步 长 有 一 (一 上 )7z 在 得 到 的 每 个 小 区 间 [reyzey] 

上 用 梯形 公式 作 近 似 积分 , 即 

| raydz mw At pen + fled], 

ht z,=—etsh(h=0,1 2)， 竺 将 各 小 区 闻 的 近似 积分 相 加 ,得 到 诗 算 光 P 的 积分 公式 

  

al rw 工 

m=) SU flaeo + flaw] = S[ fa +25) Fld + fd]. (7.23) 

公式 (7. 23) 称 为 an 十 1 个 节点 的 复合 梯形 公式 . 

。24? 。



 

从 公式 (7. 23) 可 以 看 出 ,复合 梯形 公式 也 属于 机 械 求 积 公 冻 ,并 且 是 稳定 的 事实 上 ， 
它 是 利 镍 分 段 线性 插值 近似 被 积 函数 得 到 的 求 积 公式 (如 图 ?7.3 所 示 )， 由 于 分 段 组 性 插值 

， - 只 有 收敛 性 (定理 6. 10) ,容易 想到 复合 梯形 公式 也 
AAS 是 收 伍 的 下 面 从 另 一 个 思路 证 明 复合 梯形 公 趟 的 

oN geste tse x = 1。 收 生 性 记 aS few) TY md) 609+ 

1, LAS pan hI Fn) ] 

  

1 f “a 

图 ?7-3 人 算 合 梯形 公式 计算 积分 Cn 一 3) 一 六 (To 一 工 )， 

AT, ATS TP. ERS TAT 

Be NS BX DAL Ar Sd 2X BS ELE AS OR BLS EER AD fC) ET Be SU AR RY ae 

lim’, = | remaz 一 于 后 . [e{ HE lim T= TC) BELA lim T, — ICA). 内 此 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 7.4: 若 jz) 是 区 间 f5e, 刀 上 的 可 积 画 数 , 则 复合 梯形 公式 (7, 23) 具 有 收 仿 性 , 即 

limT, = IC f}. 

RERSMEARHILARY(A7-3D) BREN F fo=2 HAPEDERH.A 
KEA-KRRAE. FR SRCHROAM. 

在 小 区 间 [ zsvzti] 上 翌 撕 公式 的 积分 余 项 为 -. PCD RE AO Leer ym — 1 EE 
"= 段 积分 米 和 ,得 

，， min 
Kp —T, -一 也 [外 or j=-$- ne $3~—. 

Alba) uw <P (7, 24) 

OR 7€ (a8). Bi — — 25 eS FB Ee PA“ Ae” BFC) © Cla. bY het 

re 

存在 9 使 六 7 一 熏 

下 面 洛 义 等 臣 节 点 求 积 公式 的 准确 度 阶 数 , 香 明 确 地 区 分 不 同 公式 的 误 益 大 小 . 

定义 7.5; 若 -… 个 等 距 节 点 求 积 公 式 的 截断 误差 为 Ci) 小 量 关 为 节点 问 瑟 , 则 称 该 

方法 具有 p Br tH Corder of accuracy). 

根据 余 项 公式 (7. 24) ,可 以 看 出 复合 梯形 公式 上 共有 2 阶 准确 度 ， 一 个 求 积 公 式 的 准确 

度 阶 数 越久 , 则 短 着 六 的 减 小 其 结果 误差 减 小 的 速度 就 越 快 ， 

7.3.2 BA BRAN 

类 似 于 复合 梯形 公式 ,对 每 个 小 区 间 [zxe zi- 器 使 用 辛普森 公式 便 得 到 复合 辛普森 公式 : 

一 S [fC HAC) + fC) 

av al 

=>S, = al yw +45) flag +25) fla) + £@) |. (7. 25) 
k=O &=1 
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注意 在 公式 (7.25) 中 ,FPCxzri 表示 各 个 小 区 间 中 点 的 函数 值 ,而 .Ara) 十 2 >Y Fri) 十 CO) 
a=] 

也 是 复 会 梯形 公式 T, 所 要 计算 的 ， 

公式 (7. 25) 表 明 , 复 合 痊 普 森 公 式 属 于 机 械 求 积 公式 ,并 且 是 稳定 的 . 实际 上 , 它 是 利 

用 分 段 二 次 函数 捅 值 近似 被 积 明 数 得 到 的 求 积 公式 . 同样 性 以 证 明 , 复 合 辛普森 公 趟 具有 

收敛 性 ,以 及 三 次 代数 精度 . 

根据 辛普森 公式 的 积分 余 项 (7. 21) ,可 推导 出 复合 辛普森 公式 的 积分 余 项 为 

[站 一 5 一 一 天 亲生 二 一 四 (CD 一 OK 和 (7. 26) 

可 以 看 出 ,复合 辛普森 公式 具有 4 阶 准确 度 ,因此 它 的 截断 误差 误 减 速度 比 复 合 梯形 公式 快 

得 多 . 

例 7.4( 复 合 求 积 公 式 ): 要 计算 积分 

T 一 | smzdz， 
uo 交 

已 知 x 一 8 对 应 的 区 间 等 分 点 上 的 被 积 函数 值 F(z) -Smz( 列 于 表 7-2), 求 复合 梯形 公式 及 
辛普森 公式 的 结果 ,并 估计 误差 

表 7-2 fy RR 
  

  

  

  

  

  

x fix x fx) 

Q 1 578 0,936 155 6 

1/8 0, 997 397 8 3/4 0, 908 851 7 

1/4 0,989 615 8 7 7/8 0.877 1926 

3/8 0.976 7267 i 0. 841 4710 

1/2 G6. 958 851 1         

CM] HS KILO. 8 等 分 ,应 用 复合 梯形 法 求 得 
Ye = 0.945 690 9. 

MLSS IB) 4 SD ERR AT 
S, = 0. 946 083 3. 

Hy APARNA AR RIE ER fC) = 0g a 
. 1 

fla) = 2 = { cos(azt)des 
x a 

f° Cr) = I. (cost Yat = [ ecos( 22 + =) a 

于 是 
cl 1 

cos (xt + | [sae < | tide = 1 

  

4 

max | f(x) I< | 
Oars] 

可 得 复合 梯形 公式 的 误差 估计 
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2 

[Rra(f) |=|1—T, |< 2 max | f(x) | 
12 O21 

111V21 - <i(z) = 0.434 X LO, 

对 复合 辛普森 公式 估计 误差 ,可 得 

oe Ply a _ “6 (Rs,(f |=} I Si I< 5955( 4} 5 = 0.271 x 10°, 

LRH SAERRARKERARBECAD ERR MBS. SL ROWER 

值 约 为 7 一 0. 946 083 07 ,与 它 比 较 ,复合 梯形 法 的 结果 Ts 一 0. 945 690 9 只 有 两 位 准确 的 有 

效 数 字 ,而 复合 辛普森 法 的 结果 S, = 一 0.946083 3 却 有 6 PARKS. 两 种 复合 求 积 公式 都 

使 用 9 个 点 上 的 函数 值 , 计 算 量 基 本 相同 ,然而 精度 却 差别 很 六 . 

除了 复合 梯形 公式 .复合 辛 普 森 公式 ,还 可 根据 柯 特 斯 公式 (7. 18) 得 到 复合 柯 特 斯 

公式 ， 

7.3.3 步 长 折 半 的 复合 求 积 公式 计算 

由 于 积分 余 项 公式 包含 被 积 函 数 的 高 曾 导 数 , 并 且 使 用 它 往往 高 佑 误差 ,对 一 般 的 积分 

问题 往往 不 能 用 它 来 岩 计 误差 ,更 不 能 通过 积分 余 项 确定 复合 求 积 公式 的 步 长 关 为 了 自 

动 地 确定 复合 求 积 公 式 的 步 长 ,以 满足 结果 准确 度 的 要 求 ,实际 算法 常常 逐渐 碱 小 步 长 多 次 

计算 复合 求 积 公 式 , 直 至 结果 达到 甫 定 要 求 . 减 小 步 长 …- 般 采用 步 长 折 半 的 做 法 ,这 样 可 利 

用 已 计算 出 的 芽 数 值 从 而 减 小 计算 基 . 

首先 看 看 步 长 折 半 后 复合 梯形 公式 的 计算 ， 考 填 将 原来 的 每 个 小 区 间 二 等 分 得 到 

2n 个 小 区 间 ,增加 了 积分 节点 zs+y (一 0，…m 一 1), 记 步 长 折 半 后 的 复合 梯形 值 为 Ta， 此 

时 , 源 来 的 区 和 间 [z,yzssi] 相 当 于 两 个 小 区 间 ,对 它 用 复合 梯形 公式 算出 积分 近似 值 为 

AE fea) + fang) H+ AL frag) + fn] 

将 个 小 区 间 [xx 9 ,天 一 0 en] 的 绪 果 要 加 ,整理 后 得 到 

no] n-) 

Te =F Dy glia + Flam d]}+ FO fang) 
k=O 

1 A 
之 了 一 oh + a >) flay). . (7, 27) 

40 

公式 (7. 27) 表 明 , 计 算 积 分 步 长 折 半 后 的 复合 梯形 公式 可 方便 地 利用 折 半 前 的 结果 T ,只 
需 对 新 增加 的 积分 节点 再 计算 浮 数值， 公式 (7. 27) 称 为 递 推 化 的 复合 梯形 公式 ,利用 它 能 

» HEIRS MiBIANEN Bek 快速 地 更 新 步 长 折 半 后 的 复合 梯形 值 . 
。 计算 S 新 增 的 积分 节点 对 于 复合 辛普森 公式 , 步 氏 折 半 前 后 的 S. 和 
一 So 并 不 具有 像 式 (7. 27) 那 样 的 简单 关系 ,但 如 

ee 疼 7-4 所 示 ,计算 Sw 时 诛 来 积分 节点 处 的 函数 值 仍 
图 7-4 步 长 折 半 的 复合 辛普森 公式 ”可 以 重用 ,只 需 表 计算 2 个 新 增 节 点 处 的 函数 值 . 

用 到 的 积分 节点 与 上 上 述 两 种 公式 不 同 , 中 和 抢 形 公式 计算 区 间 中 
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点 处 的 酌 数 值 ,由 它 导 出 的 复合 求 积 公 式 在 步 长 折 半 时 无 法 重 形 已 有 的 结果 .因此 ,虽然 中 

和 扼 形 公式 与 黎 形 公式 的 精度 阶 数 由 则 ,在 实际 应 用 中 却 较 少 使 用 . 

7.4 Romberg 积分 算法 

本 节 基 于 复合 梯形 公式 的 余 项 麻 开 式 , 推 导 - ' 种 快速 收敛 的 Remberg( 龙 贝 格 ) 积 分 算 

法 . 该 算法 利用 理 查 森 外 推 得 到 更 高 阶 精度 的 求 积 公式 ,从 而 以 较 小 的 计算 量 得 到 较 准 确 

的 结果 . 

7.4.1 复合 梯形 公式 的 余 项 展开 式 

首先 给 出 一 个 有 藉 复 合 梯形 公式 积分 余 项 的 定理 , 它 得 到 复合 梯形 公式 的 余 项 展开 式 ， 

是 Romberg 算法 的 基础 . 

定理 7.5: 设 被 积 函数 Atz) 定 义 在 区 间 fe, 引 上 , 且 任 意 阶 导 数 连 续 , 工 (5) 为 积分 步 长 
为 疡 的 复合 梯形 公式 的 结果 ,一 上 5 一 a)yn, 则 有 展开 式 

T(h) = If) ta,h? Haght +o tah® fe, (7, 28) 

共 中 系数 gw (一 1,2，) 与 大 无 关 ，. 

【证 期 3 (OE KA ei IPR Fae ARB LIF Hi 

a4 
ICY = fart + find Ce — teh + 

为 了 记号 简便 ,这 里 用 /9 表示 mm 阶 导数 Fem const) ht Sag Rl fo PBC xa 
处 的 1 阶 和 2 阶 导 数 .分别 将 = 一 zts4 一 A/2 和 一 za 十 /2 代 人 上 式 ,就 得 到 /xi) 和 
(zsu ?的 展开 式 ,两 着 相 加 得 到 

  (一 zt 十， (7, 29) 

  

find 乒 2 firs A 7 Fay) + f(a) = 2fng $2 (+) +253 (3) evs, 

所 以 ， 

AL pla) + flan] = hf ect +f (4) frit A(t ) 产生 十 

m1 

由 于 复合 梯形 公式 TU) = St Af + fre) ]. SBM FRR: 

       

£=0 2 

Tih) = nding +3 #(F ) 3 fat A(F ) an (7. 30) 

AAW M fo) MRK, 2 在 区 Ln zee) LBL 

[六 readz= PP +04 ies . 人 (全 i . 2(hy ae, 

MAIC) = [Fa rde 为 各 个 子 区 间 上 积分 的 总 和 ,因此 ， 

f= bh fog + AT wep st + (7.31) 

比较 公式 (7. 30) .公式 (7.31)，, 得 

。251 、



  

= 2 > yy 4. > 4); eee TH) =MP tory -2 二 四 St iene, (7, 32) 

由 于 式 (7. 32) 中 的 zx LAOS 阶 和 导数 与 六 有 关 , 还 需 进 - 步 处 理 . 考虑 对 挛 (z) 构 造 类 似 
于 公式 (7. 29) 的 展开 式 ， RE EET OED ANSE RE: TABI SA C7. 31) 的 结果 

[par = nSS flag slop ty ta 5 fit + (7,38) 

利用 式 (7. 33) 消 去 式 (7. 32) 中 的 号 7; ,并 考虑 到 5) — f(a) = [s’'@ex 4 
上 一 下 

Th) = =1pt+.; ail ~ f (a)] 

+ ch’ 3. fi 十 cs 外 Sty + 

其 由 ci scs BRON H IOLA Fy ALR RE TESS BUD) A IO 

RRLRAAS H Sty. 依 此 类 推 , 最 终 得 到 表达 式 

T(R) rn +e, Lf) — flay? +2,° 9") — f(a) ht te 

+e,Lf% 2) — fh (ad ya Hon, (7, 34) 

其 中 ECE 一 1 2 WAR. 

设 we 三 cx (一 天“< (aea), 它 是 与 玉 无 关 的 量 , 则 根据 式 (7. 34) 原 命题 得 证 . 

7.4.2 理 查 森 外 推 法 

基于 复合 梯形 公式 的 截断 误差 展开 式 (7. 28), 可 以 得 到 更 高 阶 准 确 度 的 求 积 公式 . 这 

里 需要 使 用 理 查 森 外 推 (Richardsen extrapolation) 技 术 . 另外 ,为 了 自动 确定 合适 的 区 间 分 

度数 ,可 将 积分 区 间 逐 次 二 等 分 逐 新 提高 结果 的 准确 度 ， 为 了 表达 方便 ,做 如 下 符号 约定 . 

若 步 长 六 一人 一 a)72" ,对 应 的 复合 梯形 公式 计算 结果 记 为 Ti” ,每 个 小 区 间 二 等 分 后 , 步 长 

恋 为 人 一 a)72"1 ,相应 的 复 合 习 形 公式 结果 为 Ti 一 并 (7A2) ,这 里 的 下 标 “0”* 代 表示 经 过 

外 推 的 原始 复合 梯形 公式 ， 此 外 ,将 蕊 六 简 记 为 了 

根据 定理 7.5, 步 长 折 半 前 后 两 个 复合 梯形 公式 的 误差 分 别 为 

TS —To-ah  tahit«, (7, 35) 

Tory T= Da + Tea + ， (7. 36) 

¥eSKC7. SE FEL 4 PRR ERC7. 35) RAMEE 3,588 

ae 
4 一 =- 全 Te +I _ 4 一 
  

4T44D — Tim aye ， 

一 一 一 了 一 ght = OF"). 

这 说 明 (47T8 一 To)73 是 共有 更 高 阶 准确 度 的 求 积 公式 . 这 种 通过 将 不 同步 长 对 应 的 结 

果 作 线性 组 合 得 到 更 高 阶 准 确 度 结果 的 做 法 就 是 理 但 森 外 推 . 
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将 上 述 一 次 外 推 的 结果 记 为 Ti”, 则 

Ti 一 二 一 作 (7, 37) 

容易 看 出 它 的 截断 误差 上 共有 下 述 展 开 式 

Ty -—l=pht+pai+--, (7. 38) 

BKHRH BU=1,2.°) 5A BK, 

CE Ty? PEK SH 2° VD RAG KARE S RPRARHEAR, Be GE 

留 给 读 考 思考 , 这 里 应 注意 的 是 ,计算 Ti” 的 过 程 不 同 于 真 接 计算 复合 辛普森 公式 , 它 首先 

利用 复合 梯形 法 的 递 排 化 过 程 算出 Ti .T8 5 ,然后 根据 公式 (7.37)? 算 出 Ti 

上 述 计算 TI” 的 理 查 森 外 推 技术 可 针对 不 同步 长 对 应 的 古 ” 继续 应 用 ,构造 出 更 高 阶 

准确 度 的 求 积 公式 ,这 就 得 到 下 面 的 Romberg 算法 . 

7. 4.3 Romberg #3# 

当 积 分 区 问 亚 次 二 等 分 时 ,可 得 到 一 系列 复合 梯形 公式 的 计算 结果 {Ti ,T52 ，…， 

Ti , 称 其 为 梯形 值 序列 . 按照 式 (7. 37) ,将 梯形 值 序列 中 相 邻 两 个 值 作 线性 组 合 产生 

的 值 序列 记 为 172)， 公 式 (7.38) 表 明 ,TI” 值 序列 误差 展开 式 的 普 项 是 六 由 , 则 从 了 5 值 

序列 两 个 相 邻 值 的 如 下 线性 组 合 得 到 Te" 值 序列 

Te 一 se 个 ， (7. 39) 

其 误 盖 展开 式 为 
Ti —T=yhi tyh® +o = OC), (7. 40} 

ARCS HE . OY RSE Ty APT 值 序列 等 . 它们 的 积分 误 益 满 足 如 下 公式 : 

TY? —1 = OC), (k= 0.1.0"), (7.41) 

Ma TY Tre? BB Te SEAR 

Te 2 BUTE Te (7, 42) 1. 7 ge _ ] 

可 以 证 明 ,T 妃 值 序列 是 区 间 逐 次 二 等 分 的 复合 柯 特 斯 公式 的 结果 . (AMF RO? 

Ty” 值 序列 , 它 不 再 是 某 个 牛顿 - 柯 特 斯 公式 对 应 的 复合 求 积 公式 ,并且 ,TCR 衬 0) 是 机 械 

求 积 公式 , 且 其 积分 花 数 均 大 于 0, 因 北 基 稳定 的 . 进一步 推导 训 得 
Te = T= (f(b) — FRY Ca) Jal? fee, 

其 中 c 为 常数 . 这 说 明 求 积 公 式 Ti BA 22+1 KRRBE. KFRBARTY HAR 

性 ,有 如 下 定理 . 

定理 7.6: 若 被 积 函 数 jz) 充 分 光滑 , 则 在 区 间 和 逐次 二 等 分 的 复合 梯形 公式 基础 上 外 

推 得 到 的 Ti” 值 序 列 满足 

CD limTi 一 了 二 01 

《2) limT4" 一 上 
下 一 cm 

对 定理 7.6 的 证 明 不 做 讨论 ,只 需 理解 其 含义 结论 (1) 说 明 当 积分 节点 数目 赵 于 无 穷 

时 ,Te 一 定 收敛 到 准确 的 积分 值 , 即 求 积 公式 Tt” 具有 收 狭 性. 结论 2) 说 明 随 着 理 查 森 

外 推 的 级 别提 高 ,积分 值 的 序列 也 收敛 到 准确 值 . 
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综 上 所 述 ,Roemberg 求 积 算法 的 计算 过 程 可 通过 表 7-3 来 表示 ，, 按 从 上 到 下 的 顺序 逐 行 

计算 . 算法 7. 1 给 出 了 Romberg 求 积 算法 的 描述 . 

囊 7-3 Rombere RABE RUHR 
  

  

  

  

  

  

  

h TS Te TT! Te Tt! 

b-a Ty 

oe Ty + Ti 

ba Te + TO TY 
4 ° 1 2 

8 TS Tet TH -To 

6 a 4) > 2) (17 0) 

16 Ts oT +7} 一 下 Ti 
                

算法 7. 1: Romberg 积分 算法 

mA: RHR 坊 区 间 [a，5b]; 输出 : 积分 值 工 . 

hi=b-a? 

nmi=Q; 

no" := 之 [£(a)+£(b)}; 

Repeat 

根据 递 推 化 的 复合 梯形 公式 (7.27) 计 算 

利用 公式 (7.42) 有 近 个 计算 表 3?-3 第 n+f2 RSPR: Te re; 

也 ;一 站 十 二? 

hi=h/2; 

Until 17 - Te l<e 

r=. 

根据 定理 7.6 的 结论 (2), 算 法 ?. 1 使 用 相 邻 两 个 积分 近似 值 之 差 作 为 判 汤 收 伍 的 依 

据 ,s Nik BIA. 

Romberg 积分 算法 思想 可 福 括 为 :“ 以 复 仓 梯 形 求 积 公 式 的 误差 展开 式 ( 定 理 7. 5) 为 

依据 ,在 形 戒 步 长 逐次 减 半 的 梯形 值 序列 的 同时 , 租 过 理 查 森 外 推 法 构造 收敛 阶 更 高 的 值 序 

列 ” 它 具 有 如 下 特点 : 

《1) 逐次 二 等 分 积分 区 间 !; 

《2) 仅 使 用 复合 梯形 公式 工 ,及 其 递 推 计 算 公 式 , 以 及 外 推 计算 公式 ; 

(3) 具有 远 高 于 2 阶 的 准确 度 ; 

(4》 通过 根 邻 级 别 的 外 推 值 之 差 作为 循环 的 判 停 准则 ,得 到 足够 准确 的 积分 结果 . 
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例 7.S(Romhberg 积分 算法 ): 用 Rombcerg 算法 计算 例 ?7.4 中 的 积分 ,循环 结束 阔 值 设 

为 gs 一 10 :， “ 

Ci] 75 Romberg RAH CANT RR”) HAAR RAM. 
  

  

  

  

    

; 7 | Te a 

1 0, 920 735 5 

1/2 0, 939 793 3 G. 946 145 9 

1/2? 0.944 5135 0. 946 086 9 0, 946 683 00     
从 表 中 可 以 看 出 ,经 过 两 次 步 长 折 半 后 计算 出 Ti , 即 满足 条 件 退 出 循环 ,此 时 的 结果 

与 准确 值 I 二 0. 946 083 07 非常 接近 ， 回 顾 例 7, 4, 复 合 辛普森 公式 的 结果 9. 需要 计算 9 次 

丽 数 值 ,而 Romberg 算法 只 需 计 算 5 次 函数 值 就 得 到 了 更 准确 的 结果 ， 

关于 Romhberg 算法 ,应 注意 的 是 定理 7. 5 要 求 被 积 函 数 六 z) 充 分 光滑 ，, 当 这 个 条 件 不 

满足 时 ,定理 7.5 的 展开 形式 虽然 成 立 , 但 系数 w 可 能 是 无 穷 大 的 量 . 此 时 ,Romberg 算法 

得 到 的 高 阶 外 蕉 值 未 必 更 准确 ,下 面 的 例题 体现 了 这 一 点 - 

例 7.6: 用 Romherg 算法 计算 积分 工 一 | eeaz. 

【 解 了 zz) 一 zz 在 [0 上 上 仅 是 一 阶 导数 连续 ,用 Romberg 算法 计算 结果 现下 表 ， 从 

表 中 看 出 ,用 Romberg 算法 算 到 关 王 1725 时 的 准确 度 与 复合 辛普森 求 积 公 式 : - 样 . 这 里 ! 

的 精确 值 为 0. 4. 
  

  

  

  

  

  

              

h The | Te Ty Tye Tin Th 

1 0, 500 000 

1/2 0.426 777 0. 402 369 

1/2? 0.407 018 0. 400 432 0. 406 302 

1/23 0.401 812 0. 460 077 0. 406 054 Q, 406 050 

1/2s 0, 400 463 G, 460 C14 0, 400 009 0, 400 609 6, 400 009 

1/25 G. 400 118 Q. 400 002 Q. 400 002 0. 400 002 0. 400 002 Q. 400 002 
  

基于 上 述 分 析 ,使 用 Romberg 积分 算法 要 你 证 计算 Ti” RIE f(z) €C*La.6], A 

此 在 一 些 实 用 的 Romberg 算法 中 会 对 这 一 点 进行 检查 [35.. 

7.5 自 适 应 积分 算法 

Romberg 求 积 算法 通过 逐次 外 推 得 到 具有 高 阶 准确 度 的 求 积 公式 ,但 它 的 前 蛤 是 被 积 

函数 具有 充分 的 光滑 性 , 即 各 阶 导数 均 连 续 . 另 一 方 曾 ,Romberg 算法 使 用 的 积分 节点 在 整 

个 区 间 上 沟 色 分 布 (总 数 约 为 2") , 当 积 分 区 间 内 函数 值 变化 较 大 时 其 计算 效率 不 高 . 本 节 

介绍 一 种 自 适 应 积分 方法 (adaptive quadraturc method) , 它 能 音 动 适应 各 种 被 积 盯 数 , 非 铅 

多 地 选 扫 积分 节点 ,计算 效率 很 高 ， 丽 号 , 自 适应 积分 算法 只 做 一 次 理 查 森 外 推 , 适 合 于 被 

FR GIS EA UTA. 
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7.5.1 自 适 应 积分 的 原理 

自 适应 积分 包括 对 积分 节点 的 自动 选取 ,希望 利用 尽 可 能 少 的 曙 数 值 , 得 到 满足 精度 更 

求 的 积分 近似 值 . 定 积分 的 可 加 性 是 自 适 应 积分 的 基础 ,假设 < 是 和 之 问 的 某 个 值 ， 

那么 

[Fewer = [separt[ peer. 

SEEBEHMRERBAMSS HAHATAPAATR RMACNZALHEABENE 

果 . 如 果 两 个 积分 中 的 某 一 个 不 够 准确 , 则 可 以 将 它 递 归 地 拆 分 为 更 小 区 间 上 的 积分 . 这 

样 得 到 的 算法 可 自动 适应 各 种 被 积 函 数 , 它 在 画 数 值 变化 则 烈 的 地 方 使 用 较 多 的 积分 节点 ， 

而 在 函数 值 变化 平缓 的 地 方 使 用 较 少 的 积分 节点 . 

为 了 判断 一 个 区 间 是 否 还 要 网 分 ,通常 对 该 区 间 计 算 两 次 积分 ,将 两 个 结果 的 差 作 为 误 

差 估计 . 一 种 简单 的 做 法 是 使 用 辛普森 公式 和 复合 辛普森 公式 ,后 者 的 子 区 间 个 数 为 2, 相 

当 于 计算 步 长 折 半 前 后 的 复合 辛普森 公式 . 假设 S 和 3S: 分 别 代表 辛普森 积分 和 复合 辛 普 

杰 积 分 的 结果 , 则 根据 式 (7. 26)， 

T 一 SR 24(T 一 3:)， 

因此 ， 

IT 一 3 一旦 二 人 (7.43) 

当 积分 区 间 内 被 积 函数 的 4 阶 导数 变化 不 大 了 时, 上述 近 似 相 等 关系 成 立 , 此 时 S: 一 S 

的 大 小 能 很 好 地 反映 S: 的 截断 误 盖 . 将 这 个 误差 与 $: 相 灿 ,还 可 得 到 更 准确 的 积分 

近似 值 
SS; 一 S 

Q= Sit tes. (7.44) 

BE Lb IX Q RRM S. M S 使 用 理 查 森 外 推 得 到 的 结果 ( 见 式 (7. 397). 

7.5.2° 一 个 具体 的 自 适 应 积分 算法 

下 面 介绍 :个 具体 的 自 适 应 积分 算法 , 它 是 MATLAB 中 命令 quad 的 简化 版 本 ， 这 个 

算法 使 用 辛普森 公式 和 复合 辛普森 公式 计算 同 -一 个 区 间 的 积分 ,根据 两 个 结果 的 差 是 否 小 

于 值 判断 结果 的 准确 度 . 如 果 小 于 阔 信 ,使 腹 公 式 (7. 44) 算 更 准确 的 外 推 值 作为 积分 的 

结果 ,否则 将 积分 区 间 等 分 为 两 个 子 区 间 分 别 递归 地 执行 上 述 计 算 过 程 ， 

自 适 应 积分 算法 很 容易 用 递归 程序 实现 ,下 面 给 出 MATI.AB 程序 代码 [7]. 

function [Q, fcount]=quadtx(F,a,b,tol,varargin} 

SE RAN BE RR aw f(x), ADKIAA la, b1, tol ARAMA, RIMAA le-é 

tvarargin RNA BR FBS. KE OTA Aa 

gs 返 四 值 fcount 为 积分 计算 过 程 中 计算 ftx) 的 次 数 , 它 不 是 必需 的 参数 

AF: O-quadtx('x*1.5', 0,1); 

% (0, fcaunt]=quadtx (@humps, 0, 1, le-4); 

if ischar(F) & exist (F)~=2 SRE RRA BRIAR IEW inline BK 

F=iniline{F); 
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elseif isa(F,'sym'} 

F=inline (char (F}); 

end 

if nargin<4|isempty (tol) tiBRUAN tol A 

tol=l1.e-6; 

end 

c= (a+b) /2; % 计 simpson 2A ARR: i es BR 

fa=feval (F,a,varargin{:})}; 

fc=feval (F,c,varargin{:}}: 

fb=feval(f,b,varargin{:}); 

SVAN, ATA PR 

{Q,k]=quadtxstep(F, a, b, tol, fa, fc, fb, varargin{i:}); 

fcount=k+ 3; 

function ([Q, fcount}]=quadtxstep(F,a,b,tol,fa, fc, fb, varargin} 

Squadtx FAM EB A OB 

h=b-a; 

c= (a+b) /2; 

fd=feval(F, (atc}/2,varargint:}); 

fe=feval(F, (c+b)/2,varargin{:}); 

Ql=h/6* (fat4* fot fb); % Simpson AAW A 

Q2=h/12* (fat4* fds 2¥ fc+4* fet fb); % 复 合 Simpson 公式 的 值 

if abs (Q2-01)<=tol 

Q=Q2+ (Q2-Q1)/15; SHLAA AE RAR A ER 

fcount= 2; 

else SRT PEP FF (ale i BB 4 

(Ca, ka]=quadtxstep(F, a, c, tol, fa, fd, fc, varargin{:}); 

(Qb, kb] =quadtxstep(F, c, b, tol, fe, fe, fh, varargin{:}}; 

Q=Qat+ Ob; 

fcount=ka+kb+t 2; 

end 

AMADA —-T+RE BR. ADE lal [oR BRA HE ARK 

到 希望 的 准确 度 ? 巾 于 子 区 则 长 度 为 原始 区 词 的 一 半 ,一 种 策略 是 将 阔 值 减 小 一 半 ,此 时 如 

果 丙 个 子 区 间 积分 的 误差 都 小 于 tol/2, 那 么 它们 之 和 的 误差 必然 小 于 tol. 这 种 策 栈 并 不 是 

王 述 程序 所 使 用 的 ,因为 它 有 点 太保 守 了 . 首先 ,由 于 返回 结果 时 还 进行 了 理 查 森 外 推 , 实 

际 的 误差 比 阐 值 小 得 多 . 其 次 ,两 个 子 区 间 的 误差 都 接近 疝 值 的 情况 非常 少 ,往往 是 其 中 一 

个 接近 于 阐 值 ,而 另 -- 个 要 小 得 多 . 因此 子 区 疝 的 值 仍 可 以 使 用 原始 的 tol, 如 上 述 程序 
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中 所 实现 的 . 

例 7.7( 自 适应 积分 ): 利用 quadtx 程序 ,计算 积分 

  r=|'[ J + 1 — 6 Jax 
ol (z—0.3)'+0.01 Cz — 0.9)? +0. 04 . 

CR] BRAK (x) (x—0, 3)? +0, ol G@—o. 9)? +0. 04 

AB h—Smee.% A humps, 4 7-4 Pos RBA 10, 

  一 和, 实际 上 是 MATLAB 中 

  

      

数 在 * 一 0.3 处 有 一 个 剧烈 的 尖峰 ,在 z=0.9 处 有 | 六 
一 个 比较 缓和 的 尖峰 . a 

(iF quadtx BUTE Tmo Fk 
VERE 10‘): 4p x 

>> [Q, fent]=quadtx (@humps, 0, 1, le-4) 20 ae AN 一 

得 到 结果 为 29. 8583, 计 算 函 数值 的 次 数 为 93 次 ， 1 05 Lo 
这 些 积 分 节点 的 位 置 示 于 图 7-4 中 ， 图 7-4 humps 攻 数 曲线 以 及 自 适 应 积分 

上 述 例子 中 的 被 积 通 数 实际 上 存在 厌 苯 数 ,可 计算 中 的 积分 节点 位 置 

以 解析 地 求 出 定 积分 值 为 
_， -13588784 _ T= tan”! Sooyg7 十 11r 一 6 一 29.858 325 395 498 67、 

因此 ,针对 例 7.?7 可 以 改变 自 适 应 积分 中 的 误差 国 值 ,考察 积分 的 误差 与 闵 值 之 间 的 关系 . 

BATE RAMA 10°? 30 7 MAR) BN 10°" ,使 用 quadtx 程序 计算 上 述 积分 ,观察 计算 函数 

次 数 以 及 误差 的 变化 情况 ,实验 结果 列 于 表 ?7-4 中 (fcnt 表示 计算 通 数 值 的 次 数 ). 

R74 自 适应 积分 的 计算 量 与 误 闯 陆 闺 值 变 化 的 情况 
  

  

  

  

  

  

      
  

  

  

  

    

        

tol WH fi Q fent erc err/tol 

107! 29. 833 284 441 748 63 25 —2, 504e—02 —0. 250 

107? 29, 857 914 446 299 48 41 — 4. 109e—64 —0, 04] 

lo’? 29. 858 342 992 376 36 69 1. 76Ge—05 0.018 

107+ 29. 858 324 444 375 43 93 —~9%. Slle—07 一 0.010 

107? 29. 858 325 515 486 43 149 1. 200ce— 07 0.012 

10-* 29. 858 325 401 940 41 265 6. 442e— 09 | 0, 006 

1077 25. 858 325 394 998 19 369 -5, 005e—10 一 0.005 

1071 29, 858 325 395 526 31 605 2.763e 一 11 0, 603 

lo7? 29. 858 325 395 496 03 1061 — 2, 640e—12 — 0. 003 

19 * 29, 858 325 395 498 90 1469 2,274e—13 6, 002 

Joutl 29, 858 425 395 498 66 2429 7, 105e-15 —0, 00] 

lo 星 29. 858 325 395 498 67 4245 0. 000e+00 0. 000     

印 “计算 解析 积分 可 以 使 用 MATI.AB.Mathermatics 等 软件 的 符号 积分 功能 ,例如 MATLAE 中 的 命令 int, 
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从 表 7-4 看 出 , 随 着 指定 阔 值 的 减 小 , 求 被 积 函 数值 的 次 数 亚 渐 增 加 ,而 结果 的 误差 逐 

渐 减 小 . 并 且 对 于 这 个 例子 ,结果 误差 总 比 盖 值 小 得 多 . 

针对 实际 问题 ,设置 自 适应 积分 中 的 误差 阔 值 还 需要 一 些 经 验 和 技巧. 例如 ,可 先 用 一 

种 简单 方法 对 积分 值 进行 粗略 估算 《只 需 与 准确 值 同 一 个 数量 级 即 可 ) ,然后 可 根据 对 结果 

的 相对 误差 要 求 设置 算法 中 的 误差 财 值 . 另外 , 自 适 应 积分 虽然 在 实际 应 用 时 非常 有 效 ,但 

要 注意 避免 使 用 它 计 算 不 连续 函数 的 积分 ,或 积分 不 存在 的 情况 ,例如 积分 | 二 dz 是 
o 3x—1 

存在 的 ,但 被 积 函 数 并 不 连续 ,如 果 直 接 使 用 自 适应 积分 算法 将 导致 名 断 点 周 园 出 现 大 量 的 

积分 节点 ,程序 运行 很 长 时 间 才 出 错 停 止 . 因此 ,在 自 透 应 积分 程序 中 最 好 加 人 对 这 些 特 殊 

情况 的 判断 . 

  

7.6 高 斯 求 积 公式 

高 斯 求 积 公式 是 积分 节点 非 均匀 分 布 的 插值 名 求 积 公式 , 它 可 以 达到 最 高 的 代数 精度 . 

7.6.1 一 般 理 论 

前 面 介 绍 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 基于 等 距 节 点 的 多 项 式 插值 ,其 积分 节点 的 分 布 情况 是 确 

定 的 ,增加 节点 数 自 可 提高 它 的 代数 精度 . 如 果 不 假设 积分 节点 等 中 分 布 , 将 它们 也 作为 待 

定 参数 , 则 可 以 构造 出 具有 是 高 代数 精度 的 求 积 公式 . 

考察 一 般 的 插值 型 求 积 公 式 六 = SAS), 积分 系数 和 积分 节点 一 共 是 2r 十 2 个 

待定 参数 . 根据 定理 7.1, 检 查 当 被 积 销 数 为 1,z,…,z"” 时 求 积 公 式 的 准确 性 可 判断 它 的 

代数 精度 , 因此 ,可 列 出 如 下 联 立 方程 求 积分 节点 和 系数 : 
* é 

fad=1, Ari =fae, 
&=0 ° 

了 昌 

fader Arn =| ree, 
#=90 2 

f(x) =z", STA, “27 = [az 
k=0 a 

一 般 可 列 出 2a 十 2 个 方程 ,唯一 地 确定 2 十 2 FTBSRA BAD RRAREDRA Qnti 

次 代数 精度 这 种 具有 最 高 代数 精度 的 插值 型 求 积 公式 称 为 高 斯 求 积 公式 《Gaussian 

quadrature), 

27.6: AM I, = SA Cr) 的 求 积 公 式 具 有 2z 一 1 次 或 更 高 次 代数 精度 , 则 称 

为 (z 阶 7) 高 斯 求 积 公 式 ,其 积分 节点 称 为 高 斯 点 、 

例 7.8( 高 斯 求 积 公式 ): 推导 计算 积分 

I= [foe 

的 两 点 高 斯 求 积 公 式 G Cfo =A, fla +Ar flare). 
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〖 解 〗 令 求 积 公 式 对 前 4 个 单项 式 精 确 成 立 ,得 到 方程 组 

A, +A, =| ide = 2 
] 

Aix 十 Ara =| xdz =0 
] 

1 2 . 

Ayr} + A, 23 =| vds = 3 
1 

:zj +t Az = | zadz =0 

解 这 个 非 线 性 方程 组 ,同时 要 求 ri ,zz 均 为 实数 , 则 得 到 

zy =—1//3, a = 1/¥3, Ay =1, A; = 1. 

RA 

r= 1/73. X2 =— 1/73, A, =1, A, = 1, 

任 取 两 组 解 之 一 ,得 到 两 点 高 斯 求 积 公式 为 

Gil f) = f(— 1/4 ¥3) + fCA/ V3). 

H—-EBREM BAR (o=—-7' HADPER AERA LD KRABE. 

为 了 讨论 的 - 般 性 ,可 将 待 求 的 积分 扩展 为 带 权 积分 

[= | Acz)ocz)dr， (7.45) 

BR o(2) EK ARS Cla, SIP MMB 6.2),8 RHA ple) =1plad= 

= ,po(z) 一 e “等 情况 对 于 带 权 积分 ,相应 的 求 积 公式 为 
~ 

  

I, = Ala), (7, 46) 
克昌 

可 称 为 针对 权 昌 数 oCz)? 的 求 积 公式 ,这 种 近似 计算 积分 的 方法 相当 于 通过 积分 节点 和 积分 

系数 考 卢 权 函 数 的 影响 ,因此 不 同 的 权 函 数 对 应 不 同 的 求 积 公式 ,而 在 应 用 它们 计算 积分 时 

可 达到 减 小 计算 量 的 效果 . 对 于 针对 权 函 数 的 求 积 公式 (7. 46), 也 相应 地 有 插值 型 求 积 公 

式 .代数 精度 等 构 念 . 并 且 , 当 jz) 为 次 数 不 超 进 2* 十 1 的 多 项 式 时 求 积 公 式 (7. 46) 都 能 

准确 地 计算 带 权 积分 (7. 45), 则 该 公式 为 与 权 晒 数 p(z) 对 应 的 高 斯 求 积 公式 . 

要 求 出 高 斯 求 积 公式 ,一 种 方法 是 根据 定理 7. 1, 使 用 待定 系数 法 联 立方 程 求 解 高 斯 点 

和 积分 系数 . 但 注意 需求 解 的 是 2 十 2 PARRA BE. Hn RANMA RRA. RAE 

求解 . 下 面 介绍 的 方法 先 确 定 高 斯 点 的 值 , 再 求 对 应 的 积分 系数 . 先 看 一 全 定理 . 

定理 7.7: 设计 算 带 权 积 分 (7. 45) 的 播 秆 型 求 积 公 式 为 式 (7.46) ,其 积分 节点 z Ela, 

站 (一 0,1 5 则 式 (7.46) 为 高 斯 求 积 公式 的 充 要 条 件 是 : 以 积分 节点 为 零点 的 多 项 式 

az 一 人 oz pz 一 Zoo) 与 任何 次 数 不 超过 二 的 多 项 式 卫 (z) 在 区 阅 |a， 2 上 

AK p(x) IEE» Bl 

2 
| Pare Cr) pla dx — 0. (7,47) 

【证 明了 AWKEH. PRRARBAR WE RAAAR. EAR? 47) Rae. AR 

PAK. 46) A 2nt+ 1] RRA EBB Pde (2) AKRAB F 2nt+ 1] KB SM 
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式 , 所 以 

即 wsi(z) 与 任何 次 数 不 超过 ”的 多 项 式 P(z) 带 权 正 交 ， 

篆 证 充分 性 ,已 知 对 YP(z)EB3,， | Pkzyowicz?p(z)dz = 0, 要 证 求 积 公式 (7. 46 ) 为 

高 斯 求 积 公式 , 即 对 它 对 于 任意 被 积 函 数 /zeE 2. 的 积分 都 是 准确 的 . 首先 ,用 wiiCz)》 

BE f(x) fh Bl 

& a 

| PGzyowatz)e(tz)dz = SIAP Crea (ae) = 04 
7 4-0 

Ifa) = Pitre) (2) + Q(z), 

AF (OEP) WERE PCr), QD EP, 在 积分 节点 处 ， 
Fa) = Pala wei (a) +Q,f2) = Qa). Ch= OO. nd, 

A SORA QCA BA. ERA MRR 
b fe 三 

| reryetzpdz=| PsczyomGzetzydz+| acrecDdz 

=| 9.cz)ecmadr， 

出 于 式 (7.46) 为 播 值 型 求 积 公 式 , 则 它 必 定 对 于 次 数 不 高 于 ”的 多 项 式 函 数 准确 ,因此 

[repeeodz = AQ) = 六 Aurtzo， 
是 一 总 e-9 

这 说 明 求 积 公 式 对 什 意 的 F(z)yE Pay 都 准确 ,四 此 是 高 斯 求 积 公 式 . 证 毕 . 

定理 7.7 为 求 高 斯 点 提供 了 依据 ,只 需 找到 一 个 与 任何 次 数 不 超 过 ? 的 多 项 式 王 (z) 都 

带 权 正 交 的 a 十 1 次 铬 项 式 , 则 其 "十 1 个 不 重复 的 零点 就 是 高 斯 点 ,很 自然 地 想到 第 6 章 

St Bw TERA MR. Rig (ade. (2) .g11(2)) Ale, 如 上 关于 权 e(Cz)? 的 正 交 多 项 式 

族 , 且 和 (zz) 为 了 次 多 项 式 , 则 nm 二 1 次 多 项 式 pii(Cz) 就 是 我 们 所 需要 的 . 应 注意 ,6. 2.2 小 

节 曾 介绍 构造 正 交 多项式 的 Gram-Sehmidt 正 诡 化 过 程 , 以 及 正 交 多 项 式 的 几 条 性 质 ,其 中 

ERS og (O=S0ON at FREAK Ce, 妨 上 的 实数 , 且 均 为 单 根 . 这 正好 满足 

作为 高 斯 点 的 要 求 ,因此 求 正 交 多 项 式 wz) 的 零点 即 得 到 高 斯 点 . 

求 出 高 斯 点 乒 ,可 根据 播 值 型 求 积 公式 的 系数 公式 (7. 4)? 求 积分 系数 , 即 
内 

A, = J LiCxplrddr, Ck = 0,050), 

其 中 站) 下 一 口 ， 了 Ai A Lys eX, Ot WY AO Be BA 日 插值 基 冰 数 . 

下 面 讨论 高 斯 求 积 公式 的 稳定 性 . 余 项 和 收敛 性 . 由 于 ” 阶 高 斯 求 积 公式 具有 2z 十 1 

KARE BRAS (OF) bOAn KR ORR. CHEE 

AY , BA 

[15 cx rp(arde = SAM) =A G = Osler), 

显然 | 5(z)o(z)dz > 0, 所 以 积分 系数 均 大 于 0, 高 斯 求 积 公式 是 稳定 的 . 

类 似 玫 辛普森 公式 的 积分 余 项 ,有 如 下 关于 禹 斯 求 积 公 式 余 项 的 定理 . 

E78, FMM fo) ABH MARMARA LL = DAS.) 的 积分 余 项 为 
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R,LfI 一 | (zyp(z)dz — MA, 
k=0 

Qn 2) 5 
=f | wis (2 pla)dz, 

(2n + 2) te 

FOP wae = (2 — ao) (x, ). 

证 明 的 思路 与 推导 辛普森 公式 的 积分 余 项 非常 类 似 , 要 利用 高 斯 求 积 公式 有 2z 士 1 次 

代数 精度 的 性 质 . 考察 满足 条 件 P(x, = fla), P(r) =f (x) (k=9, see +7) 的 2n+1 次 

多 项 式 责 数 PCz) ,高 斯 积分 余 项 就 是 PC(r) rz) 的 积分 . 注意 PCz) 实 际 上 是 针对 节点 

xz 的 了 (z) 的 高 次 埃 尔 米 特 插值 函数 ,其 插值 余 项 为 蕊 -二 “全 wo5 (xz)， 然 后 使 用 第 
一 积分 中 值 定理 就 可 证 明 结论 ,详细 过 程 留 给 读者 思考 . 值得 一 和 所 的 是 ,这 里 的 函数 
wssttz) 为 正 交 多 项 式 ,| w35 (zyp(z)dz 实际 上 是 其 广义 2 - 范 数 的 平方 (参见 第 6 章 有 关 
内 容 )， 

关于 高 斯 求 积 公式 的 收 义 性 ,不 加 证 明 地 给 出 如 下 定理 ， 

定理 7.9: WH f(x) CClah) MA MRBUAK 1 = 》 Asr(xs) 是 收 伍 的 , 即 

  

mp- oo 

由 

limd, = | f(x) plx)dz. 

7.6.2 高 斯 - 勒 让 德 积 分 公式 及 其 他 

7.6.1 小 节 指 出 ,高 斯 点 为 正 交 多 项 式 的 零点 ,对 于 第 6. 2. 2 小 节 介 绍 的 各 种 正 交 多 项 

式 , 相 应 地 有 不 同 的 高 斯 求 积 公 式 ， 我们 重点 关注 勒 让 德 多 项 式 对 应 的 公式 , 它 的 积分 区 章 

为 [一 1,1], 权 函数 为 p(z) 一 1, 这 个 求 积 公式 称 为 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 ， 

求解 革 让 德 多 项 式 对 应 的 方程 可 得 到 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 积分 节点 ,然后 再 求 对 应 的 

积分 系数 ,实际 应 用 中 常常 预先 算出 这 些 信 , 如 表 ?7-5 所 示 , 应 注意 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 积 

分 节点 是 基于 原点 对 称 的 ,而 互 为 相反 数 的 两 个 高 斯 点 有 相同 的 积分 系数 . 另外 ,=1 时 

的 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 就 是 前 面 例 7.8 中 求 出 的 结果 . 

RS 高 斯 - 勤 让 德 求 积 公式 的 积分 节点 和 系数 
  

  

  

  

  

            

n at, Ag ” ze As 

0 0. 000 000 0 2. 000 000 0 +0, 906 179 8 0, 236 926 9 dae 

1 士 0.577 350 3 1.000 0000 4 £0, 538 469 3 0,478 628 7 
0. 000 000 0 0, 568 888 9 

2 士 0.774 596 ?了 0, 555 555 6 

0. 000 000 0 0, 888 588 9 士 0. 932 469 5 0.171 3245 

+0. 861 1363 0. 347 8548 5 +0. 661 209 4 0, 360 761 6 

  

对 于 一 般 区 间 上 的 积分 工 一 | ycoar， 可 通过 变量 代 换 将 其 转化 为 [一 1,1] 上 的 积分 ， 

语 利 用 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 进行 计算 ， 
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例 7.9( 敲 斯- 勒 让 德 积分 ): 用 高 斯 - 惑 让 德 公式 计算 积分 [ 一 |， sinzdz, 将 结果 与 
Romberg 积分 算法 做 比较 (结果 见 例 7.5). 

CMY Bwoe-o.sto.se. 则 了 = 二 | ， Smzdt. 根据 高 斯 - 惑 让 德 积分 表 可 先 计算 

| sin€0.5 +0. 52} 
1 O,5 +0. 52 

PABBA INE. Ren GE BikBROHRS DAS RRAMNA zr, A Ck=0; 
Leesa)» 则 

dt. 

_ . sin€G, 5 ++ 0, Say) 

了 之 4 0540.52, “ 

取 ”一 4， 根 据 才 ?7-5 计算 上 内 册 ， 进 而 得 到 了 的 近似 值 工 一 172 一 0.946 083 12 ,与 例 ?7.5 的 

结果 相 比 ,高 斯 积分 使 用 癌 样 的 5 个 节点 ,但 结果 的 准确 度 比 Rombcrg 算法 更 高 ， 

不 同 的 权 现 数 对 应 不 同 的 高 斯 求 积 公 式 : 只 需求 出 相应 正人 交 多 项 式 的 淮 点 即 得 到 相 庶 

的 高 斯 点 ,然后 再 求 积分 系数 ， 例如, 区间 「 一 1,1] 上 、 权 函数 p(z) 一 = 的 求 积 公式 

为 高 斯 - 切 比 雪夫 公式 ,而 区 间 ( 一 ce, 二 co) 上 、 权 函数 oz) 一 e- 的 求 积 公式 为 高 斯 - 埃 尔 
米 特 公式 ， 利 用 商 斯 - 埃 尔 米 特 公式 可 计算 形 如 工 =- | “ze “dz 的 无 界 区 间 积分 , 它 在 
涉及 随机 属性 的 问题 中 应 用 较 广 ， 由 于 标准 正太 分布 的 随机 变量 X 遵循 的 概率 密 眶 函数 
为 NOD =—~Zre 7, HERE PE MT- RIK ROR AVA RHA ROL FOO ee 

Tv 

bee. 

ELFCX)] = | _ FC) 

  

1 
  er dx = [Pox oe “daz, 

mu “ te 

由 于 高 斯 积分 的 特点 ,对 于 较 高 次 的 多 项 式 函 数 FE(z) 它 也 能 得 到 准确 的 结果 . 

计算 高 斯 求 积 公式 的 积分 节点 需 使 用 非 线性 方程 求解 算法 ,例如 牛顿 法 等 技术 . 对 于 

高 斯 - 袁 让 德 .总 斯 - 切 比 雪 夫 、 敲 斯 - 拉 盖 尔 ,高 斯 - 埃 尔 米 特等 常用 公式 ,文献 [5]J 给 出 了 计 

算 积 分 节点 和 系数 的 程序 . 一 般 的 数学 手册 中 也 包括 这 些 积分 节点 和 系数 的 值 . 

一 旦 有 了 预先 计算 好 的 高 斯 点 和 系数 ,高 斯 积分 的 程序 编制 非常 简单 . 对 于 特定 的 应 

用 问题 ,常常 根据 经 验 可 定 出 合适 的 阶 数 ”因此 用 商 斯 积分 林 达 到 很 好 的 效率 与 准确 度 的 

th. 然而 ,节点 数 不 同 的 高 斯 公式 一 般 没 有 公共 节点 ,这 导致 与 一 组 节点 对 应 的 顶 数 值 在 

用 另 一 组 节点 计算 积分 时 不 能 被 利用 ， 因 些 有 人 提出 扩展 的 高 斯 积分 公式 ,它们 在 自 适 应 

积分 .区 间 折 半 的 复合 积分 等 需要 两 组 求 积 公 式 的 场合 非常 有 用， 

扩展 的 总 斯 积分 公式 的 基本 息 想 是 限定 -此 积分 节点 的 位 置 , 青 确定 其 他 - 些 积 分 节 

点 和 所 有 积分 系数 使 牲 体 代数 精度 尽量 商 ， 例 如 ,Lobatto 公式 限定 区 间 端 点 为 积分 节点 ， 

这 样 的 阶 公式 串 达到 2* 一 ] 次 代数 精度 ; 另 一 种 KKronrod 公式 与 常规 的 高 斯 公式 成 对 使 

用 ,一 个 含 呈 个 节点 的 高 斯 公式 与 32 ] 个 节点 的 人 ronrog 公式 对 应 ， 通过 限定 使 用 这 

2 个 高 斯 点 ,然后 按 求 积 公 式 达 到 最 禹 代数 精度 的 要 求 确 定 其 他 za-1 个 节点 和 2m 十 1 个 系 

数 ,这 样 得 到 的 Kronrod 公式 有 32 十 1 次 代数 精度 [1]. 

在 介绍 了 各 种 数值 积分 方法 之 后 ,我 们 简单 讨论 二 维 ,二 维 积分 的 计算 , 实际 上 ,只 需 

将 多 重 积分 全 成 累 次 积分 的 形式 ,例如 : 
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百 『dfz) 

I = | flx wdydr, (7. 48) 
x aw cf 

则 可 以 使 用 前 面 介 绍 的 一 维 积分 方法 来 计算 . 假设 第 一 重 积分 使 用 形 如 ST Avg (a) 的 数 

值 求 积 公 式 ,其 中 g(Cz) 为 被 税 函 数 , 则 式 (7. 48) 成 为 
dtr.) 

Tas STA | fla dy, 
k=O olay 

待 求解 问题 转化 为 若干 个 一 维 积分 的 计算 .对 于 实际 问题 中 的 二 .三 维 积分 ,为 了 提高 计算 
效 挛 ,常常 采用 高 斯 积分 方法 ， 

应 用 实例 , 探 月 卫星 轨道 长 度 计算 

1. 问题 背景 

2007 10 A 24 8 188053, P?RR-MRA LSM -S"ABSEAZRM Pe 
ARBPAE. PBEAAMARRAOPRADADRBED READER POH ee LG 

to CA MR). KASS PRK PRR DS A eS OR RAM A 10. 3km/s. 这 
一 速度 比较 低 , 不 足以 将 卫星 送 往 月 球 轨 道 , 需 要 将 速度 提高 到 约 10. 9kra/s 才能 使 卫星 奔 

向 月 球 . 为 了 达到 奔 月 速度 ,需要 使 用 卫星 变 轨 调 达 技术. 

报 据 一 些 相关 知识 , 若 知 道 卫 星 的 近 地 上 志 、, 远 地 点 距离 可 以 计算 卫星 轨道 的 周 长 , 这 是 

一 个 撒 园 积分 问题 . 进一步 , 若 知 道 卫 星 绕 好 球 运行 的 周期 ,还 可 计算 卫星 运行 的 平均 速度 

RRM RRA BILCLS RARAREMRRER. 

2. 方法 原理 

图 (B)7 亚 示 了 卫星 轨道 平面 图 ,其 中 尺 为 地 球 半 径 ; 六 为 近地点 距离 ,为 远地点 距 

离 *c 为 杭 轩 焦距 .根据 描述 天 体 运 动 规律 的 开 普 勒 第 一 定律 ,地 球 位 于 梢 团 轨 道 的 焦点 上 . 

MO AAA GMA PSH KR A) 
2 2 至 -区 一 1， 

BCA) ear Asi DP Bait ACB) TL Sue mg 

  

HP ab PMHAKEMKEHRREMER. RAB Se, 

_ hy th, +2R 
a= — a? 

c>h,t+R-a = fey 2 
REM A BH T ROA TE AMER 
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b= fa’ 一 后. 

¥ Fh BRK L, Tmt eat ME ERKR, c=acosf, y—dbsing, x 

L= af Jey do = 人 Ja cos d+ & sin’ Odd, 

MT TH HL LH EH v. 
RHRE SHAR ERATE MSR — © ob sok, Fe i EA HD Bk 

度 不 是 常数 ,但 在 相等 时 间 内 卫星 与 地 球 连 线 所 扫 过 的 面积 相等 设 卫 星 的 轨道 周期 为 了 ， 

由 于 柱 贺 面积 为 rap, 出 单位 时 间 卫 星 与 地 球 连 线 扫 过 的 面积 为 

  

— nab =m. 

根据 开 普 勒 第 二 定律 ,在 近地点 处 卫星 速度 最 大 ,为 

v= 2s 

™ hi, +R 

3。 数值 实验 

在 MATLAB 中 可 进行 数值 实验 ,计算 数值 积分 采用 命令 quad， 已 知 " 娣 娥 一 如 "” 卫 星 

an i Pui 4 Ue FE Bh, =200km, 3h A SEH A, = 51 000km, WKF B R=6378km, AM 

周期 为 16 小 时 , 则 计算 轨道 长 度 和 近地点 速度 的 程序 如 下 : 

>>his 200; h2=51 000; R=6378; 

>> a= (hl+h2}/2+R; 

>>om {h2-hl)/2; 

>> b=sqrt (a*2-c%*2); 

>> f=@ (x) sqrt{a.*2. * cos (x) .*2+h.*2* sin{x) .%2); 

>>L=4%* quad(f, 0, pi/2) 

>> T=16* 3600; 

>>v=L/T 

>> vmax=2* pi* a* b/T/ (hi+R) 

HEGAL TK, Hi BK A 163 911km, FHA A 2. 846km/s, Hw RRA 

10. 302kmys。 在 默认 设置 下 ,quad 程序 计算 积分 时 算 了 149 次 函数 值 、 此 外 ,注意 上 述 程 

序 中 被 积 函 教 的 定义 , 它 使 用 了 带 参 数 的 汇 名 函 教 ,而 采用 逐 项 运 拭 符 也 是 很 必要 的 ， 

7.7 数值 微分 

一 般 而 言 ,计算 杖 数 的 微分 是 一 个 敏感 的 问题 ,数据 的 小 扰动 可 能 使 结果 变化 很 大 . 这 

一 点 和 积分 正好 相反 ,因为 两 者 是 互 道 的 过 程 、 ， 

图 7-5 显示 了 一 个 洲 数 扰动 前 后 的 两 条 明 线 ,可 以 

看 出 ,两 个 鸡 数 的 积分 值 变 化 不 大 ,但 导数 却 凑 别 fix) 

很 大 . 

数值 微分 一 般 是 利用 函数 在 离散 点 集 上 的 值 近 

和 似 计算 其 导数 ,基本 做 法 是 通过 捅 值 或 最 小 二 乘 拟 | 

合 得 到 光滑 且 便 于 求 导 药 近 似 两 数 , 然 后 计算 近似 图 7-5 PRANK 

”265 。 

fe) 

 



  

AROS. SHERRATT HARD RUSA RR ARRANAR. ARE 

RHE UE A ORO. RT RD Ot TR OTS A RT AHA 

FEF ARS WAH (automatic differentiation) , ERR S oh Hee ME RHE. 

然后 使 用 简单 两 数 的 求 导 公 式 以 及 链 法 则 得 到 解析 的 结果 . 已 有 一 些 有 效 的 自动 求 导 软件 

包 , 这 方面 央 容 超出 了 本 书 范 国 . 

下 面 介绍 几 种 简单 的 数值 微分 方法 ,它们 常用 于 处 理 表达 式 未 知 的 阴 数 ,也 是 微分 方程 

数值 解法 的 基础 . 

7.7.1 基本 的 有 限 差 分 公式 

几 种 基本 的 近似 求 导 公 式 可 通过 轴 数 的 差 商 导出 , 常 称 ORE  ® A (finite 

difference formula) ,它们 可 以 近似 理论 上 光滑 函数 的 导数 ,并 用 于 微分 方程 的 数值 解法 . 

给 定 一 个 光 溃 函数 六 区 一 及 ,要 计算 它 在 革 点 工 的 1、2 阶 导数 的 近似 值 , 考 上 碟 该 点 和 

邻近 点 罗 成 的 1.2 界 善 商 , 假 设 邻 近 点 为 zx 十 六 和 了 工 一 产 图 称 为 步 长 , 则 

fixsxth] = fata fe, (7, 49) 

flz.r—A] = ee (7, $0) 

flzrthiz—h] = fe! an (rh) (7,51) 

由 于 差 商 与 前 数 导 数 的 关系 ( 式 (6. 64)) ,公式 (7.49) 一 公式 (7,.51) 都 可 用 于 近似 广 (z), 其 

截断 误差 可 使 用 泰勒 展开 进行 分 析 . 考虑 泰勒 展开 式 

SER) = fd + hf +E fad te, (7,52) 

flak) = fa 一 a + EP, (7.53) 

ny 

D,(h) = LEE . £62) +008), (7.54) 

D(A) = fea tes — f(a) +O”). (7.55) 

这 里 将 式 (67. 49) 和 式 (7. 50) 分 别 记 D-CA) AM D(A), RRA AH AD 2 HX Clorward 

difference formula) Al @ & Z 2 X Chackward difference formula), 4 3 €7. 54), 4 

式 (7.55) 表 明 它 们 都 上 共有 1 阶 准 确 度 . 将 式 (?7. 52) 减 去 式 (7. 53) 再 处 理 , 得 到 

Dh) = Math) — fa W = f(r) +0). (7. 56) 

刀 ( 广 称 为 中 心 差分 公式 (eentered difference formula) 或 中 点 公式 , 它 具 有 2 Bree. 

使 用 2 阶 差 商 ,得 到 2 醒 导 数 的 近似 公式 

Gh) = 2flx—hyaye th) = LSE aes A) (7. 57)   

G.Ch) RRA 2 MB Pes Zp dX C2nd-order centered difference formula). # A H RE H 

式 67. 52) 3207. 53) 4000, SRB 
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Gh) = fe) +00), (7.58) 

Aik 2 RP PORAAABAA 2 BERR. 中 心 差 分 公式 DPCp) 积 2 踊 中 心 差 分 公式 

Ge) 的 准确 度 阶 数 较 高 ,因此 比较 常用 ， 

通过 减 小 站 药 值 可 碱 小 上 述 差 分 公式 的 截断 误差 ,但 应 注意 , 当 玉 很 小 时 舍 人 误 兰 对 最 

终结 果 也 有 较 大 影响 . 因此 ,并 非 闵 越 小 结果 越 准确 ,第 1 章 的 例 1. 2 就 说 明了 这 一 点 . 下 

面 再 举例 分 析 中 心 差分 公式 的 计算 误差 

例 7. 10( 中 心 差 分 的 计算 ): 用 中 心 差分 公式 计算 F(z) 一 Vz 在 工 一 2 处 的 1 阶 导数 ,并 

分 析 不 同步 长 上 取 值 对 结果 准确 度 的 影响 . 

(4) 取 靖 一 0.1, 用 中 心 差分 公式 计算 

D(A) = =fG7 7 Men. ve wie 

=0. 353 663 997 0. 

为 了 分 析 不 同步 长 设置 下 中 心 盖 分 公式 的 准确 度 , 计 算出 准确 的 导数 为 {=e 

0.353553 3905. FaAHRA-O.1IHALUEAHMARRS. FRR hE PO 

分 结果 列 于 表 7-6 中 (计算 采用 IEEE 双 精 度 浮 点 数 ). 

表 7-6 步 长 逐渐 减 小 时 中 心 兰 分 的 结果 

h Dh) EPS CLK bh Dd 准确 数字 位 数 

107? 0,353 554 4955 5 lo-* 0. 353 553 3977 8 

  

  

  

107° 0. 353 553 4016 6 19 0. 353 553 408 8 6 
  

10 # 0, 363 553 390 7 9 10- 7 0, 353 553 852 9 6 
  

10 0, 353 553 390 6 9 1074 0. 353 550 522 2 5 
  

lo”s Q. 353 553 390 6 9 lo"? 0, 353 606 033 3 3 
  

1077 0, 353 553 389 9 7           
  

表 ?7-6 中 数据 说 明 , 当 关 减 小 到 一 定 程 度 后 , 舍 人 误差 变 得 很 大 ,使 得 结果 的 误差 

到 而 增 大 . 实际 上 , 根 设 leita ATH (MOMREF WERERA 

cn EM +E, HY 405 Fo A= (erate: ew 最 小 . 进步 分 析 知 Ms“0. 075 36,es< 

10 5 , 则 佑 算出 误差 最 汪 时 h=*1,6X10 ,这 与 表 7-6 显现 的 现象 基本 符合 . 

7.7.2 搬 值 型 求 导 公 式 

与 利用 差 商 构 造 数值 微分 公式 不 同 , 可 根据 一 些 离散 点 上 jz) 的 值 构 造 播 值 多 项 式 

PCz), 然 后 用 P(z) 的 各 阶 导数 近似 7(z) 的 各 阶 导数 .这 种 方法 可 得 到 更 一 般 的 近似 求 导 

公式 ,它们 被 称 为 播 值 型 求 性 公式， 

BE BER PBK FCT zo ec, REY PBA f (2dr fC x, FE 2 TS BH 

日 播 值 多 项 式 
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Pix) = Sha di2) 

HP LAB A SE A 

PE (2) = ST fae Ce) a f(x), C= 1,25), (7, 59) 

KP? Co) AST A SE EXE. 

1. 两 点 播 值 

设 拉 格 朗 日 插值 的 阶 数 1, 有 两 个 捅 值 节点 z .2 CR A x) — x0) WG BI — RL 

略 裔 日 插值 多 项 式 

  

PICz) 一 了 二 一 一 二 Xo 十 ofa) 

=F ita) +* a F(a), 

那么 ， 

Pix) =F fa) +L fta,) = Fv fo, (7. 60) 

4c Rbsr Ka 时 ,这 就 是 近似 产 (z) 的 向 前 差分 公式 或 向 后 差分 公式 .分析 它 的 截断 

如 差 可 利用 拉 格 朗 己 插值 余 项 公式 , 则 

  Fa) — Px) = FB a + BB. Spor, (7.61) 
FOP wa Ce = (Cr —eCr— a.) AF wets C2) =0, 

F(a) — Pa) = LePage b= Orn), (7,62) 

利用 式 (7. 62) ,有 

f' (ay) — Pi (a) =— £@, = OA), (7.63) 

fa) — Pin) = 三 en 一 OP) (7. 64) 

这 分 草 是 向 前 、 身 后 差分 公式 的 坑 断 误差 ,与 公式 (7. 54) .公式 (7. 55) 的 结果 一 致 . 

2. 三 点 揪 值 

设 拉 格 朗 日 插值 的 阶 数 a=2, 三 个 等 揭 播 值 节点 为 ze ,zi 一 zo 十 六 ,zz 一 im t+2h WTB 

到 二 次 拉 格 朗 皇 播 值 多 项 式 

(之 一 了 1)(z 一 Ca — ty) Cx —       
Pi (a) = (x5 aR HD > fan) + ee fox) 

(一 zz 一 
ae Ee eh 

HERR ac=—atth, A 

Pi (ay 4th) = Fue 12) flay) — = 2) flay) + D Fixe), 

两 端 对 上 求 导 得 

OP Cae +h) = 位 一 

  

r
o
l
e
s
 

3 ) fae) (22-2) f(x.) + (一 5) fla), 
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一 pkz) = “pin, th) 
dx 

_ (1-5) Flr) — (2t—2) fla 十 (:— 5) sa 
  

  

> (7. 65) 

FRASER HA. BAM FM MURSAR. 

P(x) == Site) Fe a (7, 66) 

Pox,) = foto 4 fOr) | (7, 67) 2h 
P32.) = 了 人 士 37(Czz) (7. 68) 

其 中 公式 (7. 67) 就 是 计算 大 (zi ) 的 中 心 差分 公式 , 它 少 计算 一 次 函数 值 . 利用 式 (7. 62) 可 

类 似 地 分 析 上 述 三 点 公式 的 截 新 误差 ,结果 表明 它们 都 具有 2 阶 准确 度 . 

对 三 点 播 值 函数 还 可 以 求 2 阶 甚 至 高 阶 导 数 . 例如 对 公式 (7. 85) 再 求 一 次 导数 ,得 

f" (2) & PY) = FG —2Sfav F Sea (7.69) 

当 z 一 zi RE fOr AY 2 Ba BAR GAD. ARC. 6B £7 (20) 

Af’ (x.) MURGRAFUIOMRENHRMRS.G 

fl) = 一 2 FF) + O¢ny, k = 0,2. 

这 说 明 它 但 仅 有 1 阶 准 确 度 . 公式 (7. 59 近似 产 (z:) 时 的 准确 度 最 高 ( 即 2 阶 中 心 差分 )， 

上 共有 2 阶 准确 度 . 

从 上 述 讨论 看 出 ,只 需 增 加 插值 节点 即 可 构造 出 更 高 精度 或 求 更 高 阶 导数 的 近似 公式 . 

而 对 于 节点 不 等 距 的 情况 ,用 多 项 式 插值 可 类 伏地 构造 出 适合 实际 问题 的 近似 求 导 公式 ， 

更 复杂 的 数值 微分 方法 可 利用 三 次 样 条 播 值 计 算 近 似 导数 ， 

7.7.3 数值 微分 的 外 推算 法 

基于 中 心 差 分 公式 的 误差 展开 式 

fe) - Dea) = ah? bagh! tee tah te, (7,70) 
其 中 w (一 1,2,…) 是 与 天 无 关 的 量 , 也 可 以 使 用 理 查 森 外 推 技术 得 到 更 准确 的 导数 值 . 这 

个 过 程 与 由 梯形 求 积 公 式 外 推出 更 高 阶 的 近似 积分 公式 完全 类 似 ， iH ARH A/2, 

f(2)—D(#)= 20 + SEhb foe, (7.71) 

根据 式 (7. 70? 和 式 (7. 71) ,得 

4D. (到 ) 一 DC 
fiy- 3 = OCR‘). 

4D, ( 

to
le

 

>} D.(h) 
ap 一 De Ch) = 3 ， 
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则 它 是 更 高 阶 准确 度 的 近似 求 导 公式 ,将 步 长 关 逐次 减 半 , 可 反复 进行 理 查 森 外 推 . 一 般 

4h, Biz D? () =D. Ch) METAR 

apn? (3)— Di (h) 
47 —} 

By Hy et A PG BY ER AY EE DOP Ch), A fC RETA OC"? ), 

与 Romberg 求 积 算法 一 样 ,也 可 构造 逐次 外 推 的 数值 求 导 算法 ,但 应 注意 的 是 ,考虑 

到 计算 中 的 含 人 误差 ,外 推 的 次 数 m 不 能 太 多 ,否则 计算 D( 芳 ) 时 由 于 步 长 太 小 造成 很 大 
的 舍 人 误差 ,而 且 计 算 量 也 会 成 比例 增 大 ， 

例 7. I1( 数 值 微分 的 外 推 计 算 ):, 用 逐次 外 推 的 方法 计算 六 7z) 三 衬 e 在 > 三 0.5 处 的 

SHR, 

C1] fKuKR A=0.1,0.05,0. 025 HA PDEAHWIA DCO. 1).D, (0. 05) ,D.(0. 025), 

2E {UF Romberg RAB REAM T BR. OA eGR AR C7. 72948 BY SS ER 

显示 . 做 两 级 外 推 得 到 如 下 结果 : 

DEY (hy = Cm = 1,2,¢%9) C7. 72) 

  

  

  

  

  

h D.(h) Di? Ch) DY Ch) 

01 0. 451 604 908 1 

0. 05 0. 454 076 169 4 0. 454 899 923 1 

0. 025 0. 454 692 628 8 0.454 898 115 2 0. 454 897 9947 

准确 有 效 数 学 的 位 数 3 5 9       
  

f' (CO. 5) AO HE eA W 0. 454 897 994 8, AK A=0.025 MPRA RA — 17 HER ARK 

字 , 外 推 一 次 后 的 结果 有 5 位 准确 数字 ,而 外 推 两 次 达到 9 位 正确 的 有 效 数 字 ， 

应 当 指 册 , 理 查 森 外 推 方法 是 很 普 亡 的 方法 ,例如 ,根据 不 同步 长 对 应 的 向 前 差分 结果 

也 可 以 通过 外 推 提高 准确 放 . 上 述 讨 论 中 考虑 中 心 差分 公式 ,是 因为 它 有 更 识 阶 准确 度 , 因 

此 外 推 后 的 结果 也 更 准确 . 

eGR 
1676 F FRABKARANARPRATARTSRPTRERAMANRA RA. 

ti71t 年 , 柯 特 斯 系统 地 研究 了 牛顿 的 方法 ,给 出 了 点 数 不 超 过 10 的 所 有 牛顿 - 柯 特 斯 公式 . 

1743 年 ,辛普森 发 表 了 以 他 名 字 命名 的 求 积 公 式 , 实 际 上 在 这 之 前 柯 特 斯 等 其 他 人 已 对 该 

公式 有 所 了 解 . 高 斯 提出 ,选择 积分 节点 的 最 佳 位 置 订 以 得 到 更 准确 的 求 积 公 式 , 并 于 

1814 年 发 表 了 首 个 高 斯 求 积 公式 ，1927 年 ,Richardson 提出 了 以 他 名 字 命名 的 外 拱 方 法 ， 

1955 年 Romberg 将 它 应 用 于 数值 积分 中 ,得 到 Romberg 求 积 算法 . 第 一 个 自 适 应 求 积 程 
FF fa McKeeman ¥ 1962 年 发 表 ， 1964 年 ,Kronrod 提出 了 一 种 求 积 公式 ,后 来 得 到 较 广 泛 

的 应 用 ， : 

ARC HAAR ATK SE EH MUR. SSA KARAM -HWA, 

(1) —#2RARAGSS LAD. WH ASR SHABBY. BH 
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的 是 分 肌 钱 性 插值 和 样 条 捅 值 ; 后 者 包括 被 积 函 数 无 界 和 积分 区 间 无 界 两 种 情况 ,一 种 做 法 

是 通过 变 基 代 换 去 掉 奇 异 点 或 将 元 界 区 间 变 为 有 界 区 间 ,只 : -种 做 法 是 多 次 计算 有 限 区 间 

的 积分 ,结合 外 推 方法 近似 广义 积分 ， 

(2) 使 用 高 斯 求 积 公式 的 自 适应 积分 . 这 需要 将 高 斯 积分 的 思想 加 以 扩展 ,比如 划 面 

提 到 的 Lobatto 公式 性 Kronrod 公式 ,上 自 适 应 积分 需要 一 对 求 积 公式 ,它们 的 差 将 作为 误 

差 估 计 ,而 县 为 使 函数 调用 次 数 最 少 , 求 积 公式 之 间 必 须 共 用 一 些 积分 节点 ， 因 此 ,使 用 高 

阶 Lobatte 公式 .Kronrod 公式 的 自 适 应 高 斯 求 积 算法 被 很 多 数 信 税 分 软件 所 使 用 (例如 

MATI.AB 中 的 函数 quadl 和 quadgk). 

《3) 多 重 积分 ， 通 过 累 次 积分 可 将 … 维 积分 的 方法 推广 到 二 维 以 上 的 和 多重 积分 ,但 随 

着 维 数 增 加 计算 量 也 迅速 增加 . 计算 高 维 积分 ( 重 数 大 于 3) 的 有 效 方 法 是 蒙特 卡 将 (Monte 

Carlo) 方 法 , 它 在 积分 区 域 中 随机 选取 采样 点 ,然后 将 它们 对 应 函数 值 的 平均 值 与 积分 区 域 

“体积 ? 相 乘 得 到 积分 的 估计 值 . 蒙特 卡 洛 方法 的 特点 是 收敛 速度 与 维 数 无 关 , 因 此 特别 适 

合 维 数 很 高 的 积分 计算 ， 有 关 蒙 特 卡 铬 方法 的 更 多 内 容 可 参考 文献 [1]. 

下 表 列 出 一 些 数值 积分 程序 或 命令 ,其 中 很 多 一 维 求 积 程序 使 用 基于 高 斯 公式 的 自 适 

积 分 算法 . 除了 表 中 列 出 的 还 有 -- 些 计算 高 斯 求 积 公式 中 节点 和 系数 (也 是 权 值 ) 的 程 

序 , 如 Netlib 中 的 gaussg、 发 表 在 TOMS 上 的 orthpel 包 ( 寺 726) 中 的 gauss 和 gqrat( #793). 

数值 积分 软件 一 般 要 求 用 户 输入 被 积 函 数 求 值 的 程 序 名 .积分 区 间 端 点 以 及 误差 阔 值 ,而 输 

出 还 可 能 有 误差 估计 值 .敬告 或 错误 标志 以 及 计算 困 数 值 的 次 数 等 . 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

    
  

  

软件 /程序 包 HEELS} = ASS i Ps AL 
FMM quade8 _ 

HSL qa027ua047qa05 qh01/qm01 

IMSI. adag/qdags - twodq gand 

MATLAB quad/ quad1/quadgk dblquad/quad2d triplequad 

NAG dO laf doldaf dO lief 

NR vegas/ miser dfridr 

SLATEC gag/yne/gng/yaus8 

TOMS squank( #379) cubtri{ = 584) dcuhre( # 698) 

TOMS axg/qxest #691) triex( #612) deutet( = 720) 

- TOMS quad{ = 699) deutri( 4 706) 

TOMS cubpack( & 764)     
  

数值 微分 的 软件 主要 有 HSL 中 的 tdol.IMSL 中 的 deriv MATLAB 中 的 qiffNAG 中 

的 do4aaf 等 此 外 还 有 很 多 自动 求 导 的 软件 包 : 有 关 借 息 林 参考 网 站 www. mcs. anl govy 

adifor, 以 及 文献 : 

* Griewank, Evaluating Derivatives: Princtples and Techniques of Algorithmic 

Dif ferentiation, SIAM Press, 2000, 

BT MARS oP HE. MATLAB PD 4S PT. BB (Symbolic Math Toolbox) 
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提供 了 精确 积分 与 求 导 的 功能 ,进行 解析 积分 的 命令 为 int， 而 求 导 的 命令 为 ditft, 使 用 命 

令 syms 定义 了 符号 变 匡 以 及 函数 的 符 导 表达 式 后 ,就 可 以 用 它们 求 原 郴 数 与 各 阶 导 数 ,这 

在 实际 应 用 中 有 时 是 很 方便 的 . 

关于 外 推 方法 的 全 面 介绍 , 见 文 献 : 

* C, Brezinski, M. Redivo Zaglia. Extrapolation Methods: Theory and Practice, 

Elsevier Press. New York, 1991. 

而 对 于 积分 方程 .微分 方程 的 数值 求解 ,有 大 量 专门 的 书籍 讨论 ， 

【本 章 知识 点 〗 机 械 求 积 公 式 ; 积 分 余 项 ;代数 精度 ;插值 型 求 积 公式 及 其 代数 精 刘 ;中 

矩形 公式 .梯形 公 候 ; 求 积 公式 的 稳定 性 ; 求 积 公 式 的 收敛 人 性 ;牛顿 - 柯 特 斯 公式 及 其 代数 糖 

度 : 柯 特 斯 系数 ;辛普森 公式 . 柯 特 斯 公式 ;梯形 公式 .辛普森 公式 的 积分 余 项 ,复合 梯形 公 

式 ; 等 距 节点 求 积 公式 的 准确 度 阶 数 ; 复 合 辛普森 公式 5 步 长 折 兴 情况 下 的 复合 求 积 公式 计 

算 ;复合 梯 形 公 式 的 余 项 展开 式 ; 理 查 森 外 推 法 ; 龙 贝 格 积分 算法 ; 自 适 应 积分 算法 的 震 理 ; 

高 斯 求 积 公 式 ; 带 权 积 分 的 高 斯 求 积 公式 :高 斯 点 的 性 质 以 及 高 斯 求 积 公式 的 构造 + 高 斯 - 惑 

让 德 公式 ;向 前 .向 后 .中 心 盖 分 公式 ;2 阶 中 心 差 分 公式 5 有 限 莽 分 公式 的 准确 度 阶 数 ;插值 

型 求 导 公 式 ; 数 值 微分 的 外 推算 法 . 

算法 背后 的 历史 :“ 数 学 王子 ”高 斯 

卡尔 , 弗 里 德里 希 。 Mt Johann Carl Friedrich Gauss, 1777 年 4 月 30 日 一 1855 年 

2 月 23 日 ) 是 德国 著名 数学 家 、 物 理学 家 .天 文学 家 .大 地 测量 学 家 ,. 高 斯 的 成 就 过 及 数学 的 

各 个 领域 ,在 数论 、 非 欧 风 和 何 、 微 分 几何 、 超 几何 级 数 、 复 变 函 数论 以 及 精 圆 函数 论 等 方面 均 

有 开创 性 贡献 . 高 斯 被 公认 为 是 19 世纪 最 伟大 的 数学 家 ， 与 隔 基 米 德 .牛顿 齐名 ， 

«MP 1777« 年 4 月 30 日 生 于 布 耸 瑞 克 的 一 个 工区 家 庭 . 

1792 年 ,15 岁 的 高 斯 进入 布 伦 瑞 克 学 院 ,在 那里 独立 发 现 了 二 项 式 

定理 的 一 般 形式 、 数 论 上 的 “二 次 互 反 RRP E BR RR 
几何 平均 ”，1795 年 高 斯 进入 哥 迁 根 大 学 ，1796 年 ,19 岁 的 高 斯 取 

得 了 一 个 烤 学 史上 极 重 要 的 成 果 , 就 是 论文 “ 正 十 七 边 形 尺 规 作 图 

之 理论 与 方法 %、 1801 年 ,高 斯 又 证 明了 “Fetmat 素数 " 边 数 的 正 多 

边 形 可 以 由 尺 规 法 作出 .高 斯 从 1807 年 起 担 性 哥 延 根 大 学 教 搜 兼 

哥 延 根 天 文 台 台 长 直至 逝世 . 

  

高 斯 的 主要 贡献 
。 高 斯 消去 法 . 
”质数 分 布 定 理 和 最 小 二 乘法 ， 

。 喜 斯 分 布 (标准 正 态 分 布 )， 
。 高 斯 求 积 公式 ， 
"。 无穷 级 数 的 高 斯 判 效法 ， 
*， 发 现 了 和 合 神 星 的 运行 轨迹 , 
“。 证 明代 教 基本 定理 ， 
*。 微分 几何 最 重要 的 创始 人 .



  

高 斯 的 故事 

一 天 ， 德国 哥 延 根 大 学 ,一 个 19 岁 的 青年 吃 完 晚饭 ,开始 做 剖 师 单独 布置 给 他 的 数学 

题 . 正常 情况 下 ,他 总 是 在 两 个 小 时 内 完成 这 项 作业 . 像 往 常 一 样 , 前 两 道 题 导 在 两 个 小 时 

内 师 利 地 完成 了 ,第 三 道 题写 在 一 张 小 纸 条 上 ,是 和 要求 只 用 圆规 和 一 把 没有 刻度 的 直 尺 做 

增 正 17 边 形 , 他 没 多 想 , 理 头 做 起 来 . 然而 ,做 着 做 着 ,他 感到 越 来 越 吃 力 . 困难 激 起 了 他 的 

斗志 : 我 一 定 要 把 它 役 出 来 ! 天 亮 时 ,他 终于 做 地 了 这 道 难题 . 导师 看 了 他 的 作业 后 惊 采 

了 -. 他 用 额 持 的 声音 对 青年 说 :“ 这 真是 你 自己 做 出 来 的 ? 你 夫 不 知道 ,条 解 开 了 一 着 有 丙 

千 多 年 历史 的 救 学 恶 案 ? 阿 基 米 德 、 牛 颖 都 没有 解 出 来 ,你 竟然 一 个 晚上 就 解 出 来 了 ! PP 

我 最 近 正 在 研究 这 道 难题 ,昨天 不 小 心 把 写 有 这 个 题目 的 小 纸 条 天 在 了 给 你 的 题目 里 ，?” 

多 年 以 后 ,这 个 青年 回忆 起 这 一 幕 时 ,总 是 说 : “如果 有 人 告诉 我 ,这 是 一 道 有 两 千 多 年 历史 

的 数学 难题 ;我 不 可 能 在 一 个 晓 上 解决 它 . "这 个 青年 就 是 数学 王子 高 斯 - 

高 斯 在 1810 年 提出 了 消去 法 ,他 的 这 个 方法 是 为 了 简化 二 次 型 而 不 是 为 了 短 阵 分 解 ， 

实际 上 ,求解 线性 方程 组 中 的 高 斯 消去 法 是 20 世纪 40 KB Dwyer. GB > BHR (von 

Neumann) 等 人 提出 的 .高 斯 最 早 提出 ,通过 积分 点 的 最 佳 分 布 可 得 到 更 为 精确 的 数值 积分 

方法 ,并 于 1814 年 发 表 了 第 一 个 这 样 的 求 积 公式 ,高 斯 求 积 公式 因此 得 名 . 

高 斯 名 言 

。 数学 是 科学 里 的 皇后 ,数论 是 数学 中 的 女王 . 

“PTY ye fees, 

*。 数学 中 的 一 些 美 丽 定理 具有 这 样 的 特性 : ENRMAZKAESY 2h RH ae 

BARE. 

。 给 我 最 大 快乐 的 ,不 是 已 懂得 的 知识 ,而 是 不 断 的 学 习 ; 不 是 已 有 的 东西 ,而 是 不 断 

的 获取 :不 是 已 达到 的 高 度 , 而 是 继续 不 断 的 攀登 . 

练 习 题 

1， 移 定 下 列 求 积 公式 中 积分 系数 或 积分 节点 的 待定 值 , 使 其 代数 精度 尽量 高 ,并 指明 

所 构造 的 求 积 公式 所 具有 的 代数 精度 : 
2h 

(1) 全 remadz ae A, f(—h) + Ap FCO) +A, FCA); 

(2) | Aerodz ww [f(—1) #2 flay) +3f(2,)1/3. 

2. 若 积分 节点 ,一 0,，…52 给 定 , 要 求 桃 械 求 积 公式 的 积分 系数 ,使 得 求 积 公 式 至 少 

RA no 次 代数 精度 ， 请 根据 定理 7. 1 列 出 待 求解 的 线性 方程 组 ,并 判断 解 的 存在 性 和 唯 

一 性 . 

3. 直接 验证 柯 特 斯 公式 

c=)   5 Lf tae) 4+ 32 fC2,) +12 f(2,) + 32f (2) +7 flay)] 

具有 5 次 代数 精度 ， 

4. 用 辛普森 公式 求 积分 J.e *dz 并 估计 误差 . 
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5. 证 明 下 列 等 式 ,它们 分 别 说 明了 三 种 第 形 求 积 公 式 及 其 余 项 公式 . 

《1) | rearz = (h—a) fla) +E Deady E (a.5); 

出 

(2) | fcz)dz 一 a) FO) — 到 2 -osye (a,b); 

. (y) ， (3) [rae = o~ ays (4F*)+ LD oa) +7 © (a,b). 

6. 对 下 列 积分 ,分 别 用 复合 梯形 公式 和 复合 辛普森 公式 计算 ,其 中 = 表示 计算 中 使 用 

2 十 1 个 区 间 等 分 点 上 的 函数 值 , 然 后 比较 两 种 方法 计算 结果 的 准确 度 . 

《1》 上 tt n= 8; 

(2) [ fede, n= 4. 

7, SAMAR SAU T= | etd, (KILO, 1 MIPS aE He 

WAR RMB X10°%2 若 改 用 复合 辛普森 公式 ,要 达到 同样 精度 区 间 [0,1] 应 该 分 多 少 

等 分 ? 

8， 如 果 (zy 盖 0 证 明 用 樟 形 公式 计算 积分 工 一 | renpaz 所 得 结果 比 准确 值 工 大 ,并 

说 明 其 几何 意义 . 
9. 末 龙 贝 格 求 积 算法 计算 下 列 积分 ,误差 冰 值 设 为 10“， 

2) ., 
elie dx. 

10. 证 明 等 式 
3 5 

x 一 

3 tn? + Si , 

TAREE nsin(a/n),(n=3,6,12) A, FAS PRP HE PE oe BE ADL. 

ll. Hnx=2, 3 HBM-PiLeARaWMUARRD 
3 

e*sinzdz. 
1 

nsin = = x— 
n 

12, HBS BIL Sh DOE Sh SE EM RE | Se, 

13. (RE AO. 2 WE AT BY 2E A ANS Bl PE AL A 0. 8333, 76 A=0. 1 时 用 向 

前 差分 公式 得 到 导数 的 近似 值 为 一 0. 9091, 用 理 查 森 外 推 方法 求 导 数 的 更 好 的 近似 值 ， 

上 机 @ 

1， 编 程 实现 Romberg 求 积 算法 7. 1 ,用 它 计 算 r HIVE 
上 4 dz = x. 

| tee x 

(1) REAM HK A AGRREEZELOREC MH x 值 ), 看 是 否 存 在 一 个 最 小 
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药 上 六 ,结果 准确 度 不 再 改善 . ， 
(2) 用 自 适 应 求 积 的 MATI.AB 程序 quadtx, 没 置 不 同 的 误差 闪 值 计算 上 述 积分 , 画 出 

积分 节点 的 分 布 情 况 ， 

(3) HR) 2? 两 种 方法 的 计算 量 ,包括 计算 卫 数 的 次 数 和 实际 计算 时 间 ， 

2，、 对 下 述 积分 重新 做 上 机 题 1: 

| Vzln xzdz =-~ 4 
0 9 

注意 limVzln zo lim 32 =0. 

3. BR AGMA quadtx, HA PERAAABBAAT RATERS. BREE 

NHARETREHH. 使 用 修改 后 的 程序 重新 计算 例 7. 7?, 与 原始 的 quadtx 程序 比较 计 

FRM. 

4、 用 数值 积分 方法 近似 计算 

In2 = |， la 
1 

及 贺 周 率 

  
to 4 4 

n= af’ i+ 2? a 

(1) FARA Simpson RAARUTH, BRAM RMF LX 10 * 试 根据 积分 余 项 估 
计 步 长 中 的 取 值 范围 . 按 妆 求 选择 一 个 步 长 进行 计算 ,观察 数值 结果 与 误差 变 求 是 否 相 符 ， 

提示 : 可 以 利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 求 函数 的 高 阶 导 数 表 达 式 , 详 见 命令 

diff syms.ezplot 的 帮助 文档 , ) 

《2) 用 Romberg 外 推 方法 求 积分 近似 值 ( 误 善 要 求 与 (1) 同 ). 

《3) 用 下 面 的 复合 Gauss 公式 计算 近似 积分 

[rcarde -£5) [ s(2s4 —sMa)+ (een +548) 

= adh! po + 4320 f" C&)5 局 & €a,8), 

其 中 h= (a) /nym peat, 复合 Gauss ASH BAH Le ESR. zat 

ih, G=0,- REET TRA AWARE A Gauss At. MAAK A AAT. CRE 

要 求 与 (1) 同 ) ,然后 计算 近似 积分 ， 
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第 8 章 常 微分 方程 初 值 问题 的 解法 

在 科学 与 工程 问题 中 , 常 微 分 方程 描述 物理 量 的 变化 规律 ,应 用 非常 广泛 . 本 章 介绍 最 基 
本 的 常 微 分 方程 初 值 问题 的 解法 ,主要 针对 单个 常 微分 方程 ,也 讨论 常 微分 方程 组 的 有 关 技 术 ， 

8.1 引 a 

FEAT St BE BS GR tHe BBA Be BS BL BS BEA, FFE A PS HEE 
FAH. 

8.1.1 问题 分 类 与 可 解 性 

很 多 科学 与 工程 问题 在 数学 上 都 用 微分 方程 来 描述 ,比如 ,天 体 运 动 的 轨迹 .机 器 人 控 

制 .化 学 反 冰 过 程 的 描述 和 控制 以 及 电路 瞬 态 过 程 分 析 等 . 这些 问 题 中 要 求解 随时 间 变 化 

的 物理 量 , 即 未 知 函数 ?9 ,表示 时 间 ,而 微分 方程 描述 了 未 知 函 数 与 它 的 工 务 或 高 阶 导 

MACAW KAR. FRM KRRERER AR. LARA ERE A FMD FB FB Cordinary 

differential equation, ODE), FAA MM FH -RBRS: 

gt ety?) = 0, (8,1) 

其 中 国 数 g: Re 一 及 .类 似 地 ,如 果 待 求 的 物理 量 为 多 元 函数 , 则 由 它 及 其 偏 导 两 数 构成 

的 微分 方程 称 为 偏 微分 方程 (partial differential equation,PDE)、 偏 微分 方程 的 数值 解法 起 

出 了 本 书 的 范围 ,但 其 基础 是 常 微分 方程 的 解法 . 

在 实际 问题 中 ,往往 有 多 个 物理 量 相互 关联 ,它们 构成 的 一 组 常 微分 方程 决定 了 整个 系 

统 的 变化 规律 ， 我们 先 针 对 单个 常 微分 方程 的 问题 介绍 一 些 基 本 概念 和 求解 方法 ,然后 在 

第 8.5 节 讨 论 常 微分 方程 组 的 有 关 问 题 ， 
MAKE. 1 FREAD BSAA BAH RRR SRA yo? WHE ERD 

方程 . 大 多 数 情 况 下 ,可 将 常 微分 方程 (8.1) 写 成 如 下 的 等 价 形式 : 

3 一 yy 《8.2) 

其 中 函数 矿 BR 一 及 .这 种 等 导 左 边 为 未 知 函 数 的 最 高 阶 导 数 %? 的 方程 称 为 显 式 常 微 分 

方程 ,对 应 的 形 如 式 (8. 1)? 的 方程 称 为 隐 式 常 微分 方程 . 
通过 简单 的 变量 代 换 可 将 一 般 的 夫 阶 常 微 分 方程 转化 为 1 阶 常 微 分 方程 组 ,例如 对 于 

方程 (8. 2)》, 设 zx (六 二 ya 二 ya 人 一 2 Ci)， 则 得 到 等 价 的 1 阶 显 式 常 微 

分 方程 组 为 

uy — te 

ee ig 
(8.3) 

wu = FCs ty vty 9 ey) 

驯 ”为 了 表达 式 简 洁 , 在 党 微分 方程 中 一 般 省 覆 函 数 的 自 变 是 ,即将 y(z2 简 记 为 yy (0) 简 记 为 y ,等 等 ， 
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本 书 仅 讨论 显 式 常 微 分 方程 ;并 有 不 失 一 般 性 ,只 需 考 同 1 阶 常 微分 方程 或 方程 组 . 

例 8.1C1L 阶 显 式 常 梳 分 方程 ): 试用 微 积分 知识 求解 如 下 1 阶 常 微分 方程 : 

y=y. 

[RM] 采用 分 离 变量 法 进行 推导 

dy _ un GY _ << 一 y YY dt, 

对 两 边 积分 ,得 到 原 方 程 的 解 为 

yu) = cere, 

其 中 * 为 任意 常数 . 

从 例 8. 1 看 出 , 仅 根 据 常 微分 方程 一 般 无 法 得 到 唯一 的 解 . 变 确 定 唯一 解 ,还 要 在 一 些 

自 变 基 点 上 给 出 未 知 函 数 的 什 , 称 为 边界 条 件 . -种 边界 条 件 设 喷 方 法 是 给 出 上 一 刁 时 未 知 

PAK A 
ylto} = yo. 

在 合理 的 假定 下 ,从 5 IT AT OE A RAR AS oo FR RRA PBRE TRAM BRE > 

5 时 的 变化 情况 ,也 就 是 说 这 个 边界 条 件 可 以 确定 常 微分 方程 的 唯一 解 ( 见 定理 8. 1)， 相 应 

地 , 称 y(o) 一 为 初始 条 件 , 而 带 初 始 条 件 的 常 微分 方程 问题 
[7 一 jz 和 yy 上 六 区 

Ly€ig) = Ho 

hy 0 4B. FP] KA Cinitial value problem, IVP), 

FE 8.1: FRR (WRF y RRP (Lipschitz) RH , BAER L0G 

WER (20 ERK y 55 

| fGQ.y)— fy |< Liy—Fl, (8, 5) 

OU) FS GS Fi EB Es D8. 4) A ee HE — BE. 

一 般 情况 下 ,定理 8. 1 的 条 件 总 是 满足 的 ,因此 常 微分 方程 初 值 问 题 的 解 总 是 唯一 存在 

的 . 为 了 更 清楚 地 理解 这 一 点 ,考虑 At,3) 的 含 导数 -3 存在, 则 它 在 求解 区 域内 可 推出 李 

HGRA. 5). BH 

(8. 4) 

fey fO9 = SEW + —5)s 

其 中 为 介 于 y 和 了 之 间 的 某 个 值 . 设 工 为 | Le | 的 上 界 , 式 (8.5) 即 得 以 满足 . 

对 公式 (8.4)? 中 的 1 阶 常 微分 方程 还 可 进一步 分 类 . 若 /ty,y) 是 关于 y 的 线性 函数 ， 
Fttey) = altdy + o(4), (8. 6) 

其 中 a(0) .6 表示 自 变 量 为 上 的 两 个 一 元 阔 数 , 则 对 应 的 常 微分 方程 为 线性 常 拥 分 方程 ， 
若 站 六 二 0, 则 为 线性 齐 次 常 微分 方程 例 8. 1 中 的 方程 属于 线性 、. 齐 次 、 带 系数 微分 方程 
这 里 的 “ 常 系数 ?是 强调 a( 为 常数 函数 ， 

8.1.2 问题 的 敏感 性 

对 常 微 分 方程 初 值 问题 ,可 分 析 它 的 敏感 性 , 即 考虑 初 值 发 生 扰 动 对 结果 的 影响 .注意 

这 里 的 结果 ( 解 ) 是 一 个 函数 ,而 不 是 一 个 或 多 个 值 . 由 于 实际 应 用 的 需要 ,分 析 常 微分 方程 
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初 值 问题 的 委 感 性 财主 要 关心 ' 一 ce 时 y(b 受 影响 的 情况, 并 给 出 有 关 的 定义 . 此 外 ,考虑 

到 常 微分 方程 的 求解 总 与 数值 算法 交织 在 一 起 以 及 历史 的 原因 ,一 般 用 “稳定 "“ 不 稳定 ”等 

词汇 说 明 问 题 的 敏感 性 . 

定 尽 8.1: 对 于 常 微分 方程 初 值 问 题 48. 4) ,考虑 初 值 wm 的 扰 动 使 问题 的 解 yb 发 生 仿 

BW. Be >ce 时 y(9 的 偏差 被 控制 在 有 界 范围 内 , 则 称 该 初 值 问 题 是 稳定 的 (stable)， 

否则 该 初 值 问 题 是 不 备 定 的 (unstablec). MN. tool yO MARK MAIS MRR 

值 癌 题 是 渐进 稳定 的 (asytnptotically stable). 

关 王 定义 8. 1, 说 明 两 点 : 
(1) 渐进 稳定 是 比 稳定 更 强 的 结论 , 若 一 个 阿 题 是 渐进 稳定 的 , 它 必 然 是 稳定 的 . 

《2) 对 于 不 稳定 的 常 微 分 方程 初 值 问 题 ,初始 数据 的 扰动 将 使 :ce 时 的 结果 误差 无 穷 

大 . 因此 为 了 保 证 数值 求解 的 有 效 性 , 常 微分 方程 初 值 问题 具有 稳定 性 是 非常 重要 的 . 

例 8.2《{《 梓 值 问题 的 稳定 性 ): 考察 如 下" 模 儿 问题 "的 稳定 性 : 

多 一 My 六 如 

ts) = yo 

C8) 易 知 此 常 微分 方程 的 准确 解 为 y( 昌 一 %ex 假设 初 值 经 过 抗 动 后 变 为 % 十 

Aya ,对 应 的 扰动 后 解 为 

(8. 7) 

5K) = Cy 1 Ayo dete’, 

AR ATE oi He RH REA 

Axl) = Ayre’, 

根据 定义 8. 1 , 需 考 虑 上 ce 时 Ay(b 的 值 , 它 取决 于 1， 易 知 , 若 1 委 0, 则 厌 问 题 是 稳定 的 ; 

若 )>0, 原 问题 不 稳定 ;而 且 当 A<-0 时 , 原 问 题 渐 进 稳定 . 

图 8-1 分 三 种 情 普 示 了 初 值 扰动 对 问题 (8. 7) 的 解 的 影响 ,从 中 可 以 看 出 不 稳定 、 稳 

© SERIE MARA. 
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(a) A>OXF RED AEST NALS ， {b) AOR AAT ES ER (c) A<0 对 应 的 渐进 黎 定 问题 

图 8`1 初 值 扰动 对 问题 (8. 7) 的 解 的 影响 

对 鲍 8. 2 中 的 模型 问题 , 若 考虑 参数 :为 一 般 的 复数 , 则 问题 的 稳定 性 取决 于 ， 的 实 

部 , 若 Re(Gi) 委 0, 则 关 题 是 稳定 的 .否则 不 稳定 . 葬 8. 2 的 结论 还 可 推广 到 线性 . 常 系数 常 

微分 方程 , 即 根据 Fit,y) 中 y 的 系数 可 确定 初 值 问题 的 稳定 性 . 对 于 一 般 的 线性 常 徽 分 方 

程 (8.6)，* 册 于 方程 中 >y 的 系数 为 关于 : 的 函数 , 仅 能 分 析 取 某 个 值 时 的 局 部 稳定 性 . 

例 8$.3《〈 局 部 稳定 性 ): 考察 如 下 常 微 分 方程 初 值 疝 题 的 稳定 性 : 

Pow” t=0 

yO) = 1] 
(8. 8) 
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【 解 】 此 常 微分 方程 为 线性 常 微分 方程 ,其 中 》 的 系数 为 &( 世 一 一 10t.、 Yio. 
ab 魏 0, 在 定义 域内 每 个 时 间 点 上 该 问题 都 是 局 部 稳定 的 . 

事实 上 ,方程 (8.8) 的 解析 为 y( 记 一 * ” , 初 值 扰动 Ay 造成 的 结果 误差 为 Ay(z) 一 

Ayoe . 这 说 明 初 值 问题 (8. 8? 是 稳定 的 . 

对 于 更 一 般 的 1 阶 常 微分 方 各 (8. 4) ,由 于 其 中 At,y)? 可 能 是 非 线性 函数, 分析 它 的 稳 
定性 非常 复杂 . . -种 方法 是 通过 素 勤 展开 用 -个 线性 常 微分 方程 来 近似 它 , 青 利 用 线性 常 
微分 方程 稳定 性 分 析 的 结论 了 解 它 的 局 部 稳定 性 ， 具体 地 说 ,在 某 个 解 范 数 y COMED 

阶 泰 勒 展 开 近 似 At,y)， 

se) + Shy" yely—y)y 

则 原 微 分 方程 被 局 部 近似 为 (用 符号 = 代替 y) 

r_ af “Seley 。 
z= ay very? Cz—yp J+ fG.y'). 

这 是 关于 未 知 函 数 (0) 的 1 阶 线 性 常 微分 方程 ,可 分 析 : 取 某 个 值 时 的 局 部 稳定 性 因此 ， 
BE PIR COL 的 取 值 , 党 微分 方程 初 值 问题 (8. 4) 的 局 部 稳定 性 取决 于 3 Ce yD 
的 实 部 的 正 负 号 . 应 注意 的 是 ,这 样 得 到 的 关于 稳定 性 的 结论 只 是 局 部 有 效 的 . 

实际 遇 到 的 大 多 数 常 微分 方程 初 值 问题 都 是 稳定 的 ,因此 在 后 阐 讨 论 数值 解法 时 这 常 

常 是 默认 的 条 侍 ， 

8.2 简单 的 数值 解法 与 有 关 概 念 

大 多 数 常 微分 方程 都 无 法 解析 求解 (尤其 是 常 微 分 方程 组 ), 只 能 得 到 解 的 数值 近 

似 . 数值 解 与 解析 解 有 很 大 差别 , 它 是 解 函数 在 离散 点 集 上 近似 值 的 列表 ,因此 求解 常 微 

分 方程 的 数值 方法 也 叫 离 散 变 量 法 . 本 节 先 介绍 最 简单 的 常 微分 方程 初 值 问题 解法 一 一 

欧 拉 法 (Fuler method) ,然后 给 出 数值 解法 的 稳定 性 和 准确 度 的 概念 ,最 后 介绍 两 种 隐 格 

式 解 法 . 

8.2.1 欧 技法 

数值 求解 常 微分 方程 初 值 河 题 , 一 般 都 是 " 步 进 式 ” 的 计算 过 程 , 即 从 x 开始 依次 算出 

离散 自 变 基 点 上 的 图 数 近似 值 . 这 些 离散 自 变 量 点 积 对 应 的 晒 数 近似 值 记 为 

站 所有 < eae et 

0 JE 

EY y» BRERA OWN. BABE ARMA A =t41—-4 BARK. 

数值 解法 通常 使 用 形 如 

sae CO ly Ve bd (8, 9) 

WHAAK, ER CHRPRERES TBM. ANS. OBA SABIE | RRR 

WKAR ARE RRR ELE ee Be A A yi. ANS. 9) AHO, RT 

的 解法 称 为 单 步 法 人 (single-steb method) ,其 计算 公式 为 
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yorl = Glyn Meds (8.10) 

Fil) op S Fe Cmultiple step method). H-—HAW.WBRG 54.4, 703. 

Yair = Gyn Yay atts Yanks 

则 称 为 显 格式 方法 (explicit method) ,否则 称 为 隐 格 式 方法 (implicit method). 显然 , 显 格 

式 方法 的 计算 较 简 单 ,只 需 将 已 得 到 的 函数 近似 值 代 人 等 号 右边 , 则 可 算出 wr- 

欧 拉 法 是 一 种 显 格式 单 步 法 ,对 初 值 问题 (48. 4) 其 计算 公式 为 

3 一 加 小 赂 大 (ty Cn = 051,250). (8,11) 

它 可 根据 数 俯 微 分 的 向 前 差分 公式 (第 7.7 节 ) 导 出 . 由 于 y 一 Ac,y), 则 

y= fltsyG,)) = Pe A) 

45 BAU AR yan eV) HALF Cty 9 Cty) > » FEAL A A) pia Be EL Be eB AL A EL BK 

拉 法 的 递 推 计算 公式 (8. 11). 还 可 以 从 数值 积分 移 角 度 进行 推导 ,由 于 

y(tyr) = y(t) + [yrds = y(t,) + [F969 94s, 

MABBOREMHRAPHED SEMA s—. NR RR WA 

yt) ee yO) BAP CL OL)» 

EP A ws Be (BR A AI UA ES AIAN. 

例 8,4 ( 欧 拉 法 ): 用 欧 拉 法 求解 初 值 问题 
多 一 上 一 y 十 1 

yO) 一 1 

求 :一 0.5 ff yO. TR PRE KR BW 为 0.1 和 0.05. 

CRY 在 本 题 中 , A7) 一 上 一 ?十 1 一 0 加 一 1, 则 欧 拉 法 计算 公式 为 

yar = ¥e tht, —y, $1), (2 =0,1,2,0). 

GK h=0.1 时 ,计算 公式 为 wii 一 0.9yw 十 0. 1 十 0.1;， 当 步 长 上 =0.05 时 ,计算 公式 为 

¥o-1=0. 95y,, FO. 05¢, 十 0.05， 两 种 情况 的 计算 结果 列 于 表 8-1 中 ,同时 也 给 出 了 准确 解 

3?(0 一 ! 十 e WAR. 

表 8-1 爽 拉 法 计算 例 8.4 的 结果 
  

  

  

  

  

  

          

h=0.1 A—0, 05 

t Yn lta? he | Du tn Yn 

0.1 1.000 000 1, 004 837 0,05 1. 000 000 0.3 1.035 092 

0,2 1.010 000 1,018 731 0.1 1, 002 500 0, 35 1, 048 337 

0.3 1,029 000 1, 040 818 6.15 1.007 375 0.4 1, 063 420 

0.4 1, 056 100 ~ 1,070 320 0.2 1.614 506 0. 45 1.080 249 

0.5 1. 0909 490 1. 106 531 0, 25 1,023 781 0.5 1. 098 737     
  

从 计算 结果 可 以 看 出 , 步 长 取 0.05 时 ,计算 的 误差 较 小 . 

在 常 微分 方程 初 值 问题 的 数值 求解 过 程 中 , 步 长 六 (az=0,1, 2:,…) 的 设置 对 计算 的 准 
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确 性 和 计算 量 邦 有 影响 一般 地 , 步 长 越 小 计算 结果 越 准确 ,但 计算 步 数 也 越 多 (对 于 固定 

的 计算 区 间 右 端点 ), 因 此 总 计算 县 就 越 大 . 在 实际 的 数 什 求解 过 程 中 ,如 何 设 置 合适 的 步 

长 达到 准确 度 与 效率 的 最 佳 平 衡 是 很 重要 的 一 个 问题 . 

8.2.2 数值 解法 揭 稳 定性 与 准确 度 

在 使 用 数值 方法 求解 初 值 问题 时 ,还 应 考虑 数值 方法 的 稳定 性 . 实际 的 计算 过 程 中 都 

存在 误差 ,若菜 一 步 的 解 函 数 近似 值 % 存在 误 善 ,在 后 续 递 推 计 算 过 程 中 , 它 会 如 何 传播 

呢 ? 会 不 会 晋 性 增长 ,以 至 于 " 凑 设 "准确 解 ? 通过 数值 方法 的 稳定 性 分 析 可 以 回答 这 些 问 

题 . 普 先 给 出 稳定 性 的 定义 . 

定义 8.2: 采用 某 个 数值 方法 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (8. 4), 著 在 节点 EM wR 

似 值 存在 扰动 3, ,由 它 引 起 的 后 续 各 节点 上 的 误 关 bu (im>2) 均 不 超过 3, 即 ,3 is 委 12j， 

(mm), 则 称 该 方法 是 稳定 的 ， 

在 大 多 数 实际 问题 中 ,截断 误差 是 常 微分 方程 数值 求解 中 的 主要 计算 误差, 因此 我 们 忽 

覆 舍 人 误 盖 . 此 外 , 仅 考 虑 稳定 的 常 微 分 方 称 初 值 问题 

考虑 单 步 法 的 稳定 性 ,需要 分 析 扰 动人 对 y 的 影响 ,推导 有 与 2 KAR. UR 

拉 法 为 例 , 先 考虑 模型 问题 (8.?) ,并且 设 Re(i) 和 0、 此 时 欧 拉 法 的 计算 公式 为 中 
Yel = a thay, = CL +AADY, 

由 yw 上 的 扰动 S, 引起 y。， 的 误差 为 

Ons) = CL BRA 

要 使 2 WADA RR 6, » WU EOR 
| 1 十 由 【所 1， (8. 12) 

公式 (8. 12) 是 欧 拉 法 求解 模型 问题 (8. 7) 保 证 稳定 

性 的 充 要 条 件 . 假设 ) 为 复数 , 则 各 在 复 乎 面 里 应 

落 在 如 图 8-2 所 示 的 单位 圆 中 ,才能 保证 计算 的 稳 

定性 . 这 个 息 在 复 平 面 内 的 取 值 范围 称 为 稳定 区 

域 ' 而 稳定 区 域 与 实数 轴 的 交 称 为 稳定 区 闻 ， 欧 拉 图 8-2” 欧 拉 法 解 模型 问题 的 稳定 区 域 

法 的 稳定 区 域 就 是 如 图 8-2 所 示 的 阴影 区 域 . 考虑 

稳定 的 癌 题 , 且 、》 为 非 零 实 数 的 情况 ( 即 A<0), 则 由 式 (8. 12)? 可 推出 

h< =. (8. 13) 

这 说 明 使 用 欧 拉 法 计算 封 ,为 保证 稳定 性 , 步 长 乒 不 能 取得 太 大 . 

对 于 一 般 的 常 微分 方程 (8, 4) ,采用 欧 拉 法 求解 ， 

Yor = dn thf Ceres 

  
则 

Ont) == Bn +AL FG, on 十 人 ) 一 fly J 一 3! 1 —h sha, ran) | O08), 

eh Di oh BO, AY 2 Bly Be. WU HK BE AY ARE 

出 ”对 于 稳定 性 分 析 以 及 后 面 的 一 些 场合 ,由 于 只 考虑 ' 步 的 计算 ,将 步 长 f。 记 为 天 . 

”2Z81 。



 

ita Lad |<1, (8, 14) 

008, 14) a 引 (xy ?的 取 值 范围 也 是 如 图 8-2 所 示 的 阴影 部 分 . 考虑 到 问题 满足 局 

部 稳定 性 要 求 , 一 般 有 Re{ 3 Co yyn) ] <0, 则 要 保证 欧 拉 法 稳定 , 步 长 的 值 不 能 太 大 ， 

例 8.5 (不 稳定 的 算法 ) , 用 欧 拉 法 求解 初 值 问题 
Poo 

(0) =] 

Bis 2eK A=0, 025,38 10.15 A y(O RA. 

CH) KHEMHRARA v1 = 9, th l00y,) = — 1. Sy, TAR MR 8-2 A 

7B PBR TER yO =e OWE. 

BS2 RRM SS HER 
  

  

  

            

ty 0 0, 025 0.05 | 0.075 0.1 0,125 0,15 
上 

Yn ] 一 1.5 2. 25 | —3.375 5. 0625 —7.593 75 11. 3906 

T 

yt.) 1 0, 082 085 | 0, 006 738 | 0,000 553 |4,.54X10 |3.73X10- | 3.06107” 
  

从 表 中 可 以 看 出 , 欧 拉 法 的 计算 结果 在 准确 值 的 上 下 波动 ,而 且 误 差 越 来 越 大 ,是 一 种 

不 稳定 的 现象 . 事实 上 ,根据 欧 拉 法 求解 模型 问题 的 稳定 性 条 件 式 (8. 13) hx? =o, 02 

A SE CRUE AE» A) 0.025 AFB ERMA. - 

除了 保证 稳定 性 ,还 诺 了 解数 值 方法 准 锋 度 与 步 长 的 关系 ,从 而 根据 需求 灵活 地 设 定 计 

算 步 长 ,达到 最 高 的 计算 效率 . 下 面 先 介绍 局 部 截断 误差 的 概念 . 

定义 8.3: 设 常 微分 方程 初 值 癌 题 (8&， 4) 的 数值 解法 为 Yatkt =GOvarr sy Vas ane ttt 

Yon) ARBRE y, COR ch) HIE HE A A A PBB ye, 2) DY 
dae) = WCtner) — Yat 

为 该 方法 的 局 部 截断 误差 (local truncation error). 

局 部 截断 误差 突出 了 当前 这 一 步 计算 产生 的 误差 ,对 于 欧 拉 法 来 说 ， 

dan 一 3 一 Yo) 一 下 三)). (8.15) 

He Ae FB fey A KE AY [8.7 J) 

dat = ¥Ctagr) — wCt) — hayle,)s 

利用 模型 问题 的 和 解析 解 yt) 一 ?be , 则 
z 

Lav = yt, [e* —1 —hl]= (Aa) 

2 

公式 (8. 16) 说 明 欧 拉 法 的 局 部 截断 误差 是 步 长 产 的 2 阶 小 量 . 若 对 于 一 般 的 常 微 分 方程 ， 

则 由 公式 (8. 15) 推 出 
2 

bevy = ¥tea) — y€t,) — hy’ (t,) = fra) + OCh*) = OCA"), (8.17) 
2 

4,48 He AB Ta AOS 
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  ylt,) + OCA) = OCA"). (8. 16)



 

2 

ANHCB. 16) HAGE Ce, ha? BARS. U7) sb HA Ce) RAR BA 
部 截断 误差 可 定义 一 个 方法 的 准确 度 阶 数 . 

定义 8, 4: 若 一 个 求解 党 微分 方程 初 值 问题 的 数值 方法 ,其 局 部 截断 误差 忆 .二 

OU5， 则 称 该 方法 具有 刀 阶 准确 度 . 

根据 定义 ,可 以 看 出 欧 拉 法 具有 1 ORE. WU RRR RO RE KEK 

的 是 整体 误差 

tn 二 3 一 yt) . 

但 能 估计 和 控制 的 只 有 局 部 截断 误差 上 ,因此 须 了 解 两 者 的 关系 . 可 以 证 明 ,在 适当 条 件 

下 ,车 局 部 截断 误差 为 DCp2:5) 则 整体 误差 一 Op ) ,其 中 于 为 平均 步 长 ,这 和 解释 了 准 芒 

OREM. EPS WRK pS) WARE Kh RDA RE SK 

伍 到 0, 这 称 为 常 微 分 方程 数值 解法 的 收效 性 . 我 们 讨论 的 所 有 数值 方法 都 有 至 少 1 阶 的 准 

确 度 ,因此 都 是 收敛 的 . 

8.2.3 向 后 殉 拉 法 与 梯形 法 

本 小 节 介 绍 另 两 种 重要 的 数值 解法 : 向 后 欧 拉 法 和 梯形 法 ,并 分 析 它 们 的 稳定 性 和 淮 

确 度 阶 数 ， 

从 数值 积分 的 角度 推导 欧 拉 法 的 过 程 中 , 若 使 用 右 答 隆 公式 近似 计算 积分 , 则 

yin) = y(t.) + [i resytrrds > yt.) FAS Cn Cte)» (8. 18) 

HP pa (AR RB. 8 ll 

¥ati = yn thf Car ynrhl (8. 19) 

这 就 是 向 后 殉 拉 法 (backward Euler method) 的 计算 公式 . 

若 使 用 梯形 求 积 公式 近似 式 (8. 18) 中 的 积分 , 则 得 到 梯形 法 (trapezoid method) : 

¥att = ¥n + SRL + Yn) +f Claas ¥ni) de (8. 20) 

从 公式 (8. 19) 和 式 (8. 20) 看 出 ,向 后 欧 拉 法 和 梯形 法 都 是 单 步 隐 格 式 方 法 .一般 地 ， 

7 函数 可 能 是 非 线 性 函数 ,因此 采用 隐 格 式 方 法 时 每 步 计算 都 次 求解 一 个 非 线 性 方程 ,这 涉 

及 第 2 章 所 学 的 不 动 点 迭代 法 .牛顿 法 等 内 容 . 显然 ,风格 式 方法 每 步 的 计算 量 比 显 格式 方 

法 大 得 多 ,那么 它 有 针 么 优势 呢 ? 先 看 一 个 例子 . 

例 8.6 (向 后 欧 拉 法 ) : 用 向 后 欧 拉 法 求解 例 8.5 中 的 例子 ,采用 相同 的 步 长 . 

【 解 】 向 后 欧 拉 法 的 计算 公式 为 yw， Hye FAC 1009011) 6B wm = Ze 
列 于 表 8-3 中 , 则 时 给 出 解 的 准确 值 . 

表 8-3 用 向 后 欧 拉 法 计算 例 8, 5 中 方程 的 结果 

ta 日 0.925 0.05 0.075 0.1 0.125 0. 15 

  

  

yn 1 0,285 714 |0, 081 832 7) 6.023 323 1 0,006 663 | 0,001 904 0, 000 544     
          yi) | 1 0. OBZ 085 | 0.906 738 | 0.000553 14.5410 *|3.73X10 "| 3.06X10   
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将 准确 的 解 效 数 由 线 和 向 后 欧 拉 法 的 计算 结果 绘 于 图 8 .3 中 ,从 中 看 出 , 随 着 = 的 增 大 

向 后 欧 拉 法 的 误差 越 来 越 小 , 许 且 也 没有 出 现在 准确 值 上 下 波动 的 现象 ， 这 直观 地 说 明 , 向 

后 欧 拉 法 比例 8. 5 中 使 用 的 欧 拉 法 好 得 多 . 

上 例 实际 上 反映 了 向 后 欧 拉 法 的 计算 稳定 性 ,下 面 作 仔细 分 析 . 先 考 虑 模型 问 

题 (8.7) ,并 且 设 Re(i) 委 0, 癌 后 欧 拉 法 计算 公式 为 

  
Mali = Va + PAY a yw = l—-ha>”’ 

gt y, HEM S, UES y.41 REA 
a 1 bait = Fens 

因此 要 保证 稳定 性 , 则 要 求 

| sz I< 1, 

即 

| 1-:ka be 1. (8. 21) 

式 《8. 21) 反 映 了 向 后 欧 拉 法 的 稳定 区 域 为 复 平 面 上 某 个 单位 圆 外 的 区 域 , 即 如 图 8.4 所 示 

的 阴影 区 域 . 而 且 , 由 隆 ReG) 委 0, 对 任意 步 长 站 , 式 (8.21) 均 得 到 满足 ， 癌 后 欧 拉 法 的 这 

种 性 质 称 为 无 条 件 稳 定 (unconditionally stable)， 对 更 - 般 的 常 微分 方程 可 作 类 似 分 析 , 只 

要 常 微 分 方程 木 身 是 稳定 的 , 则 对 任意 的 计算 步 长 向 后 欧 拉 法 都 是 无 条 件 稳 定 的 . 

1.0   

0.8 
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0.4 

0.25    0 0.05 0.10 0.15 

网 8-3 例 8.6 中间 后 网 拉 法 的 计算 结果 图 8-4 加 后 风 拉 法 解 模 型 问题 的 稳定 区 城 

关于 梯形 法 的 稳定 性 分 析 ,也 可 得 出 无 条 件 稳定 的 结论 ,基体 细节 留 给 读者 思考 - 由 此 

看 出 ,网 格式 方法 虽然 每 步 的 计算 量 大 , 丛 由 于 其 稳定 性 很 好 ,可 以 取 较 大 的 步 长 , 央 此 总 的 

计算 量 可 能 有 优势 .后面 还 将 介绍 其 他 的 隆 格 式 方 法 ,它们 不 一 定 都 是 无 条 件 稳定 的 ,但 稳 

定 区 域 总 比 相应 的 昂 格 式 公式 大 , 央 此 对 步 长 的 限制 较 小 . 

PRAM SKA EM ERR. ESR MORMOAE WY — fy), We 

截断 误差 

it 一 yo 

= tort) 一 3 — AF Cine Yat? 

=Af (tert yer) KOR RF Cars sym) 

hf, (ter QL yCterr) — ye] OCR?) 

=hf', Car 十 OCR) 
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On) shia = 

  

1 

LAF, (ta. sO 

=On*), (8, 22) 

式 (8.22) 说 明 , 向 后 欧 拉 法 上 共有 1 阶 准确 度 . 

对 梯形 法 进行 类 似 的 推导 ,可 知 其 局 部 截断 误 益 OCR*). AE 2 EE. 

梯形 法 是 2 阶 隐 格式 方法 ,并 且 是 无 条 件 稳 定 的 、 

最 万 ,说 明 几 点 : 

《1) 若 - :个 方法 是 无 条 件 稳定 的 ,或 稳定 区 域 较 大 , 则 意味 着 步 长 产 很 大 时 它 仍 能 保证 

计算 的 稳定 性 . 

《2) -个 方法 准确 度 阶 数 越 敲 ,意味 着 其 计算 误差 随 步 长 减 小 丽 碱 小 的 速度 越 快 ,这 一 

点 与 等 距 节 点 求 积 公式 的 准确 度 阶 数 ( 定 义 ?.5) 有 相间 的 含义 . 因此 ,在 同等 计算 量 和 稳定 

PEAS RUSE FR AEE UP ATH. 

8.3 TER -RIE AIK 

Bo KARE BE At He Bd BL I YK RA EE Runge-Kutta) Fk. 

ARTS St oH Be i Ae He I EE BA A LAI RAR a EE 

HS 7a 7 OY Fk ae HE AE Re SP A oh HR Be a - EE IK. 

$.3.1 BABB 

类 似 于 前 而 凡 种 简单 的 数值 解法 , 龙 格 - 库 塔 法 也 可 通过 数值 积分 来 推导 ， 对 于 常 微 分 

方程 初 值 问 题 (8. 4), 相 邻 两 个 自 变 量 点 上 未 知 纲 数值 满足 公式 

ya) = yt) | | 7rGvyGo)dr， f hgh 

采用 某 个 机 械 求 积 公 式 ( 兄 第 7, 1 节 ) 计 算 其 中 的 积 ET oy 
Sy TR PB RGA y. Ay 

W
e
e
 

hi
 

Yer =n BRD AF FA We FAAD?s 

(8, 23) | 7 Toth tf A bya r 

其 中 六 十 AM 一 1 2 wsr) HARSHA, AE 

[oj 如 狗 8-3 所 六 )， 由 于 不 知道 y(52 十 4 的 值 ， 

公式 (8. 23) 无 法 直接 使 用 ， 钥 决 这 个 问题 的 思路 是 ， 

希望 用 若 十 个 y 数 的 近似 值 ( 比 如 % 是 yz) 的 近似 值 ) 来 估算 y( 如 十 1) ,进而 得 到 所 
沉 的 了 两 数值 . 由 于 初 值 癌 是 数值 求解 过 程 的 特点 ,一般 利用 较 早 时 间 点 上 的 函数 近似 全 

计算 后 续 时 间 点 上 AS BRE AL, ETS BUR C8. 22 PT RE RR. BS). SEA 

y, ZEEE. B—TASODTAMBR, Ma =0. FRPP RBRATBERER ES - ERT 

法 ,近似 计算 公式 (8. 23) 中 的 积分 所 需 的 积分 节 战 和 被 积 函数 计算 公式 列 于 表 8-4 中 (对 照 

PA 8-5). 

  

Fl 8-5 it Re ARS} HE A - ES 

EK ORE 
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表 8-4 计算 公式 (8. 23) 中 积分 所 需 的 积分 节点 和 裤 积 函数 近似 值 
  

  

  

  

积分 节点 ?> 函数 近 航 值 了 王 数 近似 值 

fn ¥n SCa oy IHR, 

te Fast Ja | Ashe Ft, t Arh an | Achy = he 
2 2 

ta bash ye th DD ps k, f(t, 十 入 下 th Diy jky = ks 
zo} i 
        

— fei BB A RB BK KILDA 2:41.22.) ERK TSRPAEL 

y PAE. Hh, BSS AHR MD BAMA HE BOA < aac. EE 

ko MPAA &, AURA RRR HS yt, tak MUU BD yts, tah ey, + 

Ahk. MHA vy, TAA CARY. PD) RP A ES oy REA. 

对 后 续 积 分 节点 ,采用 类 似 的 做 法 .结合 式 (8. 23) 和 表 8-4, 可 写 出 一 般 的 龙 格 - 库 塔 法 

公式 : 

dort 一 yn +h Dek. 
El 

Ry = f(t, +n) 

ky = fQ, + Azhs Yn + Achk,) 

il 

& = f(t, (AA sn +h Dyk; )> t= Barra, 
j=3 

BKCS. 24) RRA 1 BG FED K ARRR PRADA TR. WHET f RRM 
次 数 . 公式 中 ,除了 参数 AT 一 2 1) 还 有 两 组 待定 参数 cf 一] 7) AD py (E= Set ors 

jo). REA BZBRN BRA 

(8. 24) 

r? 3r 
ata 2. (8, 25) 

为 了 叙述 方便 ， FADE RH EAC. 24) 简称 为 R-K 公式 ， 对 于 = 级 R-K 公式 中 

的 待定 参数 ,并 不 按照 具体 的 数值 积分 公式 进行 设 冒 ,而 往往 采用 待定 系数 法 加 以 确定 . 要 
据 所 需要 达到 的 准确 度 阶 数 , 可 求 出 R-K 方法 中 这 些 待 定 参 数 的 值 . 

8.3.2 几 种 显 式 R-K 公式 

根据 不 同 的 级 数 , 本 小 节 给 出 几 种 常用 的 显 式 RS 公式 及 其 参数 计算 方法 . 首先 看 2 

级 RK 方法 ,其 公式 为 

N,=rt(r-1)4+ G-)D = 
14 

ky — fUtaryn? (8, 26) 

ky, — f(t, tazhey, taAzhk1) 

ite So EE = PS ESM cic. a, HA EARS FES EE. FF ET OR 

问题 48.7)? 推 导 其 局 部 截断 误差 , 先 写 出 w+ 的 表达 式 ( 这 里 的 .Fi y) 一 27) 

Vets = We bhle hy Heke) = yn, terhay, tehACy, tarhay.?). 

FEF ye = ye, BBE ER 则 
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Jerl 一 y(t, [1 + Ce, + ¢2) ha + eed, Cha?) (8, 27> 

FRA y(t...) fe t= 2, ADHERE 

; Aon hi 
yttei) =9G,) + Ay G4) + a (4,2 + ar" Gn) foe 

2 3 cad) +) to}, (8. 28) 

FF aR RT ZS lo = Ce 1 me RT HK CB. 27) ALB. 28) BY VA Ag Hs He Be HA Bl) 2 阶 

准确 度 , 即 

    =y(t,)) 1 ha + 

lay = O(n), 

此 时 要 求 待 定 参数 满足 方程 

| tea = (8, 29) 
cdg = 1/2 

方程 组 (8. 29) 没 有 唯 … 的 解 ,将 任 一 个 解 代 人 式 (8. 26) 都 得 到 一 个 2 阶 R-K 公式 ， 例 如 ， 

ct 一 如 一 172, 一 1, 则 得 到 公式 

Sati 一 yn 十 Fk + Re) 

ky = fUy oy) (8. 30) 

kp = ft, they + hky) 
该 公式 被 称 为 Heun 方法 ,也 叫 改进 的 欧 拉 法 . 

公式 (8.30) 可 以 政 写 为 如 下 形式 ， 

对) (8.31) 

| Jo =e FAL LC) + fCta 9a (8. 32) 

它 说 明 Heun 方法 可 看 成 是 欧 拉 法 与 梯形 方法 的 组 合 , 即 将 歌 拉 法 的 结果 作为 初始 解 代 人 

梯形 法 对 应 的 不 支点 选 代 法 中 适 伐 一 次 ,得 到 yi 的 近似 解 . 这 就 是 “改进 的 欧 拉 法 ”名字 

的 由 来 ， 另外 ,也 可 将 公式 (8. 31) 得 到 的 yw 看 成 是 预测 值 , 它 精度 较 差 ,公式 (8. 32) 的 作 

用 就 是 对 它 进 行 一 次 校正 ， 这 种 使 用 两 个 公式 构成 一 对 “预测 一 校正 ?公式 也 是 常见 的 常 微 

分 方程 初 值 问题 求解 方法 ， 

另 一 种 具有 2 阶 准确 度 的 2 级 公式 是 

Yair = Yat hky 

人] (8. 33) 

人 + 全 六 一 各 
它 对 应 于 方程 (8. 29) 的 解 ， ci 一 0,c 一 1 一 172. 公式 (8. 33) 也 称 为 中 点 公式 ,相当 于 用 

中 和 矩形 公式 计算 式 (8.23) 中 的 积分 ， 

在 上 述 推 导 中 , 仅 考虑 了 模型 问题 ,而 对 于 一 般 的 问题 (8.4) ,使 用 多 元 函数 泰勒 

展开 等 技巧 也 可 得 出 相同 的 结论 , 即 2 级 公式 最 多 达到 2 阶 准确 度 ,县 要 求 参数 满足 

方程 (8. 29). 

对 于 3 级 .4 级 R-K 公式 ,我 们 省 略 推导 过 程 , 直 接 给 出 达到 最 高 阶 准 确 度 时 有 关 和 参数 

所 满足 的 方程. 

+ 287 +



  

3 级 R-K 公式 为 

[¥en = Ya + hc, Ry 十 cz 大? + caka) 

ky = fla o¥n? 

(8, 34) 
ky —_ FC, + Arhs i, +AzhR,) 

ky 一 fC, + Asha yn, + po hky + ps2hkz) 

它 最 终 能 达到 3 阶 准确 疫 , 相 应 地 要 求 参数 满足 方程 

Cj + 2 十 cs =1 

Aa = fl 十 Paz 

C2Ae 十 chs = 1/2, (8. 35) 

czA} +,a3 = 1/3 

CsAzpen = 1/6 

显然 方程 (8. 35) 的 解 不 唯一 ,下 面 给 出 两 种 常见 3 HY R-K Qk. —AHE 

yo = ue AE Cks + dee +s) 

ky = tas =) 

人 , , (8, 36) 
\* = f(t ard + zh) 

lk 二 一 fC, 十 站 ,yn — hk, + 2hé2) 

EBAA 3 Br Kutta OX, 4 —AEB Ralston AX(18]; 

Yer = Hu tA ky + Bh, + dy) 

by = Fn》 

h h (8. 37) 
ke = f(t t+ Frm t Zh) 

ky = f (t+ 4 ,yw 十 ts | 

对 于 4 级 R-K 公式 ,可 以 证 明 它 最 多 达到 4 阶 准 确 度 . 下 面 给 出 一 种 常用 的 4 级 .4 阶 

R-K 公式 

Mat) 一 yn 十 知人 + 2k + 2k, + &,) 

Ry = Stns ¥n? 

b= f(t + oy, + Sh, ) (8, 38) 

h Ah ky = f(t. t+ Fon +h) 

by = fl, they, they) 

ERRN 4 BR Runge KuttanrA. RE. 若 了 函数 只 与 上 E 有关 , 则 式 (8. 38? 就 是 辛 普 

森 求 积 公 式 . 

例 8.7(R-K 公式 ): 求解 常 微分 方程 初 值 同 题 
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= 2 yD = 2 

HR AO. 1,978 y(2 AA. ER 2 WP Heun 42HK.3 BY Ralston A .4 BAH Runge-Kutta 

公式 的 结果 ， 

【 解 】 易 知 此 问题 的 精确 解 为 (0 = 4 1 6 将 2 阶 lfeun 公式 .3 阶 Ralston 公 

式 , 阶 经 典 Runge-Kutta 公式 的 计算 结果 列 于 表 8-5 中 ,并 与 准确 解 对 比 ， 从 中 可 以 看 出 ， 

方法 的 精度 阶 数 越 高 ,它们 计算 的 结果 也 越 接近 准确 解 ( 当 然 计 算 量 也 越 大 ). 4 阶 经 典 

Runge-Kutta 公式 的 结果 有 ?7 位 准确 的 有 效 数 字 . 

表 8-5 2 阶 3 阶 .4 附 Runge-Katta 公式 的 计算 结果 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

            

te 2 & Heun 3 Bt Ralston 4 My Runge-Kutta HE ATE 

1 0.4 9.4 0.4 4 

- 11 6, 475 641 [ a” 474 626 | 0,474 638 3 .474 6382 

1,2 0. 583 408 0.581 364 0.581 386 8 . o8L 386 7 

1.3 0.728 135 0.725 034 Q. 725 066 3 . 725 066 2 

La 0.915 329 0.911137 0.911177 3 ,911 77 1 

15 7.151716 1.145 785 1.145 833 6 . 145 833 3 

1.6 1.442 169 1.435 664 1, 435 720 3 435 7200 

L,7 1. 795 738 1. 788 G04 1. 788 067 4 - 788 067 1 

1.8 2. 219 578 “2, 210 56) 2.210 631 5 ~210 6311 7 

1.9 2.721 961 2.711 606 2.711 6836 2.711 683 2 

2,0 | 3.311 665 3.299 916 3. 300 000 4 3, 300 000 0 

  

当 *= 王 2;3,4 时 ,经 过 合适 的 参数 设置 ,r 级 R-K 公式 能 取得 的 最 高 准确 度 阶 数 也 是 

这 意味 着 ,公式 中 计算 函数 的 次 数 增加 1 ,准确 庶 阶 数 也 增加 1. 那么 ,是 否 任意 的 -级 公式 

都 可 以 达到 > 阶 准确 度 呢 ? 答案 是 否定 的 . 表 8-6 列 出 了 各 级 R-K 公式 所 能 达到 的 最 高 准 

  

  

确 度 阶 数 . 

表 8$6 各 级 -K 公式 能 达到 的 最 高 准确 度 阶 数 

级 数 3 | 4 5 6 7 9 

Hie ro MES BE BT HK 3 4 4 5 6 7                 
  

从 表 8-6 看 出 ,r>4 对 应 的 > 级 RK 公式 已 达 不 到 > 阶 稚 确 度 , 因 此 为 了 提高 1 阶 准 

确 度 ,需要 增加 较 多 的 函数 计算 次 数 . 所 以 基于 计算 效率 上 的 考虑 ,高 于 4 级 的 R-K 公式 很 
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少 被 单独 使 用 . 

8.3.3 显 式 R-K 公式 的 稳定 性 与 收敛 性 

下 而 分析 2 阶 RK 公式 (8.30) 的 稳定 性 ,考虑 模型 问题 可 推出 

Gay” ] 
+ ya = y|1 +h + 4 

A ee a 

Jat ama + (8.39) 

决定 . 若 假设 1 为 复数 ,稳定 区 域 的 推导 比较 复杂 ,这 里 考虑 ) 为 实数 的 简单 情况 ,可 推出 

(假设 1<0) 

(ha? 

<1 

这 是 稳定 性 对 步 长 的 限制 ,恰好 与 欧 拉 法 一 样 . 另外 ,对 于 其 他 的 参数 满足 方程 (8. 29) 的 

2 阶 R-K 公式 , 它 对 模型 问题 的 稳定 区 域 都 由 公式 (8. 39) 确 定 ,详细 证 明 请 感 兴趣 的 污 者 

思考 . 

对 于 3 阶 .4 阶 R-K 公 式 , 其 保持 稳定 所 需 满足 的 不 等 式 分 别 为 (针对 模型 问题 》 
2 3 

ja +a + GA + He |<1， (8, 40) 
人 3 

| ao 4 Gay’ ma) 4+ er (a> <1. (8. 41) 

& A sy Se eye a KORRES WE Ls 
Ac —2 5) 二 人 51 

A< = 78 

事实 上 , 显 格式 R-K 公式 都 不 是 无 条 件 稳 定 的 . 为 提高 稳定 区 域 的 范围 ,还 可 以 构造 

Rast R-K 方法 , 祖 关 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围 . 

前 面 曾 指出 ,一 般 只 需 蕉 确 庆 阶 数 罗 1, 就 能 保证 常 微分 方程 数值 解法 的 收敛 性 , 即 误 

差 随 步 长 减 小 而 收敛 到 0、 下面 介 绍 一 种 相 容 性 条 件 , 可 方便 地 判断 一 般 的 龙 格 - 库 塔 公 

式 (8. 24) 是 和 次 具有 收敛 性 . 

考虑 求解 初 秆 问题 (8. 4) 的 一 般 的 显 式 单 步 法 : 

3 = Yn bheplts syns (8, 42) 

其 局 部 截断 误差 为 

by = HCl) 一 3 

= yCtai) ~ CyCt) + hp tt, yt.) Ad] 

=hy'(t,) + OCA?) -- AL pCa y(t.) 0) FO?) 

=hy'(t,) — hp (tas yCt,) 0) + OCA?) 

bon =O?" p>] MRR ELAP A RUA A 0, BD 
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y Ct.) = fer ya? = oly ey lt.) 10). 

由 于 所 的 一 般 性 ,上 式 说 明了 如 下 的 函数 等 式 

pltsy0) 一 73)， (8, 43) 

它 被 称 为 显 式 单 步 法 的 相 容 性 条 件 . 

实际 上 , 相 容 性 条 件 (8. 43? 也 很 直观 , 它 表 明 靖 -~*0 时 , 单 步 法 中 的 增 量 本 数 p( 导 3 站 》 

的 极限 是 y ( 世 -. 这 正好 与 “差分 的 极限 为 导数 "的 观念 吻 会 . 对 于 一 些 表达 式 复 杂 的 单 步 

法 ,判断 相 容 性 比分 析 局 部 截断 误差 简单 ,可 利用 它 分 析 是 否 满足 收 伍 狂 这 个 基本 条件 ， 例 

如 ,对 于 式 (8. 24) 表 示 的 龙 格 - 库 塔 公式 ,根据 相 容 性 条 件 可 推出 

ZeG 一 1， (8. 44) 

EAT ST AHS R-K SRA AT EHH. 

8.3.4” 自动 变 步 长 的 R-K 方法 

R-K 方法 的 一 个 重要 优点 是 计算 w+ 时 不 需 槛 时 刻 以 前 的 殉 数 值 , 这 使 得 计算 是 

“ 自 启 动 ” 的 ,在 计算 过 程 中 很 容易 改变 步 长 . 因此 ,R-K 方法 易于 编程 实现 ,也 得 到 了 普遍 

使 用 . 另 一 方面 ,虽然 对 R-K 方法 可 进行 稳定 性 分 析 和 局 部 截断 误差 分 析 , 但 在 实际 应 用 

中 很 难 提供 与 步 长 有 关 的 误差 咎 计 , 如 何 自 动 改变 计 算 步 长 达到 最 佳 计 算 效 率 成 为 迫切 需 

要 解决 的 问题 . 

本 小 节 介 绍 一 种 自动 变 步 长 的 R-K 方法 ,也 叫 嵌 人 式 (embeded)R 玉 方法 , 它 使 用 一 对 

不 同 阶 R-K 公式 计算 结果 的 差 作 为 误差 估计 ,自动 禄 制 步 长 的 大 小 ,从 而 使 整体 计算 达到 

较 高 的 效率 ，MATLAB 中 求解 常 微 分 方程 初 值 沿 题 的 命令 ode23 .ode45 都 采用 了 自动 变 
步 长 的 R-K 方法 ,其 中 ode23 的 算法 由 Bogachi 和 Shampine 于 1989 年 发 表 , 简 称 为 BS23 

算法 .下 面 对 它 作 些 介绍 ， 

自动 变 步 长 R-K 方法 的 基本 思想 是 , 若 两 个 公式 分 别 具 有 立 和 z 十 1 阶 准确 度 , 则 它 

HIMBA EARS AW. 假设 疡 和 请 十 1 阶 准确 韶 的 两 个 公式 的 值 分 别 5, Ay, RE 

确 度 的 含义 , 若 假 设 第 ” 步 的 值 是 准确 的 , 则 

3 一 3 一 OO》 一 cai + OCH), (8, 45) 

Yur — Hee) = OCh?’?), (8, 46) 

FP og: ASHKAH411—- RKHHRR. UW oR Es. BARB DE, 

则 其 局 部 截断 误差 为 

lat A Cp he, (8. 47) 

而 将 式 (8. 45) 减 去 式 (8.46), 忽 路 高 阶 小 量 , 得 

Mott — Sei 7 Cpah?. (8. 48) 

RT 8. 47) AIA. 48) VARSHAPEAZEY EA PRR MAT. TRE 

用 时 ,由 于 y+i 准 确 度 更 高 ，- 般 将 它 作 EUS SE AA AR» ak Aa tt) Je BB ME Clocal 

extrapolation). 

Fob, AF on: BOER IRH-- RA OC) MFA RAB KA MADR 

3 外 和 yi, 它们 的 误差 满足 关系 式 
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| 人 (pb) ， (8. 49) 
med} 

因此 , 当 et A RMADY. OT AL ARR (8. 494 BR AOE YE Ka TT AR RE SOR. 

在 BS23 算法 中 ,使 用 了 具有 2 阶 .3 阶 准确 度 的 一 对 公式 ， 其 中 ,3 阶 公 式 是 Ralston 

公式 (8. 37) ,而 2 阶 公 式 为 

y = eb Be (Tby + 6h + Bhs + 3h) 

|b; = fu) 
| h 
jhe = f(te + pet zt) (8, 50) 

_ ah 3h. ky = f(t + aan + Tt) 
  

A = f(t they 4 42k, + 3k, + 4k.) 

注意 ,公式 (8.50) 比 较 特 殊 , 它 是 ， 员 公 式 但 只 有 2 WEIS. 而 且 式 (8. 530) 中 的 前 三 个 导 

数 近 似 值 与 式 (8.37) 中 的 一 样 ,只 是 增加 了 一 个 串 - 由 于 计算 局 时 的 时 间 贞 变量 为 问 -天 

此 除 第 一 步 外 ,, 总 与 上 一 步 的 有 相同 . 基于 BS23 算法 ,我 们 给 出 自动 变 步 长 龙 属 - 庆 塔 

方法 的 算法 描述 . 

算法 8. 1: 求解 常 微分 方程 初 值 问题 的 身 动 变 步 长 BS23 算法 

输入 : 函数 ft vtoryo 终 点 b, 误 差 阔 值 kol: 输出 ; 扩 fa= 1,2) 
ka := (tor Yoh7 

hi= 初 始 步 长 : 

ni=0 ; 

While t,<b,do 

天 2 :一 | t+ 六] 

3h 3h 
Ka ~£( tat Yet a 4 ke): 

ter t=t.th; 

i 
Yu. t=¥nt 9 (2k, + 3k, + 4ki) 3 

4 pL (Cari, Voer dé 

err:=| 2 a> {-Sk.+ 6k; + Oky- ax.) | 

TE err<scxtcl then 

ky r=ky; 

nisntl; 

End 

A:=a*,/——=h; fg 为 小 于 1 的 某 个 值 , 例 如 0.9}



 

从 算法 8. 1 看 出 ,针对 每 个 步 长 六 ,只 计算 三 次 上 函数 的 值 , 林 得 到 2 阶 和 3 阶 R-K 公 

式 的 结果 . 为 了 避免 抵消 现象 ,实际 上 并 不 算出 2 阶 公 式 的 结果 再 与 3 阶 公式 结果 相 减 ,而 

直接 计算 它们 的 差 

一 yn 一 we 5h, + 6k, +82, — 94) (8.51) 

作为 误差 的 估计 . 另外 ,由 于 具有 3 PMMA BE LTTE a + / 2h aA KAT EL ea Ke 
满足 精度 要 求 . 一 般 情 况 下 ,在 每 个 时 间 点 上 最 多 12 

FR — EK. of 
实际 的 程序 要 比 算法 8.1 复杂 一 些 , 例 刀 初 0.8 

始 步 长 的 选取 .估计 想 对 误差 以 及 步 长 变化 都 需 0.61 

要 一 些 经 验 上 的 考虑 . 文献 [7] 给 出 了 一 个 BS23 oath 
算法 的 简化 实现 : ode23tx 程序 , 它 进 行 了 相对 误 021 

差 估计 ,默认 的 相对 误差 国 值 为 10 * RAE Omens eee 
FF RAR Bi 8.5.0) 8.6 PRS WE, 20 Door noe 0.08 0100.12 0.14 0.16 

得 到 的 结果 曲线 未 于 图 8-6 中 ,从中 可 以 看 出 自 图 8-6 crea RK RIO 8.5, 

  

  

    
动 变 步 长 的 效果 . 关于 ode23tx 的 更 多 纲 节 , 感 兴 例 8.6 中 的 问题 

趣 的 读者 可 参考 文献 [7] 以 及 相关 的 文献 ， 

8.4 多 步 法 

前 而 介绍 的 方法 都 是 单 步 法 ,只 利用 了 前 一 个 时 间 点 的 信息 vy. tA ya. SHR 

(multiple-step method) 则 不 同 , 它 利用 前 面 若干 点 的 信息 得 到 下 一 点 的 酌 数 近似 值 ,也 被 
称 为 记忆 法 (method with memory)、 求 解 常 微分 方程 初 值 问 题 (8. 4) 的 多 步 法 一 般 是 线性 

多 步 法 ,具有 如 下 形式 : 

Yai = Sawyers HAS BS (toe Yared (8, 52) 
om] 0 

Kp A WH Ka, GH1 2.0m) BU=0s1 1) 为 待定 参数 . 由 于 公式 中 包含 前 产 点 的 
函数 近 拟 值 , 公 式 (8. 52) 称 为 线性 下 步 法 . 车 风 一 0, 为 降格 式 方 法 ,否则 为 显 格式 方法 . 注 

意 , 这 里 假设 步 长 是 不 变 的 ,从 而 简化 公式 的 推导 . 

8.4.1 多 步 法 公式 的 推导 

类 似 于 龙 格 - 库 塔 方法 ,通过 使 公式 (8.52? 具 有 辟 可 能 高 阶 的 准确 度 , 可 求 出 多 步 法 计 

算 公 式 中 的 参数 w 和 及 本 小 节 介 绍 两 种 推导 多 步 法 公式 、 确 定 其 中 待定 参数 的 方法 .一 

种 采用 泰 基 展 开 , 另 一 种 假设 未 知 画 数 为 单项 式 函 数 ,它们 都 得 到 参数 满足 的 线性 方程 组 . 

1, 泰勒 展开 法 

根据 局 部 截断 误差 的 定义 (定义 8. 3), 对 于 多 步 法 公式 (8, 52) ,其 扁 部 截断 误差 为 

六， 一) 

一 Xietrl) 一 Seixas) sh SBS Car py Can > 
i=) i=0 
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一 Ctrl) 一 Day baer) hay Cr) (8. 53) 

MF ya A oy Ct: ),G=0,1, 4m) 4E t= 2, ， 处 进行 泰勒 展开 ， 

yy Chat j= = yeas —1h) 

2 

= Vtg) — thy’ Ca) + ae SAY te) — iar SAY yO) pe 

co 由 Gh)? 
nit 31 

  yy Chest i) y Cay) - thy” Cay) 

将 它们 代 人 式 (8. 53) ,整理 后 得 到 

= = (tei [ 1 一 Ya} Ay’ God Sia — > 8] 

         Cops toes 

Tra Ma at De. |+ nee, (8.54) 

— ARH At y? Cin) A RBA 
( 四 

谋 一 Sar 天 =0 

ist 

ce 一 4>)i YB, k=1 (8. 55) 
了 一 4 

a 让 m k-1) 

(- 1"! [> wed Gopre |) &e2 

则 
bara = Co¥Ugi > 十 说 jy 《Hi 十 ca 和 Ct eves (8. 56) 

RRS Ce =0,k=0,],°. 9, Al t+ 一 OCR 多 步 法 (8. 52)3K Bp By HE fh BE. 所 以 确定 多 

步 法 中 参数 和 有 8 的 线性 方程 依次 为 
gy) 十 wz 十 seta, = 

a 十 2a; 十 + men =Rt+B +--+ Bn 

ac + dag +o + man) = B+ 2h + + mB, 

HPBR—THBRR I ASHE ATER TR EF BE ARE AOR RE. 
例 8. 8( 通 过 泰勒 展开 推导 多 步 法 ) : 假设 有 形 如 也 

Mat) = @1¥n TRO Fa + fefa i) 

的 两 步 法 公式 , 试 确定 其 中 参数 ,使 其 上 共存 较 高 的 准确 度 , 

(41 在 本 题 的 公式 中 多 步 法 系数 应 一 0, 要 确定 三 个 参数 mm Arh. WHR 
组 (8.57) 中 的 前 三 个 方程 

a =1 

~ fi + fe 

1 — abe loam =P + 2h 

D WY RRMA fae RAR PCa eoyatd TOE 
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解 得 : am 一 1, 记 一 于 ,名 一 一 于: 得 到 公式 

Yet = Dn +r(Sf, 一 he :) (8, 58) 

具有 2 阶 准 确 度 . 

从 例 8. 8 看 出 , 若 多 步 法 公式 中 包 食 产 个 待定 参数 ,至 少 可 达到 疡 1 阶 准确 度 , 只 希 

求解 线 任 方程 组 (8.57) 中 的 前 户 个 方程 

2. 单项 式 滥 数 代入 法 

根据 上 述 泰 勤 展 开 法 的 推导 过 程 , 也 可 以 另 一 种 更 直观 的 方式 得 到 确定 系数 的 方程 . 

假设 要 1 一 CC ), 即 公 式 (8. 52) 达 到 户 阶 准 确 度 , 这 要 求 公 式 (8. 54) 中 前 户 + 1 项 都 

等 于 0, 财 
La, = Cp ROP? yr? C4.) 二 

其 中 包含 了 y 函数 的 问 十 1 阶 及 更 商 阶 导数 . 如 果 殷 设 yo 一 上 一 0,1.…* 访 ) ,将 它们 代 

人 上 土 式 , 易 知 均 使 得 4 一 0. 这 恰好 也 构成 了 2 十 1 个 方程 ,可 通过 它 求 解 待 定 参数 wx; 和 

8 我们 总 结 出 如 下 定理 . 

定理 8.2: 对 十 求解 常 微分 方程 初 值 问题 的 多 步 法 (8 52), 若 当 y( 人 (二 4 一 0 1， 

) 时 , 均 有 局 部 截断 误差 如, = 一 0, 则 多 步 法 (8. 52) 鞋 少 有 具有 户 内 准 确 度 . SAME yO= 

ely 2, 40, MBER SDR yp MERE. 

RAAT FARRER HG yD =, =0.1, pI RKRKAHE 

ti 一 yt — Yat = OF 

BNKF SRK Ae HHH RNG DR LEME ERAN SRA. 

例 8.9《〈 利 用 单项 式 函 数 推导 多 步 法 ): 对 例 8.8 中 的 两 步 法 ,利用 单项 式 函 数 代 人 法 

求 待定 参数 的 值 . 

CR] 在 计算 局 部 截断 误差 时 ,假设 前 几 步 的 近似 解 均 准确 , 则 

ti 二 1) 一 Jotl . 

= ya) — faery, ALB y C) + Bo’ Ct. 7} 

# yQ=ly@O=2,9O=2 RRRALR AS 1.,:=0 SAW FHRBA: 

(i -a 70 

$t,., — art, — ACB +h) = 0 

ty: -- at? —AC2t, | 2ht1) = 0 

考虑 到 上 避 当 的 取 值 可 以 任意 ,得 到 如 下 线性 方程 组 

l-—a, =94 

| 《8 +B) = 0, 

1+ 2 =0 

HGH a 一 1, 有 一 宁 , 色 一 一 二 ,与 例 8.8 的 结果 相同 . 
从 本 例 看 出 ,采用 单项 式 函 数 代 入 局 部 截断 误差 公式 的 方法 也 能 获得 满意 的 效果 ,而 且 

不 需要 记忆 公式 (8. 57) 或 者 利用 泰 勤 展 开 进 行 繁琐 的 推导 ,因此 常 被 使 用 . 
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8.4.2 Adams 公式 

A BIE A fk Adams( TP 4M AR. CAAM THIER: 

Yeti = Yn HR DBS Ctasiaio Yeti ， (8. 59) 
1=0 

对 比 多 步 法 的 一 般 形 式 (8. 52) ,Adams 公式 中 只 包含 前 一 个 时 间 点 上 的 苹 数 近 杖 值 . 根据 

方程 组 (8. 57) 中 的 第 一 个 方程 看 出 , 形 如 式 (8. 59) 的 Adams 公式 已 满足 该 方程 ,因此 至 少 

具有 10 阶 准确 度 . 根据 访 是 理 为 0, 又 分 为 Adams 显 格式 公式 和 Adams 隐 格 式 公 式 两 种 ， 
一 般 通 过 选取 适当 的 8 参数 使 公式 (8. 59) 具 有 最 高 阶 和 的 准确 度 . 

首先 考虑 Adams 显 格式 公式 , 即 及 一 0 的 情况 . 根据 方程 组 (8. 57? 可 进一步 看 出 ,参数 

8 ,G 一 Im 满足 的 线性 方程 组 的 系数 矩阵 为 
1 1 1 

1 2 3 

12 2? 3? 

ER RRC 6.4.2 ASE EA. a. PO AR B=, 
m) Hf 819 m 步 Adams 显 格式 公式 满足 方程 组 (8. 57) 中 的 前 z 十 1 个 方程 ,达到 me 阶 准 
WARE. XT Adams Rea BHENSRA BG=0.1,-+.m). BY AS Ba EA EE HR 

PEA BA AROS EH, AE — 4 G0. 1, RARE 
48 (8.57 PART m +2 SHRM. BAB. m H# Adams 风格 式 公式 最 多 可 达到 m+] 

wor 闪 结 上 述 讨 论 , 得 到 如 下 定理 . 
定理 8.3: 形 如 式 (8. 59) KH m # Adams AH BSERMBAAHK, DiKD m+ PER 

度 ; 若 是 显 格式 公式 ,可 达到 = 阶 准确 度 . 
在 无 特殊 说 明 的 情 癌 下 ,Adams 公式 即 指 形 如 式 (8. 59) 的 具有 最 高 阶 准确 度 的 显 格式 
公式 航 隐 格式 公式 . 

车 通过 求解 线性 方程 组 来 推导 Adams 公式 申 系 数 尺 G 一 0,1,…,oa) ,计算 比较 复杂 , 因 
此 一 般 并 不 使 用 . 实 奈 上 ,根据 Adams 公式 的 特点 可 通 直 对 前 面 若干 个 点 土 的 导 本 数 

y 一 了 作 插 值 ,然后 对 插值 多 项 式 积分 进行 推导 . 假设 用 捅 值 多 项 式 P(s) 近 似 公 式 
Cr, th 

yar) = yt) + | f(ssyCs)) ds 

Fp Ag Be PR f(s. y9(s)) HAD AWE ATR ci ltie tn no RA RA 

对 应 的 f pA RG fain ?3 .yn1 ido ft, endorse t Class m *¥atiem) , 则 得 到 计算 公式 为 

us = 十 | Poyds， 《8. 60) 

准确 计算 多 项 式 积分 后 , 则 得 到 形 如 式 (8. 59) 的 公式 . 若 插 值 节点 包括 *= +， 为 隐 式 公 

式 ,否则 为 显 式 公 式 ， 

应 当 指 出 ,上 述 利用 拉 格 斋 日 插值 的 推导 方法 不 需要 求解 线性 方程 组 ,非常 方便 ， 此 

外 ,如 果 被 插值 函数 为 多 项 式 亚 数 , 则 插值 得 到 插值 画 数 是 准确 的 ,再 结合 定理 8. 2 的 结论 ， 

也 可 分 析出 Adams 公式 的 准确 度 阶 数 ， 具体 地 说 ,推导 Adams 隆 格式 公 式 时 使 用 着 十 1 个 

插值 点 ,因此 对 于 不 超过 mm 次 多 项 式 的 被 插值 郊 数 都 是 准确 的 . 这 意味 着 在 分 析 局 部 截断 
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误差 时 , 若 ji) 一 7 一 1 WAL. 0. DRE ye G=0,1,, 

za 十 1) ,局 部 截断 误差 均 为 0, 所 以 根据 定理 8. 2 知 隐 格 式 公 式 至 少 有 也 十 1 阶 准确 度 ， 而 对 

于 显 格式 公式 ,使 用 了 科 个 播 值 节 点 ,因此 得 到 的 公式 至 少 有 头 阶 准 确 度 . 这 样 的 分 析 得 

到 与 定理 8. 3 一 致 的 结论 . 

下 面 通过 一 个 例子 说 明 利 用 插值 多 项 式 的 积分 推导 Adams 公式 的 过 程 . 

$i] 8. 10C Adams 2st ROPES): HER m— 4 RENE AY abst Adams 43%. 

(8) BFR RASH BAP A ot, ete ote a ARR BAR IA 

MH sh 

yf 人 一 下 CS 一 有 JS 一 可 3) 

POS) = fn TU, = tea hy = be a) 
Cs —t,)€8 — 8, 290s — 4.3) 

+ fan Cte: — tte te ni by a) 

， 人 一) 一 和 -CS 有 

TO Poa) 
. (s— ti Cs— tars: tug) 

THs Clan — tad Ups — be Un a a badd 

=f, (s t, 13(s—£-2)€s—t,.a} 
  

6° 

， (一 一 
+ fia eR 

. (s— ts —t& 1) Cs — ty-a) 

pr oo 

+ fy 3 TEST te Thee) ， 

代 人 公式 (8.60) ,对 多 项 式 函 数 积分 即 得 到 外 ,(i=1, 4)， 先 看 户 的 系数 

Bh =|"" Cs 一 1 C5 — ty 2) Os — tg) ds 
  

  

  

六 6h? 

-- 1 ce taycet2nrd = | t a t t 

_ li 站 = (和 ht 上天 全， 

1 55 ， 
5 了 

55 
~ 34 

和 经 过 类 似 的 计算 ,得 到 其 他 几 个 系数 为 

.59 _ 3 9 prh=—2h. Bh= oh, Bh ooh, 

FAK n= 4 对 应 的 显 式 4 阶 .4 步 Adatns 公式 为 

Yeu = ye + $55 f, ~59f., +37 fer —9f, (8. 61) 

公式 (8.61) 具 有 4 阶 准 确 度 ,被 称 为 显 式 4 阶 Adams-Bashforth 公式 . 类 似 地 ,可 推导 出 共 
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有 4 阶 准确 度 的 和 dams 隐 格 式 公 式 , 称 为 隐 式 4 阶 Adams-Moulton 公式 

or = 和 十 喜 (97 十 19 扩 一 5 + fee) (8, 62) 
床 注 章 , 隐 式 4 阶 公 式 是 三 步 法 公式 . 另外 ,前 夯 学 过 的 欧 拉 法 .向 后 欧 拉 法 以 及 梯形 法 公 

AB BME Adams GAMES AMAT m= 1 WAAR A m= O.m=1 的 隐 式 

Oy AS TE AN I AE EE. FGF ah 2 阶 Admas 公式 (8. 58) ,对 模型 

fay y’=Ay 的 计算 公式 为 

  

  

  

  

  

  

3 1 3 
ni yn +h( Saye 一 yarns )- (1 +24), 一 Fe + 

经 过 推导 得 

Mot 7 2 a? 

或 
z 

aN 
ynll = 2 as 

因此 要 使 算法 稳定 ,必须 要 求 (假设 为 实数 , 旦 <0) 

2 

1+ 二 五 十 风干 2) 
5 <1, 

A 

Zz 

1+ SB fig 4 2 
> 1, 3 

经 过 推导 得 到 

-l<a<o, (8. 63) 
不 等 式 (8.63) 刻 画 了 显 式 2 My AdmasAKGVIOHBERE. HORBRER AMMAN, 

也 常 称 区 间 的 左 端点 值 为 稳定 冰 值 ,例如 对 于 公式 (8. 58) ,其 稳定 阐 值 为 一 1. 
一 般 , 多 步 法 的 稳定 区 癌 ( 稳 定 区 域 ) 的 推导 比较 复杂 ,不 要 求 掌握 其 中 的 细节 . CER 8-7 

和 表 8-8 中 列 出 了 凡 种 Adams 公式 的 参数 值 . 稳 定 阐 值 以 及 误 善 常数 , 其 中 误差 常数 指 局 部 

截断 误差 主 项 ( 见 8. 2. 2 小节) 前面 的 系数 ， 

表 8-7 APB Adams OHHSR Ee BEMAN RRS ER 
  

  

    

  

            

阶 数 & 所 fs fa Be Ra 误差 常数 

j 1 —2 1/2 

2 3/2 一 172 一 1 5/12 

3 23/12 — 16/12 5/12 — 6/11 | 3/8 

1 55/24 —59/24 37/24 —9/24 —3/10 | 251/720 
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家 88 几 种 隐 式 4dams 公式 的 参数 值 . 稳 定 疝 值 以 及 误差 常数 
  

  

  

    
          

阶 数 名 A fe Bs ta AE 误差 常数 

1 1 一 cq 一 172 

2 172 1/2 — 20 一 1712 

3 5/12 g/l2 一 1712 一 6 一 1724 

4 9724 19/24 —5/24 | 1724 一 3 一 197720   
  

从 表 8-7、 表 8-8 看 出 , 随 着 准确 度 阶 数 的 增 大 ,稳定 鸭 值 也 变 大 ,意味 着 稳定 区 间 越 来 

越 小 . 而 对 比 周 阶 的 显 格式 公式 和 隐 格 式 公 式 , 了 中式 公 式 的 稳定 性 和 准确 度 ( 看 误差 常数 ) 

RUF BARK. 

@ABAAAN RRR vy iN RRA) HBO tee. 它 -- 般 

REAAARE HU eh RAB RAR — AEA - RIERA. UR eA ARIE 

AAD RR EA EHR STAR ARE) (ARE EHR. BL 

— BOS RE A KRSNA NAAR  -RIEARA Chay PECE 

MR). 
一 种 常用 的 预测 - 校正 格式 为 Adams 预测 -校正 公式 , 它 使 用 显 式 4 MH Adams- 

Bashforth 公式 (8. 61) 进 行 预测 ,使 用 陷 式 4 阶 Adams-Moutton 公式 (8. 62) 进 行 校正 - 

8.4.3 更 多 讨论 

BES Adams 43,5 — 26 OA & 46 EH BDF (backward differentiation formula) 格 

式 ， 它 是 一 类 隐 格 式 多 步 法 ,具有 如 下 形式 ; 

Yer 二 Yew ， SERBS Cais Pads (8, 64) 

其 特点 是 公式 中 只 针对 bee REUSE f A. PR.3 阶 BDF 公式 为 

yo 二 (l8y 一 9 十 2 0) FE fo. (8. 65) 

BDF 方法 的 推导 也 基于 拉 格 朗 日 插值 ,其 基本 思想 是 根据 Jpyyr Lyn :人 构造 近似 

y(t) BRAY BAe PC), RAR 

fancy y Ca) a P’ Cy) 

HER HSE (8. 64) PASM o,, ili.) By. ASR AA te. BOM a AT 

自己 思考 . 

还 有 两 种 著名 的 多 步 法 公式 是 Milne( 米 尔 愿 ) 公 式 和 Hamming( 海 明 )? 公 式 , 它 们 分 

别 为 

Yar = Yea 十 “Bay, — fer Fefeads (8. 66) 

Yor = EO — In DEAE A HALL fad. (8, 67) 

Milne 公式 是 四 步 显 式 公式 ,具有 4 阶 准确 度 ，Hamming 公式 是 三 步 隐 式 公式 ,也 具有 4 阶 

@ PECK 2% predict. evaluate correct evaluate MSF FHS HP ovatuate BIFITH 6 BRA. 
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准确 度 . 这 两 个 公式 也 常 构成 预测 -校正 格式 加 以 应 用 . 
关于 多 步 法 ,最 后 说 明 几 点 : 
(1)》 由 宇 可 利用 前 面 已 计算 的 广 丽 数值 ,采用 多 步 法 求解 初 值 问题 时 ,每 前 进一步 只 需 

计算 -次 了 数 值 ,因此 计算 效率 较 高 . 而且 计 算 量 儿 平 不 随 准确 度 阶 数 的 提高 而 增 大 ,这 
是 相 R-K 方法 ( 单 步 法 ) 最 明显 的 优势 . 

(2) 由 于 需要 前 面 车 于 点 上 的 函数 值 ,所 以 多 步 法 不 是 “ 自 启动 ”的 ,开始 时 必须 使 用 单 

步 法 或 者 低 阶 的 多 步 法 产生 足够 的 初始 值 . 
《3) 相 比 R-K 方法 ( 单 步 法 ) ,多 步 法 的 编程 较 复杂 ,尤其 是 考虑 步 长 可 以 改变 的 情况 

就 更 加 复杂 . | 
， (4) 对 于 预测 校正 格式 ,可 用 预测 倘 与 校正 值 的 差 作 为 局 部 误差 估计 ,构造 自动 变 步 
长 的 解法 . 

(5) 虽然 隐 式 方法 比 显 式 方法 更 稳定 ,但 并 不 是 无 条 件 稳 定 的 . 事实 上 ,超过 2 阶 的 多 
步 法 都 不 是 无 条 件 稳 定 的 ， 

(6) 为 了 方便 ,本 节 只 讨论 了 步 长 固定 的 多 步 法 ,实际 的 软件 包 中 一 般 采 用 变 步 长 的 多 
步 活 ,其 计算 公式 的 推导 过 程 与 Adams 方法 .BDF 方法 类 似 . 

8.5° 常 微分 廊 程 组 与 实用 技术 

实际 问题 中 往往 包括 多 个 相互 关联 的 系统 量 ,而 高 阶 常 微分 方程 也 可 化 成 1 阶 常 微 分 

方程 纽 , 因 此 常 微 分 方程 组 的 数值 求解 非常 重要 . 本 节 对 有 关 问 题 进 行 介绍 ,同时 结合 

MATLAB 的 相关 功能 人 绍 求 解 常 微 分 方程 (组 ) 初 值 问题 的 实用 技术 - 

8.5.1 1 工 阶 常 微 分 方程 组 

通过 变量 代 换 , 叮 将 高 阶 常 微 分 方程 化 成 多 个 1 阶 常 微分 方程 ,因此 只 需 考虑 I 阶 常 微 

分 方程 组 ,同时 仅 考虑 显 式 方程 , 即 
多 一 了 (ty)， 

BRHmeH SS. RUS Ry HT Oey CO) y=Ly Gd) oe yO)". Ba AREAS Ei 

题 为 
人 oD ty (8. 68) 

¥{to) = Po 

Kr yeR, AL we. 

将 定理 8. 1 推广 到 高 维 情况 , 林 建 立 常 微 分 方程 组 初 值 问题 (8. 68) 可 解 性 的 理论 ,这 里 不 

详细 讨论 .与 单个 常 微 分 方程 的 情况 类 似 , 一 般 情 况 下 问题 (8. 68)? 的 解 总 是 存在 并 且 唯 一 的 ， 

AOR Sf REF y 的 线性 函数 , 则 得 到 线性 常 微分 方程 组 
y =AQ)y+bQ), (8, 69) 

RPAOAnXn GH SPHERE A HRA Bl. ERR 

况 是 线性 . 齐 次 、 常 系数 常 微分 方程 组 
y’ = Ay, (8. 70) 

pacer’. 
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分 析 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 敏感 性 时 ,定义 8. 1 仍然 适用 一般 地 分 析 较 困难 ,只 对 

方程 (8.70) 进 行 讨 论 ,并 假定 扼 A BA th. 设 年 阵 4 的 个 特征 值 为 1 A, eT 

特征 向 晶 为 w，…'，,z。， 则 王将 初 值 nm 表示 为 特征 向 基 的 线性 组 合 : 

y= Dye Vs. 

Sy 0 BC 8, 70) Xt oe A AL a) 

yi) = Saves, (8.71) 
i=1 

Hy ate ey SA, Te) EE EA G=1. ORE. BHABRSA 的 实 部 大 于 0, 它 使 

y(t) 2 & — TY 8) 9 a Ko a SAAN. EH to Oo me. 

反之 , 若 对 每 个 等 征 值 都 有 Re 和 0, 则 初 值 的 扰动 不 会 使 得 解 的 误差 发 散 ， 根据 定义 

8. 1 我 们 知道 ,方程 (68. 70) 对 应 的 初 值 问 题 稳定 的 充 要 条 件 是 %,ReG) 魏 0, 这 说 明 分 析 它 

的 稳定 性 需 考 察 矩 阵 4 的 特征 值 . 

对 一 般 的 非 线性 常 微分 方 积 组 了 一 Fi, 7) ,只 能 分 析 某 个 给 定 解 (Do A 

YE. 通过 泰勒 展开 将 常 微分 方程 局 部 线性 化 ,产生 形 如 

z 一 上册 (ty)z (8.72) 

的 线性 常 微 分 方程 组 ,其 中 必 是 扯 关 于 ?的 雅 可 比 矩 阵 ( 第 2.7 节 中 的 定义 2. 4) ,来 知 本 
数 为 zx， 根据 前 面 讨论 ,分析 (8. 72) 的 稳定 性 只 需 看 矩阵 所 的 特征 值 . 一 般 地 , 雅 可 比 移 阵 

的 值 还 依赖 于 自 变量 上 的 取 值 ,所 以 根据 它 可 分 析 具 栖 点 附近 的 稳定 性 ,得 到 的 结论 是 局 部 

有 效 的. 

讽 8.t1 (和 牛顿 第 二 定律 ?): 牛 畦 第 二 运动 定律 : =za, 即 力 节 等 于 质量 六 乘 以 机 速度 

ay 可 能 是 最 著名 的 常 微 分 方程 ， 这 个 方程 建立 了 物体 的 空间 位 置 与 其 2 阶 导数 之 间 的 关 

系 . 若 考 虑 一 维 空间 内 的 运动 , 物 性 位 置 为 单个 蔓 数 y(D , 则 微分 方程 为 

my"(t) = F(tsysy'(t)), 

Hey FRR SHER yOMRE OAK. REWSHH 1 APRA FHFOHY 

F Sy®.y OAK AN AASB ete. 

(#1 记 和 = 一 > 一 0 , 则 等 价 的 1 阶 方程 组 为 

vi= ve 
w= Fa, yry (>) . 

™m 

PF Gy).y OBK, MHRA ARE BRAD BA, BRERA 

ef 0 0 

矩阵 4 可 对 角 化 , 且 两 个 特征 值 均 为 0, 因 此 初 值 癌 题 是 稳定 的 . 

例 8.12 (化 学 反应 建 模 ): 假设 三 种 化 学 物质 的 浓度 随时 间 变 化 的 耳 数 为 > (t)、 

oa( .at 如果 在 化 学 反应 中 第 一 种 物质 变 为 第 二 种 物质 揭 速 度 与 y 成 正比 ,第 一 种 物 

质变 为 第 三 种 物质 的 速度 与 ? 成 正比 , 试 建立 这 三 个 浓度 所 满足 的 常 微分 方程 组 ,分 析 其 

类 型 和 初 值 问 题 的 稳定 性 . 

【 解 〗 根据 题 意 ,可 建立 如 下 微分 方程 组 : 
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y= Riv ~ Raves 

y= he ¥2 

其 中 因为 反映 反应 速度 的 比例 常数 , 均 大 于 9. 该 方程 组 为 线性 . 齐 次 . 常 系数 微分 方程 

组 ,系数 矩阵 为 
—k, 0 0 

A= | Ry — Re 0 

L 0 k, 0 

矩阵 4 的 特征 值 均 不 大 于 0, 因此 它 是 稳定 的 问题 . 

本 章 前 面 几 节 介 绍 的 方法 都 可 用 于 常 微 分 方程 组 的 求解 ,只 要 把 和/ 都 理解 为 向 

量 , 则 各 种 计算 公式 都 可 以 应 用 例如, 欧 拉 法 的 计算 公式 为 

Vor) = Ya FAS Ca Yn). 

( =— ky 

  

4 BY BHM R-K Ast 

Joti = yn +4, + 2k, + 2k; + k,) 

ky = S(t, Vn? 

h h 
ky = f(t + as +k ) 

_ h h 
k; = f(t + In +k) 

k, = fi, they, ~ ky) 

例 8. 13( 求 解 常 微分 方程 组 ): 试用 欧 拉 法 求解 常 微分 方程 组 

n= 2 

32 一 一 271 一 332 
的 初 值 问题 . 初 值 为 (0) 一 1,y(0) 一 2, 取 步 长 上 一 0.1, 计 算 两 步 . 

【和 解 了 用 欧 拉 法 计算 一 步 的 公式 为 

+l = Yn bhF G4, syn). 

在 本 题 中 ,一 | ;| ,7=| -。 |y BRL 
四 + 0 1 - [Jeol ?]- 全 3 

mee Fe Lag 3 PO La PL Laat 
- sal 0 1 = [Jeo 12) _ 71.82) 
Meee 3 Lael 6 JS lose SF 

AUTH t= 0. 2 AS AAR (0. 2) = 1. 32,5720. 2) =0. 6. 

2S 5h WO UE JH fa] BAN HE ARE oy, (2) = 4e 一 3e ye (2) = he +6e°*. le c= 0. 2 时 

AY HE DG RE y, (0. 2)—1. 264, 5, (0, 2)=0. 747, SR ARABARK. 

在 常 微 分 方程 组 的 求解 过 程 中 ,也 要 注意 数值 解法 的 稳定 性 . 以 方程 组 (8. 70) 为 例 , 考 

虑 欧 拉 法 的 稳定 性 ,计算 公式 为 
Invi = ¥, thAY, = CE +RA)Y,» 

iit y, FEFER DHS,  Wieh C ald y WIRBW 
844,= (14-hAD SB, 
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要 使 和 -的 大 小 不 超过 B, ,或 者 随 着 的 增 大 误差 不 会 发 散 为 无 穷 大 , 则 要 求 矩 阵 f 十 pa 的 

特征 值 均 不 超过 1, 即 谱 半径 

o(E 十 AM ) 二 1 (8. 73) 
th RU TRE A EE PGE, 

Jl+A.t<i. (8.74) 
这 给 出 了 用 欧 拉 法 求解 常 微分 方程 组 (8. 70) 保 证 稳定 的 充 要 

aA. 一 般 特 征 值 1 为 复数 , 则 从 ; 在 复 平 面 的 稳定 区 域 如 

图 8-7 所 余 , 注 训 它 与 描述 欧 拉 法 求解 模型 问题 稳定 区 域 的 

钢 8-2 几乎 是 一 样 的 . 更 进一步 , 若 特 征 值 罗 为 实数 , 则 得 到 

稳定 性 对 步 长 的 限制 条 件 

  

图 8.7 了 网 近 法 解 常 微分 方 二 二 和 程 组 的 稳定 区 域 oA 
根据 这 个 要 求 看 例 8. 13, 由 于 两 个 特征 值 分 别 为 一 1 和 一 2, A eh 一 ， 

1, 采 用 产 一 0. 1 是 满足 稳定 性 要 求 的 ， 

对 更 般 的 常 微分 方程 组 ,上 述 分析 仍 然 有 效 , 只 需 将 看 成 是 雅 可 比 和 矩阵 册 的 特征 

值 , 然 后 根据 具体 方法 求解 单个 常 微 分 方程 模型 问题 时 的 稳定 性 要 求 , 可 确定 步 长 的 稳定 
区 间 ， 

8.5.2 MATLAB 中 的 实用 ODE 求解 器 

MATLAB 软件 包含 了 多 个 实用 的 常 微分 方程 初 值 问题 求解 器 , 例如 我 们 前 渣 提 到 的 

ode23 命令 (8. 3.4 NT). 表 8-9 列 出 了 这 些 命令 ,并 简要 阅 明 了 它们 的 特点 , 实际 上 ,这 些 

求解 器 分 为 两 类 : 前 三 个 为 显 格式 方法 ,为 了 保证 计算 的 稳定 性 对 某 些 问题 效率 很 低 ( 这 类 

问题 称 为 “刚性 问题 ") :后 四 个 为 隐 格 式 方法 ,稳定 性 对 步 长 的 限制 较 小 ,因此 适合 于 求解 

“出 性 问题 ” 

| 
Nw 

Ww 
表 89 MATLAB 中 求解 常 微分 方程 初 值 问题 的 命令 

a RH 内 部 算法 说 明 

显 格式 , 单 步 法 ,采用 BS23 算法 的 自动 变 步 长 R-K | 对 于 糖度 要 求 不 商 的 情况 , 效 举 好 
方法 于 ode45 

BA FER BA +t RS HAAG RS 一 舱 情况 下 ,首先 尝试 使 用 它 来 求解 

K RK We 

显 格式 ,多 步 法 ,采用 变 阶 数 的 Adams-Bashfortrh- | 适合 于 精度 要 求 高 或 计算 了 范 数 代 
Moulton 预测 校正 公式 BE 

odel5s | Best SER. RASHAH NDF & BDFAX 适合 于 刚性 癌 题 

企 精 度 村 求 不 高 的 情况 ,效率 可 能 好 

  

  

oade23 

  

ode45 

  

odel13 

  

  

ode23s | Balti ct. ARK EEA 2 BH Rosenbrock 2X 

  

  

F odelis 

ade231 BRA RPE RES DETER BA CER ER Ye ee a BE A fd 

ode23th | FARSC, Rab HE RAPER Mt RK WR 适用 情况 类 似 于 ode23s     
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下 曾 简 要 说 明 什 么 样 的 常 微分 方程 初 值 问 题 是 “刚性 问题 ”。 

定义 8.5: 若 一 个 常 微分 方程 初 值 问 题 的 准确 解 函 数 随时 间 变 化 缓慢 ,但 经 过 其 附近 点 

( 且 满 足 原 微分 方程 ?的 解 是 随时 间 变 化 很 快 的 函数 , 则 这 类 问题 称 为 刚性 问题 (stiff 

problem), 

刚性 问题 可 能 是 单个 常 微分 方程 ,也 可 能 是 常 微分 方程 组 . 在 求解 刚性 问题 时 ,由 于 

准确 解 附 近 的 解 变化 很 快 , 所 以 实际 计算 中 必须 采用 很 小 的 步 长 ,才能 咏 止 数值 解 过 大 

地 编 离 准确 解 . 实际 上 ,刚性 问题 反 瑞 的 是 求解 过 程 的 计算 效率 问题 , 它 可 以 通过 数值 解 

法 的 稳定 性 分 析 来 解释 , 即 由 于 稳定 性 要 求 使 得 步 长 必须 很 小 . 一 般 采 用 显 式 方 法 求解 

刚性 问题 计算 效率 很 低 , 而 采用 无 条 件 稳 定 或 稳定 区 间 很 大 的 隐 式 方法 时 ,可 取 较 大 的 

步 长 . 

例 8. 14《〈 刚 性 问题 ) : 考虑 常 微分 方程 初 值 问题 

y 一 一 100y 十 100t 十 101， 

veo = 1,01 

假设 步 长 &=0. 1:, 使 用 欧 拉 法 进行 求解 的 结果 列 于 表 8- 10 中 . 

8-10 3.14 的 计算 结果 

t 0,0 0, 1 0.2 0.3 0.4 

220 
' 

  

  

HEA 1,01 1, 100 000 1, 200 000 1, 300 000 1. 460 000 

  

欧 拉 涉 1.01 1.01 2.01 —5. 99 67, 0 

  

向 后 殉 拉 法   1.01   1. 106 909   1. 200 083   1. 306 008   1. 400 001 

  

READ Ti FS A A 
yQ) =1+i+e+e'™, 

ELAN A 48 BU Ld BBS HE 

yt) = L+2+0.01le7%, 

ER 8-10 PRAT EMR. BUH KA KHER RAR EAH. SEL, 

准确 解 的 曲线 如 图 8-8 所 示 , 且 变化 非常 缓慢 的 ， 

但 由 于 通 解 中 包含 项 ce, 附近 的 解 变 化 很 快 , 所 

以 一 旦 数值 解 稍 稍 偏 离 准确 解 ,采用 局 部 斜率 的 显 

式 方法 就 会 使 误差 迅速 放大 ， 本 例题 就 是 ~ 个 典型 

的 刚性 问题 . 

作为 对 比 , 我 位 也 采用 向 后 欧 拉 法 进行 求解 , 步 长 

也 取 六 一 0. 1, 结 果 列 于 表 8-10 的 最 后 一 行 . 从 中 看 

Oi 02 03 04 0.5 出 ,向 后 欧 拉 法 的 结果 准确 得 多 . 
从 算法 稳定 的 角度 看 ,本 河 题 的 雅 可 比 和 矩阵 捕 一 

轩 性 问题 ( 例 8 147 的 准确 解 .100, 其 特征 值 也 就 是 一 100, 因 此 为 保证 稳定 欧 拉 法 
的 步 长 应 满足 Ac 一 9- 一 0.02. 上 面 计算 中 没有 满足 此 条 件 , 才 出 现 不 稳定 的 情况 .对 于 

1+t+0.01 exP(-1000 
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这 种 刚性 问题 ,用 欧 拉 法 等 显 格 式 方 法 求解 ,必须 采用 很 小 的 步 长 才能 保证 淮 确 ,因此 效率 

很 低 . 而 向 后 葡 拉 法 等 隐 格 式 方法 稳定 区 间 大 ,因此 很 适合 求解 刚性 问题 . 

从 上 述 例子 看 出 ,刚性 问题 实际 上 就 是 不 适合 使 用 显 式 方法 求解 ,或 显 式 方法 效率 很 低 

的 问题 . 了 解 到 这 一 点 ,可 指 生 我 们 选择 使 用 合适 的 OPDE 求解 器 . 下 面 通过 几 个 例子 说 明 

MATLAB 中 有 关 命 令 的 使 用 . 

例 8.15《〈 火 焰 燃 烧 问 题 ) : BS23 算法 的 作者 下. Shampine 提出 过 一 个 描述 火焰 赤 烧 

的 微分 方程 ,刻画 点 燃 一 根 火柴 时 火焰 半径 迅速 增 大 的 动态 过 程 . 假设 y(6) 为 火焰 半径 ， 

半径 增 大 的 速度 应 该 与 净 供 应 的 毛 气 量 成 正比 ,后 者 等 于 表面 供应 的 氧气 减 去 内 部 消耗 

WHA AHS >» My 成 正比 . 根据 上 述 分 析 , 采 用 适当 的 单位 ,可 得 到 如 下 的 常 微 分 

方程 : 

y —ya—ys tO 
y(0) = » , 

其 中 ?为 初始 的 火焰 半径 , 取 ?一 0.0001, yO RHR. 

MATLAB 中 任何 一 种 ODE 求解 器 都 有 三 个 必需 的 输 人 参数 , 即 了 WOR OR 

围 和 > 枉 数 的 初始 值 ， 定义 函数 有 多 种 方法 ,对 本 例 可 采用 简单 的 inline 命令 : 

>> f=inline(ty*2-y*3', tt’, 'y"): 

它 说 明了 了 是 关于 上 和 >? 的 二 元 两 数 ， 假设 求解 时 间 范 围 为 [0,15 000], 则 使 用 ode45 

求解 器 的 命令 为 

>> ode45(f£, 10,15000],0.0002); 

在 不 加 返回 值 的 情况 下 ,ODE 求解 器 自动 画 出 y(90) 的 变化 曲线 ,并 标记 出 计算 过 程 中 

的 节点 上 上 述 命令 后 成 的 > 人 六 数 曲线 如 图 8-9 所 示 .、 从 图 中 看 出 ,在 :一 10 000 时 ,火焰 

半径 迅速 增 大 并 达到 :个 稳定 的 值 ,这 与 现实 情况 相符 ,这 种 稳定 状态 表明 火焰 内 部 燃烧 耗 

费 的 氧气 和 其 表面 现存 的 氧气 达到 了 一 种 平衡 . 

从 图 8-9 还 可 以 看 出 ,这 是 一 个 山 性 问题 ,在 y( 达 到 稳定 值 1 后 ,仍然 需要 很 小 的 步 

长 ,导致 计算 效率 很 低 ， 采用 刚性 求解 器 ode23s 重新 计算 此 例 , 得 到 的 结果 如 图 8-10 所 
示 . 从 中 可 以 看 出 ,刚性 求解 器 所 需 的 计算 步 数 少 得 多 ,而 且 通 过 统计 计算 时 间 发 现 ， 

ode23s 求解 该 问题 的 时 间 大 约 是 ode45 的 176- 
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例 8.16〔〈 常 微分 方程 组 ) : 用 MATILASR 中 的 ode23 命令 求解 例 8. 11 中 的 常 微分 方程 
组 ,假设 Fftyyy (bi)/a 一 6 初始 值 为 办 (0) 一 0， (0) 一 上 

〖【 解 】 待 求解 的 常 微 分 方程 组 为 

w= 2 

yo= 6t 

4a EMA fe.) EA MATLAB 4%, m 文件 . 

function ydol=ffun(t,y); 

ydot=[y(2); 6* t]; # 列 向 量 

然后 假设 时 间 范 围 为 [0,1], 求 解 的 命令 如 下 

>> ode23(@ ffun, {0,1}, [571]}; 

ERMRARH GAS. Mka-T+BRED 

值 , 这 里 是 一 个 列 向 量 . 得 到 解 曲 线 如 图 8-11 所 示 ， 

KA ARAR Ay OHP toy (OH3P +1LE 

数值 解 是 吻合 的 ， . 

从 这 个 例子 可 以 看 出 ,用 MATLAB 求解 常 微分 “03 

方程 组 和 求解 单个 常 微 分 方程 没有 多 大 区 别 , 只 需 0 02 04 08 OF TO 
将 使 用 到 的 - 些 基 设 为 向 最 即 可 图 8-11 用 ode23s 求解 例 8. 16 得 到 的 

除了 上 述 介绍 的 功能 ,MATLAB 的 ODE 求解 两 条 解 函数 曲线 

器 还 可 以 自 定 义 计算 的 节点 午 步 长 ,并 且 在 输 人 人 参 

数 中 增加 options 参数 ,可 灵活 地 设置 误差 控制 、 和 输出 .事件 .定义 雅 可 比 和 矩阵 、 隐 臣 党 微分 

方程 等 功能 .这些 功 能 通过 单独 的 odeset 命令 来 实现 .而 采用 标准 的 命令 格式 

(T, Y}=solver (odefun, tspan, yO, optians) 

TR PGE et RT a) AT PO MARY. KTP RAE HATS, BR 

的 读者 查询 MATIAB 的 联机 帮助 文档 ， 

应 用 实例 : 洛 伦 兹 吸引 子 

  

  

      

1， 问 题 背 景 

PR LHASA ASTER LS ARIAS — EB HER 4) -F (Lorenz attractor), C8 

先 由 美国 MIT 大 学 的 数学 家 和 气象 学 家 下 dward Lorenz 在 1963 年 提出 Lorenz 提出 的 方 

程 是 大 气流 体 动力 学 的 一 个 萄 化 模型 , 它 模 氢 火气 的 对 流 , 可 用 于 长 期 天 气 预 报 ，Lorenz 方 

程 是 一 个 常 微分 方程 组 ,可 写成 

y’ = Ay, 

其 中 一 [CO wl yt]. 

1 B 0 ye 

A= 0 —a a. 

-一 yz PR ] 
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RMHR-APEwOPKAKHMRMAA. HAHASPESMSBAAKE HEA RH 

关 ， 参数 人 称 为 普兰 特 数 ,p 是 规范 化 的 瑞 利 数 ,8 和 模拟 区 域 的 几何 形状 相关 ， 

由 于 短 阵 4 中 有 两 个 元 素 是 2 和 一 办 ，* 看 起 来 简单 的 Lorenz 方程 是 一 个 非 线性 常 微 

分 方程 ,没有 解析 解 . Lorenz 用 数值 方法 对 其 进行 求解 ,揭示 了 解 函数 ?的 奇 竺 性 质 , 它 

是 最 早 发 现 的 混沌 现象 之 一 . 

2. Sl FR et 

Lorenz FHMPAAMMAAK. ARR OLS RL GH SK PMBEEME. 

KRAGAHARAR SREAMRELUEN SREP yOOKRERALABRYA KH 

《吸引 子 ) 之 间 往 返 , 有 界 但 无 周期 ,不 收效 也 不 自 交 ( 如 图 (A)、 图 (B) 所 示 ). 这 是 一 种 

“ 混 滞 ?现象 ， 而 对 于 参数 的 另外 一 些 值 , 解 可 能 会 政 敛 于 一 个 固定 点 ,发 散 到 无 穷 过 或 周 

PERS. 

we aur 
1 = 

   
1 

20, 

25 | wee . L J . : 4. - 一 上 _ 一 So — 
iF 5 10 Iso} Ds 30 -25-20--lS -[0 -3 0S [f |S Ma 2s 

了 Ve 

PCA) SAE oi 3 RAE AS (8) 3B 4 图 (B) 相位 投影 图 

图 (B) 吾 示 的 是 随时 间 上 的 变化 ,ye 和 加 构成 的 相位 投影 图 ,其 中 明显 地 看 到 有 两 个 

彰 拭 吸引 子 , 它 们 其 实 是 常 微分 方程 的 两 个 固定 点 (或 不 动 点 ). 为 了 求 这 两 个 吸引 子 的 位 

BE BAe y(t.) WM Alto) =O. 

根据 短 阵 点 ,可 以 证 明 它 为 坷 异 阵 的 充 要 条 件 是 

3a 一 士 VBCp 一 17. 

进一步 求 抠 阵 入 的 化 鹤 向 量 , 并 使 其 第 二 个 分 量 等 于 加, 则 得 到 这 样 的 化 雳 向量 为 

o 一 1 

2 

客 易 验证 4z 一 0 因此, 若 ?(b) 一 [o 一 1 VEG Ve~—-DY.&le-l —VeG@—D 

一 VB(p 一 1 站 7 ,对 所 有 的 上 都 有 六 一 和 ,因此 ?保持 不 变 ， 这 两 个 初始 值 就 是 两 个 吸引 于 . 事 

实 上 ,这 两 个 不 动 点 是 不 稳定 的 ,只 要 轨迹 不 从 它们 开始 ,就 永远 不 会 达到 其 中 任何 一 个 ,轨迹 

在 它们 附近 将 受到 排 厅 . 

Lorenz 方程 中 典型 的 参数 取 值 是 p 一 28,8 一 8/3, 则 鼻 出 吸引 子 的 位置 为 [27 8. 49 8.49]? 
和 [27 一 8. 49 一 8. 49]7. 

z= 
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3. MATLAB £¥% 

利用 本 章 所 学 知识 可 以 编写 程序 来 数值 求解 Lorenz 方程 ,从 而 观察 Lorenz 吸引 子 解 

曲线 和 相位 轨迹 . 下 面 使 用 MATLAB 自 带 的 ODE 求解 器 进行 求解 ,假设 初始 值 (za ) 稍 

稍 偏 离 吸 引子 [27 8, 49 8.491 ， 具 体 的 程序 如 下 : 

function ydct=Lorenzydot (t, y,sig,b,r} 

ydots= [y{2} * y(3)-b* y(l);sig* (y(-yl(2))er*y(@)-yi3i-y(2) *y(]; 

end 

>> sig=10;b=8/3;r=28; 

>> yee [r+ lisqrt(b* (r-7));sqrt(b* (r-1})); 

>> yO= yot+ [02073]; 

>> tspan= [0,50]; 

>> opts=odeset (‘outputfon', @odephas2, ‘OutputSel’, [1,2]); 

>> ode23 (@ Lorenzydat, tspan, yO,opts,sig,b,r)? Syi-y. AeA 

>> figure (2) 

>>opts=odeset (‘outputfcn', @odephas2, 'OurputSel',(1,3]); 

>> ode23 (@ Lorenzydot, tspan, y0,opts,sig,b,r); Syi.—ys FZ PA 

>> figure (3) 

>> opts=odeset ('outputfen', 3odephas2, 'OutputSel', [2,3]); 

>> ode23 (@ Lorenzydot, tspan, y0, opts, sig,,r); sy. - y, ABO 

这 个 释 序 通过 odeset 设置 ODE 求解 器 的 选项 ,方便 地 实现 二 维 的 相位 图 给 出 ,得 到 的 

前 两 个 相位 图 如 图 4C) 和 图 (D) ,最 后 一 个 与 图 (B) 类 似 . 

20       
15 

10 
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FA(C) mm- 相位 投影 图 ACD) yi 相位 投影 网 

文献 [7 提供 了 一 个 功能 更 强大 的 Lorenz 吸引 子 演示 程序 , 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 ， 

if 6B 

1768 年 , 欧 拉 研究 了 和 常 微分 方程 初 值 问题 ,提出 了 现在 大 家 熟知 的 欧 拉 法 ， 对 欧 拉 法 

的 更 详细 分 析 和 应用 是 由 柯 西 于 1840 年 完成 的 . 在 后 续 工 作 中 ,亚当 姆 斯 (Adams) 做 出 了 
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较 大 贡献 . 他 于 1846 年 和 Le Verrier 一 起 根据 天 王 星 轨 道 的 摄 动 预测 计算 出 了 海王 星 的 
轨道 ,1883 年 他 提出 了 Adars-Bashforth 和 Adams-Moulton 两 种 狠 步 法 . 龙 格 .Heun 和 库 

塔 在 1895 至 1901 年 期 间 提 出 了 多 种 方法 ,形成 了 龙 格 - 库 塔 方法 . Fehlberg 于 1970 年 发 表 

了 一 种 自动 恋 步 长 RK 方法 , 它 类 似 于 ode45 的 算法 使 用 4 阶 和 5 阶 的 有 了-K 公式 ,而 ode45 

所 采用 的 Dorrmand Prince 公式 对 在 1980 年 才 被 提出 ，1952 年 ,Curtis 和 iirschfetder 提 

WY SP Bast BDF 方法 ,这 种 方法 由 于 Gear 在 1971 年 出 版 的 书 得 到 普 及 和 推广 : 

¢ C. W. Gear, Numerical Initial Value Problems in Ordinary Dif ferential Equations. 

Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ. 1971. 
目前 BDF 方法 已 成 为 求解 刚性 常 微分 方程 有 效 的 方法 . 关于 常 微分 方程 数值 解法 的 

稳定 性 分 析 ,是 由 Dahiquist 于 20 世纪 50 年 代 研 究 提出 的 . 

哮 了 本 章 介 绍 的 方法 ,还 有 多 值 法 和 基于 外 推 的 方法 等 ,它们 都 是 20 世纪 60 年 代 以 后 

被 提出 的 - 除了 初 值 问题 ,实际 应 用 中 需求 和解 常 微 分 方程 的 还 有 边 值 问题 (boundary value 

problem) 、 £3R M4 FB (delay differential equation) ¥. F RAM BAA MATLAB SRS 

这 些 方 面 的 实用 技术 : 

* L, F, Shampine. I. Gladweil, S. Thompson, Solving ODEs with MATLAB, 

Cambridge University Press,2003, 

该 书 的 作者 Shampine 也 是 MATILAB 中 ODE 求解 器 软件 的 开发 者 [19]，MATLAB 

中 ,符号 运算 工具 箱 提 供 了 求解 常 微分 方程 的 命令 dsolve, 它 可 求 出 简单 常 微分 方程 的 适 解 

积 初 值 问题 的 特 解 , 也 可 求 线性 常 微分 方程 组 的 通 解 和 特 解 . 当然 对 于 复杂 的 方程 ,dqsoive 

命令 往往 无 能 为 力 ,只 能 求 数值 解 了 ， 

微分 代数 方程 组 (Cdifferential algebraic equations,DAE) 是 与 常 微 分 方程 存在 联系 的 一 

类 问题 ,关于 它 的 求解 方法 ,可 参考 : 

e U. M. Ascher, L. R. Petzold, Computer Methads for Ordinary Dif ferential 

Equations and Dif ferential-Algebraic Equations ,SIAM Press, 1998. 

而 高 度 振 功 的 常 徽 分 方程 需要 一 些 特殊 的 求解 技术 ,可 参考 : 

» 【1 。 R. Petzold, L. O, Jay.J. Yen, Numerical solution of highly oscillatory 

ordinary dif ferential equations, Acta Numerica, Vol. 6,.pp. 437-484,1997. 

【本 章 知 识 点 了 显 式 常 微分 方程 ;高 阶 常 微分 方程 转化 为 1 阶 常 微 分 方程 组 ; 常 微 分 方 

程 的 亏 值 问题 ;线性 常 折 分 方程 ; 初 值 问 题 的 稳定 性 (稳定 、 不 稳定 、 渐 进 稳定》 局 部 稳定 性 

分 析 ; 单 步 法 /多 步 法 ; 显 格式 方法 / 隐 格 式 方法 ; 单 步 法 的 稳定 性 ;稳定 区 域 / 稳定 区 各 ,局 部 

裁 断 误差 ;准确 度 阶 数 、 收 敛 性 ; 欧 拉 法 ;向 后 欧 拉 法 ;梯形 法 ; 龙 妊 - 库 塔 方法 ! 显 式 R-K 公 

式 的 推导 ;r 级 R-K 公式 的 准确 度 、 稳 定性 ;自动 变 步 长 的 R-KX 方法 ;多 步 法 公式 的 推导 :; 

Adams 公式 :预测 -校正 格式 ;1 阶 常 微分 方程 组 ;线性 常 微分 方程 组 初 值 问题 的 稳定 性 分 

析 : 常 微分 方程 组 的 解法 及 其 稳定 性 :MATLAB 中 的 DODE 求解 器 ;刚性 问题 ， 

算法 背后 的 历史 :“ 数 学 家 之 英雄 ” 欧 拉 

欧 拉 (Leonhard Euler,1707 年 4 月 15 上 日 - 1783 年 9 月 18 日 ), 瑞 士 数学 家 及 自然 科学 

家 ,出 生 于 瑞士 的 巴塞 尔 , 雁 于 俄国 圣 披 得 借 ， 欧 拉 被 一 些 数 学 史学 者 称 为 历史 上 最 伟大 的 
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丙 位 数学 家 之 一 ( 勇 一 位 是 卡尔 。 弗 里 捷 里 项， 高 斯 ) ,他 不 但 为 数学 界 做 出 贡献 ,更 把 数学 

推广 到 几乎 整个 物理 领域 ， 他 是 历史 上 了 最 多 产 的 数学 家 ,平均 每 年 写 出 八 百 多 页 的 论文 ,还 

写 了 大 量 有 关 力 学 、 分 折 学 .几何 学 、 变 分 法 的 课本 .在 许多 教学 的 分 支 中 经 常 能 见 到 六 他 

的 名 字 命 名 的 重要 常 教 、 公 式 和 定理 . 

欧 袜 生 于 牧 病 家 庭 ,15 岁 在 巴塞 尔 大 学 获 学 士 学 位 ,翌年 得 头 

二 学位. 1727 年 , 欧 镁 应 圣彼得堡 科学 院 的 邀请 到 俄国 ,1731 年 接 

替 丹 尼 尔 第 一 ， 伯 努 利 成 为 物理 教授 . 在 俄国 的 14 年 ,他 六 旺盛 的 

精力 授 入 到 研究 中 ,在 分 析 学 .数论 和 力学 等 方面 做 了 大 量 出 色 的 

工作 ，1741 年 爱普生 士 腓 特 烈 大 帝 的 邀请 到 籼 林 科学 院 工作 , 达 25 

年 之 久 . 在 御 林 期 间 他 的 研究 内 容 更 加 广泛 ,让 及 行星 运动 ,刚体 运 

动 .热力 学 、 弹 道学 ,人 口 学 . 1766 FRR T SERGE. 

  

欧 拉 的 主要 再 献 

*。 在 微 积 分 方面 ,对 函数 气 念 进行 了 系统 探讨 ,是 复 变 函 数论 的 先 中 者 ， 

。 在 微分 方程 方面 ,提出 了 求解 初 值 问题 的 欧 拉 方法 ,开拓 性 地 研究 了 仿 微 分 方程 . 

。 在 数论 方面 ,首先 发 现 二 次 互 反 天, 提出 欧 拉 画 数 (RSA 公 钥 密码 算法 的 基础 ). 

。 在 几何 方面 ,引入 曲线 的 参数 表示 ,商定 了 曲面 理论 ， 

是 变 分 法 的 黄 基 人 . 二 

。， 为 图 论 英 定 了 基础 

。 是 理论 流体 动 万 学 的 创始 人 . 

数学 家 之 英雄 一 一 欧 拉 

欧 科 具有 坚忍 的 坑 力 . 比如 计算 彗星 轨道 ,这 是 需要 用 好 几何 月 的 时 间 的 计算 才能 完 

成 的 问题 ,但 欧 术 用 自己 划 立 的 方法 , 奉 战 三 日 就 完成 了 ， 由 于 在 天 文 研 究 中 ,长 期 观测 太 

阳 和 过 度 工 作 , 使 他 惠 了 了 臣 羔 , 右 眼 不 幸 失 明 , 但 他 不 顾 眼 汪 , 履 热 回 到 寒冷 的 圣 被 得 堡 工 

作 ， 其 后 左 眼 视力 很 快 琳 退 , 他 深 知 自己 的 双 肌 特 完 全 失明 ,但 并 没有 消沉 ,而 是 抓紧 还 能 

肛 胱 看 见 东 西 的 最 后 时 光 , 在 黑板 上 疾 书 他 发 现 的 公式 ,口述 其 内 容 , 让 人 笔录 . 后 来 欧 拉 双 

目 都 失明 了 ,不 幸 的 事 又 接 路 而 来 : 1771 年 扑 得 保 失 火 瑞 及 欧 拉 的 住宅 ,书籍 和 大 重 手 稿 

#51776 HRSA REHM BR ARELE GW MRP MEARRORAH 

+H RA. ATA HILAR ELS BRA RE RBI SHR, BRIA L 

录 他 的 发 现 , 直 到 他 生命 的 最 后 一 刻 ， 在 双 目 失明 的 17 年 中 ,他 亮 口 壕 了 400 篇 左右 的 论 

文 和 好 几 本 专著 ,并 透 先 地 研究 了 曾 使 丫 顿 头痛 的 关于 月 球 运 行 的 理论 . 因此, 纽 受 称 欧 拉 

是 “数学 家 之 英雄 ”. 

欧 拉 名 言 
。 如 果 命 运 是 块 堪 石 ,我 就 化 为 大 锤 , 将 它 硬 得 粉碎 1 

。 虽然 不 允许 我 们 看 租 自 然 界 本 质 的 秘密 ,从 而 认识 现象 的 真实 原因 ,但 仍 可 能 发 生 

这 样 的 情形 : 一 定 的 虚构 假设 足以 解释 许多 现象 ， 

。 一 个 科学 家 如 果 做 出 了 给 科学 宝库 增加 财富 的 发 现 , 而 不 能 坦率 冰 述 那些 引导 他 做 

出 发 现 的 思想 ,那么 他 就 没有 给 科学 做 出 足够 的 工作 ， 
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练 习 a 

1， 写 出 与 下 列 常 微分 方程 等 价 的 1 阶 常 微分 方程 组 : 

(1) Van der Po! FR: 

YY =yA-y¥)—--»y. 

(2) Blasius 方程 : 

3 一 一 yy 
(2) 两 体 运动 的 牛顿 第 二 运动 定律 : 

y= Os 
(yh bh yb? 

y= Oe . 
(xi + y2 dF 

2 将 下 述 积分 的 计算 看 成 常 微 分 方程 初 值 问题 ， 

| é di. 

A FAR EK Eo =0.5,1,1.5.2 PRBS EE. 

3. FORGE 

ie 十 ?一 0 
yO) = 1 

: 

迹 明 其 近似 解 为 

  2 一 具 

2 人 2+h ) . 

FEUER 4 AO BY, UY ORF De el RK ME Eye. 

4， 在 向 后 欧 拉 法 的 计算 中 ,一般 需 求解 关于 入 WIERD BCS. 19). AER 

求解 , 试 推导 相应 的 递 推 计 算 公 式 . 

5， 对 模型 问题 (8,.7) ,分 析 梯 形 法 的 稳定 性 ,推导 其 稳定 区 域 . 

6， 对 模型 问题 (8. 7) ,分 别 推导 向 后 网 拉 法 、 梯 形 法 的 局 部 截断 沁 差 , 兰 断 其 准确 度 

Bra. 

7. 证 明 对 生意 参数 xs, 下列 龙 格 - 库 塔 公式 是 2 阶 的 : 

det 一 加 十 二 (Rs + Ki) 

Ky, = flty sy) 

K, = f(t, tahsy, + ohK,) 

K; = f@, + (l—a@aéoy, + (1 —@ AK 1) 

8. 根据 宰 型 问题 48. 7) ,验证 4 阶 经 典 龙 络 - 库 塔 公式 (8. 38) 具 有 4 阶 准确 度 ,并 推导 

其 保持 稳定 时 满足 的 不 等 式 (8. 41). 

9. > 级 龙 格 库 塔 法 的 另 一 种 表达 式 为 
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yer = yn FAD CR: 
r=L 

Ry = fC, +¥n? 

k= f(t, + AR syn 十 h Speaks )s Ci = 2, sr) 
j=l 

试 证 明 要 有 至 少 2 阶 准确 度 , 则 必定 有 

Ar = fa. 

即 它 与 公式 (8. 24) 是 等 价 的 . 

10. 判断 下 述 单 步 法 公式 是 否 满足 相 容 性 . 

Yas = Hat hhy Jar =a bE Sky he) 
(1 dh = ftir» ya) 

b= (tet Fiat Hh ) 

(2) 5 ki = fia syn) 

天 A 
外 一 [二 十 二 ,十 到 ) 

?nrl1 =y, +2 ch, +6k,; +2k;) 

R, = f(t, 2nd 

oe Jeet (tot Eye t Hh )   b=s{tt 3 on Shp) 

1 对 于 初 值 问 题 

和 =— 100Cy — 2?) 十 2 

y(0) = 一】 

《1) 用 欧 拉 法 求解 , 步 长 疡 取 什 么 范围 的 值 , 才 能 使 计算 稳定 ? 

(2) 若 用 4 阶 龙 格 - 库 塔 法 计算 , 步 长 产 如 和 何 选 取 ? 

(2) 若 用 梯形 公式 计算 ,对 步 长 产 有 无 限制 ? 

12. 熏 用 中 点 求 积 公 式 , 可 得 到 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 的 疾 式 中 点 方法 

Yar = inh Af (t+, ee Pett), 

确定 这 个 方法 的 准确 度 阶 和 稳定 区 间 . 
13. 分 煌 两 步 跳 跃 法 

Vary = Yn 1 + 2AF Ln Vn 

6) EE ISEB SA A AS ET 
14， 使 用 拉 格 朗 日 多 项 式 插值 推导 BDF 公式 (8. 65) ,并 证 明 它 具有 3 阶 准确 度 . 
15. 证 明 存在 一 个 = 值 ,使 线性 多 步 法 

Yar Faby Ie ee = PORDAS, + fev 
是 4 阶 的 ,其 中 Ji= FQ, t¥nsfn-1 ~f£Q,- i s¥n-1 ds 
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上 机 题 

+， 编程 实现 算法 8. 1. 用 它 求解 例 8.3 . 例 8.4 和 例 8. 5, 绘 出 数值 解 的 曲线 ,并 与 准确 
解 进行 比较 . 

2. 用 欧 拉 公 式 解 常 微分 方程 初 值 问题 ， 
yo =—ytrtl, o0<t<1 

yO) =] . 

Re yO) MIERUA. Bde 45 SRR A—0.1,0.01,0.001. HME HR yQ=tte |. 

3. 设 有 和 常 微分 方程 初 值 问题 
ty =— y+ 2cost 

00) =1 

EBM BBW yG)=cost bsint, BR K A EIS 4 BYR ER-K 4ARAD 4 BT Adams-Bashforth 

ARIS OD Bl AX PAK FE KAR) 0, oe) ER SR OD BL HP 55 输 

Hee. ARAM LMT e RSA RAR. SERNA 4 PAH R-K 公式 

提供 . 
4. 分 别 用 4 阶 经 典 Runge-Knutta 公式 及 Hamming 公式 与 同 阶 Milne 公式 建立 的 预 

测 - 校 正 系 统 ( 可 用 4 阶 经 典 Runge-Kutta 公式 提供 必要 的 开始 值 ) 计 算 如 下 初 值 问题 : 
=— 20y 1+ 20sintt+ cose ¢ € [0,1} 

yO) = 1 

SR yO AG. HRN FL FP ARERR RE KR A. 
FRI: c€(0,1],A=0. 075, 

AR 2: cE (0.0. 2].h=0. 01; cE (0. 2,1], 4=0. 075. 

本 题目 会 秽 到 两 个 问题 : (1) 按 给 定 步 氏 积分 时 ,积分 终点 与 区 间 端 点 不 重合 ;〈2) 多 

步 法 改变 步 长 ， 试 提出 相应 解决 办 法 并 实现 之 , (本 题 的 准确 解 为 y( 二 e 全 十 sint. 》 
5. 追击 问题 . 设 甲 向 正 北方 向 运动 , 乙 从 它 的 侧面 进行 追击 ,他 们 均 作 匀速 运动 ,速度 

分 别 为 Vy 9 Vz yVy U2. an 8-12 Pi AN » 80 oe aT Bl Be 

BRA OCF A ACa,0). 在 时 刻 纪 甲 迁 动 到 点 
B(0,zD)， 乙 追击 到 点 P(z,y). 乙 的 运动 方向 始终 沿 甲乙 

位 置 的 连 线 , 因 此 直线 BP 总 与 乙 的 追击 路 径 > 一 y(z) 在 
P 点 相 切 . 

(1) 建立 xy 关于 时 间 : 满足 的 常 微分 方程 组 . 
(2) #& a=100m, uv, = 1m/min. 4} BK vy, 一 1. 5mymin， 

2mymin,2.5mymin, 用 4 阶 经 典 R-K 方法 求解 该 微分 方 

程 组 ,并 绘 出 追击 曲线 y(z)， Bei 追击 门 是 
(3)》 根据 数值 解 未 甲 运动 到 何 处 时 能 被 乙 记 上? 需要 多 少时 间 ? 追击 路 径 的 准确 解 为 

yd = 全 | 四 十 到 (z) Gow | a ) } Gow 

根据 它 考察 数值 解 得 到 答案 的 误差 ， 
(4) 用 MATLAB 中 的 ode45 命令 求解 该 问题 ,比较 结果 的 准确 度 . 
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1. 

附录 A 有关 数 学 记号 的 说 明 

SES KSC 
ABs 0B FA a DS OR A BE os HF BF CBRE RD 

od 

HAKE FH RAH MAB 

MANS ERs RM x ys 

IE FE FR ES aN tp A A zea A; 

EF BBY TE RS BE Be On JE] AR A x. va, 

。 ATT tem Dy IE PP AY RH, PRA SO x ARs 

著 既 要 用 序列 中 的 序号 又 要 骨 分 量 编号 , 则 用 带 括 号 的 上 标 表 示 序 号 ,如 zf” 表示 

第 & 个 向 量 x” 的 第 工 个 分 量 . 

与 效 . 向 量 .矩阵 有 关 的 符号 

R 表示 实数 集合 ,R" 表 示 ” 维 实 向 量 空 间 , 及 "”" 表 示 思 X# 实 矩阵 的 集合 . 复数 域 对 

应 的 表示 分 别 为 C .SC" 和 &“" IF 表示 计算 机 能 表示 的 浮 点 数 集合 . 

i 表示 单位 虚数 v 一 1 ,在 不 混 请 的 情况 下 和民 常用 于 表示 整数 编号 . 

人) 表示 从 个 中 选 上 个 组 台数 ， 

在 列 出 向 量 和 和 抢 阵 的 分 量 形式 时 ,使 用 中 括号 *[]”， 血 量 元 素 之 间 用 空格 或 逗号 分 

Me MTT DEA) ARES oA. 

(a, ) 表 示 第 ; 行 .第 ;7 刻 位 置 上 元 素 为 ay 的 矩阵 . 

A’ RRMA WHE .A 1 表示 矩阵 和 的 道 ,det(4) 为 上 的 行列 式 ,rankt4) 为 托 阵 

4 的 秩 ,o(4) 为 入 的 谱 半 径 . 

由 若干 个 向 量 (ai ,ae ,…,ar) 张 成 的 线性 空间 , 即 (Sina. ex: ERG= 1, sn}, 

i2A span(a, +42 .°7°44,). 对 于 矩阵 4 的 列 向 悬 张 成 的 线性 空间 , 简 记 为 span(4)， 

Sh SMS OM ORR nxn MARA, CREP IBA 

SLT FAD dea Fe, RAN ALE OO RASS it PE el) 

+ ARRAS. WR | + A. RAMA “cond( » "RM AMAA 
的 范 数 用 下 标 加 以 区 分 ,默认 情况 为 欧 氏 范 数 (2- 范 数 )， 

区 表示 对 实数 zx 下 取 整 得 到 的 整数 , 信 | 表 示 对 实数 zx 上 取 整 得 到 的 整数 ， 
Re(Z) 与 fm(2Z) 分 别 表示 复数 2 的 实 部 与 虚 部 . 

JECz) 表 示 实 数 对 应 的 机 器 数 ,iop 表示 某 种 浮 点 运算 
. 与 泗 数 .关系 有 关 的 符号 

© COD RM MERGE X LWA AER aR. AM Cla.b). COORMEE X EM 

所 有 ro Wh Se BE BE AY ORC’ CX RAR X LY BA LE SS BR AB EE BY BK, 

TFS RAAB. ET ARE SE BK. 
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P, 表 示 次 数 不 高 于 ” 次 的 所 有 实 多 项 式 的 集合 ， 

*。 自然 对 数 函 数 用 "in”" 表 示 ,其 底数 为 e 汪 2. 718, 一 般 对 数 函 数 用 “log” 表 示 ,底数 通 
过 下 标 显示 . 

， 多 变量 函数 的 梯度 符号 为 <Y”, 例 如 zt,z) 的 梯度 , 吧 一 [st mou ] . 
at’? dx 

ACS" RR BOI lS" LR EE. 
ASS" Ra SRK WHS AA A te eA RR “=” dee BE 

da BA) fr ed HE a eT FA =" a A A a 

用 "一 ”表示 趋 近 于 或 极限 为 . 

: 莫 法 描述 中 的 符号 

”用 “ :一 "表示 赋值 操作 “一 表示 相等 关系 ， 
。 循环 语句 有 ”For…End"” 、“While…do… End”“Repeat…Until…>” 二 种 堪 式 . 
4} if a) Ay“ H-- then--- Else: End” A “If---then-- End” At, SFIS -ARTE AL, te ay 

简写 为 “1f…then…” 的 一 行 语句 ， 

一 对 “和 “和 符号 包含 的 内 容 为 算法 注释 ， 

. 计算 复杂 度 与 O(:， dias 

数 俩 算法 的 时 间 复 杂 度 主要 用 其 中 包含 的 代数 运算 次 数 来 衡量 . 由 于 当前 的 计算 

机 中 加 法 和 乘法 的 CPU FEAT BAB URS CPU BAR MHS multiply-add SZ R— Xs 

乘法 和 可 法 运算 ), 内 此 ,评价 一 一 个 汪汪 的 对 回复 条理 时 应 同时 考虑 蒜 法 加 法 的 这 

算 次 数 (: - 般 除 法 次 数 少 得 多 ,而 碱 法 也 厦 成 是 加 法 ). 

导 较 大 的 二 相关 的 O(。，) 记 号 . 在 统计 运算 次 数 时 需要 用 大 O 记号 表示 函数 值 的 

淮 ,此 时 关心 的 是 代表 问题 的 规模 的 量 关 变 大 时 的 情形 . 如 果 存 在 正常 数 兵 , 使 对 

较 大 的 ”都 有 

| za) | 之 拱 |gCa)y |， 

则 记 

f(r) = OCg(n)). 

例如 ,Fn 一 3 十 2 十 2 十 90 一 DC ) ,车 一 个 算法 的 浮 点 运算 次 数 是 Fa) , 则 它 

的 时 间 复 杂 度 为 O(Cm )， 

与 较 小 的 上 六 相关 的 C0 ?记号 . 在 估计 近似 值 的 准确 度 时 ,主要 关心 的 是 代表 步 长 

或 离散 间隔 的 量 产 变 小 时 的 情形 ， 如 果 存 在 正常 数 氏 , 使 对 较 小 的 疡 都 有 

| f(A |< K gth) |, 

则 记 
fh) = OCeth)). 

Cine 1+ EE mth tOUe). AR A (ROSE A? 

T) SBR ARR eh GIlt+h WM BAOQW DADE. (ABBE. MRA=1/n ik 

时 人 CC， ) 记 号 的 含义 与 上 面 的 情况 是 一 致 的 .



  

附录 B MATLAB 简介 

MATILAB( 和 矩阵 实验 室 ,Matrix Laboratory 的 简称 ) 是 一 款 著 名 的 数学 软件 ,由 美 轴 

MathWorks 公司 出 品 . MATLAB 可 以 进行 矩阵 运算 .绘制 函数 和 数据 .实现 算法 .创建 用 

户 界 面 、. 连 接 其 他 编程 语言 的 程序 等 ,七 要 应 用 于 工程 计算 .控制 设计 、 信 和 号 处 理 与 通信 .图 

僚 处 理 、 信 号 检测 、 金 融 建 模 设计 与 分 析 等 领域 ， MATLABE 对 许多 专门 的 领域 都 开发 了 功 

Was 能 强大 的 模块 集 和 工具 箱 (toclbox), 诸 如 信和 号 

ot LR REL Ge A i PI 
MATLAB ”| 电力 系统 仿真 等 ， 事实 上 ,目前 MATLAB 包括 
| FR pateweey 0 Straten Sages ee | MATLAB 和 Simulink 两 大 部 分 ,Simulink 是 

| eran 7 43.9-439 "RS19a, ! MATLAB 软件 的 扩展 ’ ERR 现 动 态 系 统 建 模 

1 ， 和 仿真 的 - .个 软件 包 . 图 BIT 是 MATLAB 软件 
的 启动 冰 EI. 

除了 MATILAB, 还 有 其 他 一 些 著名 的 数学 

软件 ,例如 允 olfram Research 公司 的 

Mathematica。，Mathematica 的 特点 是 符号 计算 

能 力 非 常 突出 ,便于 进行 解析 计算 和 公式 的 推 

lle 导 . 相 比 这 些 数学 软件 ,MATIL.AB 在 数 全 计算 ， 

I} 1 MATA BECP AS RE RL 尤其 是 矩阵 计算 方法 方面 性 能 优越 ,因此 了 解 、 

使 用 它 的 一 些 功能 对 学 习 数 值 分 析 等 有 关 课 程 
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很 有 帮助 . 
MATLAB 是 跨 平 台 的 软件 ,适用 于 Windows、UNIX/7Linux 以 及 MAC 操作 系统 ， 

MathWorks 公司 每 年 进行 两 次 产品 发 布 ,时 间 分 别 在 3 月 和 9 月 ,以 a 和 b 区 分 版 本 号 , 比 
如 2010a 和 2010b. 每 个 版 本 都 包含 32 位 和 64 位 两 种 格式 ,安装 时 会 根据 计算 机 的 情况 自 
动 选择 , 本 附录 以 在 32 位 PC. Windows 7 环境 下 运行 的 MATLAB 2010a 为 例 介 绍 

MATLAB 的 基本 功能 ， 

B.1 用 户 界 面 

MATLAB 软件 (可 执行 程序 为 matlab. exe) 启 动 后 ,用 户 界 面 如 图 B-2 所 示 ，, 其 中 

包含 了 多 个 不 周 功 能 的 子 窗口 . 在 命令 窗口 中 输入 edit 命令 ,将 弹出 程序 编辑 密 口 ,可 

在 其 中 编写 程序 . 在 命令 窗口 中 按 “ + ” 键 会 出 现 以 往 输 人 过 的 命令 ,而 输入 命令 的 前 

几 个 字符 再 按 * + ” 键 将 从 历史 命令 中 找到 匹配 的 命令 . 通过 这 个 快 邱 键 ,可 方便 地 调 

用 以 前 输入 过 的 命令 ,或 在 其 基础 上 进行 修改 , FERPA. Hote Help| 

Product Help 可 调 出 帮助 文档 ,其 中 包 食 了 丰富 的 信息 . BERRA RBA 

FA B-3 fF. 
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图 B-2 Windows 下 的 MATLAB 使 用 界面 
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MATLAB 的 命令 窗口 和 程序 编辑 窗口 中 的 字体 可 以 通过 菜单 项 File| Preferences | 

Fonts 设置 ,用 户 可 将 字 怕 调 整 为 合适 的 大 小 .另外 ,通过 菜单 项 FilelSet Paths… ,可 设置 

命令 路 径 ,便于 MATLABS 自动 搜索 到 不 在 当前 目录 下 的 文件 和 程序 . 

B.2 基本 数据 格式 

默认 情况 下 ,MATLAB 采用 IEEE 双 精 度 浮 点 数 进行 数据 的 存 铺 与 计算 , MATILABH 
中 还 有 -- 些 预先 定义 的 保留 字 , 用 来 表示 常数 (如 表 Bl 所 示 )， 

MATLAB 变量 各 是 以 字母 开头 ,由 字母 .数字 和 和 下划线 组 成 的 字符 串 ,并且 字母 区 别 

大 小 写 . 表 B-1 中 的 特殊 变量 也 可 以 当做 一 般 的 变量 使 用 ,比如 和 1 MATLAB 中 的 变 

量 的 基本 数据 格式 是 矩阵 ,单个 变量 也 默认 为 是 单个 元 索 药 矩阵, 并且 不 需要 事先 定义 ,一 
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个 变量 在 给 它 赋 值 时 自动 定义 (但 运算 表达 式 中 不 允许 出 现 未 定义 的 变量 )， clear 命令 可 

以 清空 所 有 已 经 合法 定义 了 的 变量 . 

Bl MATLAB ORE MA) 

名 称 说 明 
7 圆周 率 
INF (aR inf) 无 穷 大 

NaN 不 定 景 ,比如 070 
realmax RAM ERK 
realmin 最 小 的 正 实数 
eps HUB AN HE HO PB .2. 22040— 16 
Rj) HBL E/T 
ANS( ans) BRUTE RY, AOR BLE — UC GE RE ER   
  

数据 结果 的 显示 格式 出 format 8S AIL B-2. 

表 B-2 控制 数据 显示 格式 的 命令 
  

  

  

  

ee > Bm tH xX 

format RUC Bae Bah ty short A 

format short 短 格 式 , 仅 显 示 5 们 有 效 数 字 

format long 长 招式 ,显示 15 位 有 将 数字 
  

format shart e APE A WORE 5 位 有 效 数 字 和 3 位 指数 的 数据 

  

  

format long e 对 任意 小 数 ,显示 带 15 位 有 效 数 字 和 3 位 指数 的 数据 

format hex 以 牛 六 进 制 显示 

format rat 以 有 理 数 显示   
  

B.3 基本 数学 函数 

MATLAB 支持 的 部 分 常用 数学 一 数 如 表 HB-3 所 示 . 这 些 范 数 的 自 变量 可 以 是 标量 ,也 

  

  

    

  

  

  

有 可 能 是 息 阵 (包括 向 重 ). 

RBS 常用 的 数学 函数 

eR eM 数学 运算 REZ | 数学 运算 

abs(z》 RR fh) BAR gcdtzyy) | 整数 zx 和 ?的 最 大 公约 数 

angle(z) RRA Hs ILE) | iogGr) | 以。 为 底 的 对 数 
real(z) 复数 的 实 部 log2(z) | 以 ? 为 底 的 对 数 

round(z) WEEABREER exp(z) eM aks 

floor(x) ABA x ARH sin(z) JE PH       
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函数 名 数学 运算 wae 数学 运算 

cos( 工 ) RH RH lem(z, y) BR x My OBDARRK 

tan(z) 正切 函数 logloCz) 以 10 为 底 的 对 数 
sinh(z) Wh HH TE o% pa a pow2(2r) 21 2 KH 

cosh(z) Wl HH Re BK 2m Be sign(x) 符号 一 数 

tanh(x) BH LE YT Be ae asin( x) RIER RR 

sqrt(x) FA acos{ x) RR TK BB 

conj(z) $8 Brag Ft atan(z) RIEW RR 

imag(z) BR EK asinh(x) RR PB EK BR 

fix(r) 含 去 小 数 部 分 至 最 近 整 数 acosh(x) FR By AR aK BK 

cell(x) 不 小 于 = 的 最 小 整数 atanh(x) AQ BIE ow 数 

B.4 矩阵 运算 

B.4.1 矩阵 的 输入 

生成 小 矩阵 的 常用 方法 是 直接 从 命令 窗口 输 和 人, 整个 矩阵 以 “[ 卫 为 首尾 ,矩阵 的 行 与 

行 之 问 肝 分 号 “; 或 者 回 车 相隔 ,每 行 中 的 元 素 用 喜 号 " "或 者 空格 分 隙 (注意 不 要 输入 中 文 

标点 ,确保 输入 法 在 英文 状态 )， 例如 在 命令 窗口 输 和 人: 

>>a= [8 16735 754 9 2] 

命令 窗口 显示 的 结果 为 : 

a= 

hm 
w
w
 

加
 1 

3 

9 N
 

wm 

WARE LBS eS" "A RS BR. 

另外 ,MATLAB 中 矩阵 的 数据 存储 顺序 是 列 优先 的 ,例如 在 上 述 命 令 之 后 再 输入: 

>>a (4) 

命令 窗口 显示 的 结果 为 ， 

ans= 

l 

较 大 规模 的 矩阵 叮 以 使 用 load 命令 从 文件 读 人 ,例如 在 当前 工作 空间 的 文件 夹 下 创建 
文本 文档 "input. txt” ,包括 如 下 内 容 ; 

1 2 3 
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4 5 6 

7 8 9 

然后 在 命令 窗口 输入 ， 

>>b= load(*input.txt') 

命令 窗口 显示 的 结果 为 : 

b= 

w
o
o
f
 R

e 

n
u
t
 

eo 
Hh 

w
 

类 似 地 ,Windows 下 的 MATLAB 也 可 以 从 Excel 数据 表格 中 读 取 数 据 ( 只 有 较 高 版 本 
的 MATLAB 才 支 持 从 2007 版 本 的 Excel 创建 的 xlsx 文档 中 污 取 数据 ,所 以 一 般 请 将 数据 
保存 为 xis 格式 ) ,使 用 xfsread 命令 ,例如 在 命令 窗口 输入 : 

>> a=xlsread("test.xls’) 

则 读 出 test, xls 文件 中 的 数据 表格 ,命令 窗 门 显示 的 结果 是 ， 

a= 

a
m
 

Fe 

o
w
 N
 

w
o
m
 册
 

还 有 一 些 命令 可 生成 特殊 和 矩阵 , 列 于 表 中 4 中 ， 

讲 B-4 生成 特殊 矩 灵 的 命令 
  

  

  

  

  

    

i > Wi 能 

zeros(m,n) 4M m Fn HSB 

ones(m,n) 4M m fin WS 1 矩阵 — 

eye(m,n) 4 m Fin WH MICK TRS FH) H 1 的 短 阵 

rand(m,n) + om 47 ne FLIER 

diag(x.d) 2R-PURR cM ORARPEHAABR d HUMARAK HEE 
( 主 对 角 线 以 上 d>>0 反之 则 dd<0) 
  

注意 diag 这 个 命令 也 可 以 反 过 来 使 用 , 即 如 果 下 耐 的 命令 中 4 是 矩阵 

>> x= diag (A, d) 

那么 结果 是 将 矩阵 鼻 距 主 对 角 线 距离 d HMAARH RARE Re PRB eR 

AA Bl ty B. 

备 景 (数组 ) 是 一 种 特殊 的 夭 阵 ,可 以 用 输入 矩阵 的 方式 建立 . 常用 的 是 数值 为 等 差 数 

列 的 数组 , 它 方 便 地 通过 “:” 来 创建 ,例如 ， 

>> x=-551:55 

命令 窗口 显示 的 结果 为 (得 到 一 个 行 向 量 ): 
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x= 

-5 -4 -3 -2 -1012345 

B.4.2 BRHRRES 

答 阵 的 加 , 减 . 乘 等 运算 与 标量 的 没什么 区 别 , 表 B-5 中 列 出 一 些 常见 的 矩阵 运算 . 

RBS 常见 的 矩阵 运算 
  

  

  

  

  

  

a > 功 能 tr > 功 能 

[m,n]=sizet A) m ATK on HM rank( A) 5h RE AR 

det( A) 方 阵 的 行列 式 eig( A) ARH SB RE A BP BFA 

inv(A) 和 矩阵 的 逆 cond( A) Fa PF BS HR ERE 

A | 矩阵 的 共 旺 转 因 AL’ RH BARRIER       
  

RT RARBG MA BK URMKORH EA SABE 3 章 有 关内 容 . 下 

面 介绍 通过 “:” 符 号 取 和 矩阵 的 部 分 元 素 的 功能 . 例如 ,命令 

>> Be A (min, p:q) 

48 20 0) Sa RG EE A BSB me FT BU on TT Bp BIB g PUN FRE. ii ACs +n) MAG, 25} 

HAAN AN nn ALE m Fel. HM MT He LS oA 

>>b=a(2,:} 

得 到 结果 为 : 

除了 这 些 基 本 揭 运算 , 表 B-6 列 出 了 一 些 较 复 杂 的 运算 . 

表 B6 较 复杂 的 矩阵 算法 的 命令 
  

  

  

  

  

  

  

命 令 功 能 

[J.P]=jordan( A) JHA WME M.P BREA ASP *] « inviP) RUSK 

[L,U,P]=lu¢A) 求 矩阵 A 的 LU 分解,P* A 一 LU 

EL=:cehol(A) Cholesky 434%. A=L»* L' 

-Q,RJ=art A) QR 4} ff,A=Q*R 

"V.D]=eig(A) SEAM .D MARI A OE. Ax V—V«D 
LU,S,V]=svd(A) BHAA A=U+S* Vv   
  

B.4.3 逐 项 运算 符 

MATLAB 中 有 个 特殊 的 逐 项 运算 符 “. ”, 它 的 功能 通过 表 B-7 LRP AM BRA 

阶 的 矩阵 ， 
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MST BRA 
  

  

  

  

  

fr + 说 明 

P=A. «8 得 到 和 大同 阶 上 矩阵 P,P(i,j) = AG. * BG.) 

Q=A.*B 得 到 和 A AMEE QQ.) = AG.jY BU.) 

R=A./B 得 到 和 A BHR RR.) 一 At)7BG jy》 

S=A.\B BRA A RIBER S.SG.)) = BG) /AG.)     
1143 — HEE ECR PRA — eT BR Bl HH 

a= Ss 1 at, 

#E MATLAB #'E {INF expm,logm,sqrem Fars , He =F Ae Xt Ay AY op I BE 

2.7183 

mi, 例如 输入: 

>>RA= [1,070,1]， 

Rl 

>> expm {A) 

结果 为 : 

ans= 

2.7183 0 

0 

而 输入 

>> exp {A} 

kt a=0 

的 结果 为 (注意 这 个 命令 的 不 同 含义 ) : 

ans= 

2.7183 1.0000 

1.0000 2.7183 

B.4.4 Ewe 

向 量 是 特殊 的 矩阵 , 表 B-8 列 出 了 一 些 经 常用 于 向 量 的 函数 ， 

RBS 常 书 于 向 量 的 函数 
  

  

  

  

  
  

  

            

命 + 功 能 命 仿 wm 能 

mint x} BRM s CRM RD sort(x) 对 向 重 zx 的 元 素 升 序 排序 

maxt x) PR « RRORAL norm( x) 向 量 z 的 模 

meant x) 向 有 量 zx TRAPS sum(x) 向量 z 的 元 素 总 和 

median(x) 向 量 > 元素 的 中 位 数 prod(x) | x RAI 
std(x) 向 量 x 元 索 的 标准 差 diff(x) 向 景 < 相 邻 元 素 的 差 

dot(x*y) 向 量 z 利 > 的 内 积 cross( x,y) mt x Al y 的 外 积 
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B.S 其 他 常用 的 数学 计算 

B.5.1 逻辑 运算 

在 MATLAB 中 任何 数值 都 可 以 参与 允 辑 运算 ,并且 在 逻辑 运算 中 ,把 所 有 非 零 值 看 做 

逻辑 真 , 零 值 看 做 逻辑 傻 . 一 般 的 数值 可 以 用 logic 命令 转换 为 逻 绒 变量 ， 常 用 的 逻辑 运 

算 ,关系 和 运算 符 列 于 表 B-9 中 . 

RED 常用 逻辑 运算 符号 
  

  

  

          

& Be 5c == 等 于 

ti pamex | —~— Kee 

~ BRA HR <,<= AMF AS FEF 

xOr 2S RR ie > = 大 于 .大 于 等 于 

B.s.2 多 项 式 

在 MATLAB 中 ,可 用 行 向 量 表示 多 项 式 , 其 元 素 为 按照 降 圭 排列 的 多 项 式 系 数 , 例 如 : 

pin) = 2? -—xt+1 

在 MATLAB 中 可 表示 为 : 

p=[1,0,-1;1) 

MATLAB #4 roots 命令 用 于 求 多 项 式 的 零点 ,其 输入 就 是 上 RRM SMA. 

>> roots (p) 

结果 为 ， 

ans 

+1.3247 

0.6624+0.5623i 

0.6624~0.5623i 

还 有 一 个 相关 的 命令 是 poly, 它 的 输入 是 多 项 式 零 点 组 成 的 向 量 , 而 输出 是 多 项 式 对 

应 的 向 量 ,如果 输 入 是 一 个 矩阵 , 则 得 到 和 手 阵 的 特征 多 项 式 ， 

B.5.3 ARR RE 

ESC RAP A ih Bl Se PBR) AR. A > imino. 4 两 种 使 用 

方式 : 

fminune (xyx2) 

THRE OR aX f FE cl Al 22 之 间 的 最 小 值 . 
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还 有 一 种 是 ， 

fminunc (f,x0) 

Th BE LOR oa ef MER OO ME MAMA. PEON RAE PRB AIM AS 

义 的 画 数 ， MATLAB 没有 求 最 大 值 的 函数 , 求 最 大 值 时 ,转化 为 求 这 个 函数 的 相反 数 的 最 
小 值 . 

B.6 程序 设计 

MATLAB 中 的 程序 都 保存 为 扩展 名 为 m 的 文件 ,成 为 M 文件 、M 文件 有 脚本 文件 和 

画 数 文件 两 种 . 脚本 文件 是 简单 执行 一 系列 的 MATLAB 语句 ,按照 文件 中 指定 的 顺序 执 

行 命令 序列 ， 函 数 文件 中 有 郴 数 定义 语句 一 一 function, 用 户 可 以 用 自己 编写 的 函数 来 扩充 

本 数 库 ， 在 编程 语句 中 ,字符 “%%" 之 后 的 内 容 是 注释 语句 。 

B.6.1 BiH A 

1. 选择 结构 

选择 结构 常 使 用 计 语 句 ,例如 ， 

if rem (a,2)==0 gs 判断 a 是否 是 偶数 

a=a/2; 

end 

if ] LAAN else — #218 FA, ALY if---else---end BA, AM: 

if a>b 

Y= 7 

else 

y=b; 
end 

另 -种 选择 结构 使 用 if…elseif…elseif…else…end 语句 , 稍 有 不 同 ， 当 然 , 选 择 语句 可 

嵌 套 使 用 ,但 应 注意 关键 字 “end "的 匹配 . 
和 台 语 言 类 似 ,MATLAB 也 实现 了 多 路 分 支 选 择 的 结构 , 即 switch 语句 ,下 面 是 一 个 

wT: 

switch var # 对 var 分 情况 讨论 

case 1 

yrar 

case 2 

y=h; 

case 3 

y=; 

otherwise 

y=O; 

end 
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2. 循环 结构 

最 基础 的 循环 是 while 循环 ,例如 : 

while i<n 

isitd; 

end 

也 有 for 循环 ,例如 ， 

for i=lin 

sum= sum+ 1/i; 

end 

对 于 while 循环 和 for 循环 ,都 可 以 使 用 continue 语句 ,含义 是 结束 本 次 循环 , 跳 过 循环 

体 中 下 面 未 执行 的 语句 ,直接 进入 下 一 次 循环 . 

MATLAB 中 虽然 有 循环 结构 ,但 是 实 味 编程 中 要 尽 可 能 利用 MATLABE 高 效 的 矩阵 

运算 ,减少 不 必要 的 循环 . 可 以 说 ,一 个 会 写 MATLAB 程序 的 人 ,是 尽量 少 地 用 for 循 

RR. 

比如 表达 式 

[CCz a)? + Oyo?) 
i=l 

涉及 向 旦 x.e.y、.u。 用 前 面 逐 项 运算 符 , 它 对 应 命令 为 : 

SUmIIX- Dj ， "2+ 1y-Vv . 72) 

又 比如 上 是 列 向 量 ,ux onesClyn? 就 得 到 一 个 有 ?= 列 的 矩阵 ,矩阵 每 一 列 都 是 类 似 

地 ,ones(m,1)*y 把 行 向 量 ” 扩展 成 一 个 有 知行 的 抢 阵 ， 

再 举 一 个 例子 ,说 明 利 用 和 扼 阵 的 直 积 命令 kron 简化 计算 ，kron(A,B) 就 是 把 号 放 到 

上 的 每 个 元 素 处 ,比如 性 是 一 个 2X3 的 矩阵 ,那么 krenCX:,Y) 表 示 : 

(X(1,1)*¥ (1,2) * ¥ X{1,3)*¥ 

X(2,1)* Y X(2,2)* Y X{2,3}* ¥] 

利用 这 个 可 以 简化 很 多 操作 ,例如 ， 

P= zeros (121,2); 

for i=0:10 

for j=1:11 

P(11* i+ j,1}=x itl); 

P(il* i+5,2)=9C)}; 

end 

end 

这 里 有 两 重 循环 ,如 果 用 直 积 来 写 的 话 就 是 : 

Pi{:,l}=kron({(x,ones(1ii,1}); 

Pt:,2)=kronlones(1i,1),y¥}; 

这 样 就 省 去 了 循环 . 
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B.6.2 字符 串 

1， 字符 串 的 车 本 操作 

和 其 他 高 级 程序 设计 语言 一 样 ,MATLAB 中 也 有 字符 和 字符 串 , 字符 串 的 命名 和 变量 

相同 ,建立 字符 串 命 令 的 一 个 例子 是 : 

>>a=tabe't 

a= 

abe 

注意 空格 是 一 个 字符 ,而 且 字 符 串 中 的 空格 是 算 字 符 串 长 度 的 ,比如 对 于 上 例 ， 

>> length (al 

ans= 

5 

可 以 用 方 括号 把 多 个 学 符 串 合并 ,可 以 合并 成 单行 或 者 多 行 的 字符 串 ， 例 如 : 

>>a 一 ape 

>>b='cde'; 

>>c= [a b) 

c# 

abccde 

下 面 是 合并 成 为 多 行 字符 串 的 例子 (此 时 要 求 两 个 字符 串 的 长 度 必须 相同 ) : 

>>pa='abec'> 

>>b='de f'; 

>> c= [az h] 

c= 

abe 

def 

2, PRB ARE 

WS FA BS FF BB BE PE A RE B10 San Se EA C/C++ RIERA. 

表 B-10 字符 囊 操 作 的 函数 
  

  

  

      

命 令 功能 
stremp(a,b) ko hd RHAM SAMBO EAN WMO RB 
strnemp(a,b) 比较 a Ms Hin SES 

streata,b) Bi a MO SHRAROT RD JRE CHA HEE a GE) 
  

B.6.3 人 机 交互 和 输入 /输出 

1， 命 令 窗口 函数 

常用 的 命令 窗口 输出 函数 是 disp 本 数 . disp 使 用 的 例子 如 下 : 
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disp(x}; $f ap> WO Ro x HE 

disp(’Hello Worlid!"); tiie > WO BAR“Hello World!” 

disp 命令 也 可 以 同时 显示 字符 和 数字 ,注意 区 把 数字 转化 为 字符 显示 ,例如 : 

x=1.5 

disp{[’The value of xis ',numZstrix)]); 

其 中 num2str(x) 的 功能 是 把 转化 为 字符 ,输出 结果 是 ， 

The value of xis 1.5 

input 命令 可 以 用 来 提示 用 户 从 键盘 输入 数据 ,利用 input 命令 输入 数据 的 例子 如 下 ， 

x= input (’input data x:"); 

这 个 代码 运行 的 结果 是 命令 窗口 显示 : 

input data x: 

提示 用 户 输入 数据 x. 

2. 文件 操作 函数 

除了 前 面 讲 到 的 load 函数 以 外 ,MATLAB 这 存 类 似 马 语言 的 文件 输 人 函数 fscanf 和 

文件 输出 两 数 fprint{f， 使 用 的 时 候 有 配套 的 先 用 fopen 函数 打开 文件 ,fclose 函数 关闭 文 

件 ， 这 些 丽 数 如 何 使 用 ,结合 下 而 的 例 了 具体 说 明 ， 

fpl=fopen ("inputi-txt','r'}; $48 E inputi.exe, 以 *r7 只 读 方 式 打开 

fp2=fopen('outputl.txt', 'w'}; $ 指 向 文件 output1l.txt, 以 “ww 只 配方 式 打 开 

x= fscanf(fpl,"$£"); SAIFA f£p1 M inputl.txt BARE Fl x 

Fprinté (fp2,'39.8£',x); SALAI fp2 fe AEB ourputi.txt 

fclose (fpl); % FASC inputi.txt 

fclose (fp2); & AHH outputl. ext 

输入 两 数 fscanf 括号 中 的 引 叶 中 的 于 代表 数据 是 实数 . 

输出 画 数 fprintf 括号 中 的 引导 中 的 符号 代表 了 输出 格式 ,有 两 种 形式 . 

《1) %p. qf : 小 数 形式 输出 ,总 字 长 娟 位 ,其 中 小 数 点 后 9 位 ， 

《2) %p, ge: 指数 形式 输出 ,总 字 长 户 位 ,其 中 指数 部 分 9 位 . 

这 里 只 介绍 了 最 基本 的 文件 操作 ,MATLAB 也 支持 Excel 等 格式 文件 的 数据 读 写 , 详 

SL Bh RS. 

B.6.4 用 户 自 定义 函数 

用 户 可 以 自 定义 函数 写成 函数 式 的 M 文件 ,第 一 行 以 function 关键 词 开 始 , 说 明 此 

文件 是 一 个 下 数 ， 软 认 傅 况 下 , 栅 数 式 M 文件 中 的 变量 都 是 局 部 变量 , 仅 在 函数 运行 期 

间 有 效 ,函数 运行 结束 ,这 些 变量 将 从 工作 空间 中 清除 ,下面 是 一 个 简单 的 自 定义 函数 的 

例子 : 

function f=myfun (x) 

f=2%* x+512/x; 
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用 户 在 命令 窗口 输入 : 

>> fminunc (@myfur, 1) 

结果 为 : 

ans = 

25.9991 

和 CAC++ 等 高 级 语言 一 样 ,MATLAB 中 也 有 结构 体 类 型 数据 ,可 以 实现 更 复杂 的 数 

据 结构 .不仅 如 此 ,MATLAB 中 述 有 类 似 CAC++ 中 指针 的 机 制 用 以 传递 数据 ,有 类 和 对 

象 , 可 以 进行 面向 对 象 的 程序 设计 (OOP) ,可 以 进行 MATLAB 和 Cf+ 的 混合 编程 ,还 可 以 

开发 图 形 界 面 的 程序 (GUI) , 孝 兴 趣 的 读者 可 以 参考 进一步 的 资料 . 

8B.7 符号 计算 

MATLAB 也 具有 相当 不 错 的 符号 计算 能 力 , 这 里 做 简要 介绍 . 符号 计算 最 常用 的 两 个 

命令 是 syrm Fi syms. 

sym ‘AS FA AK SE AP DH AE 

(G) S=sym(A) ,把 表达 式 A 转化 为 符号 对 象 S. 

(2) x 一 sym 人 (xD ,以 x 为 名 创建 符号 变量 ,并 将 结果 存储 到 z- 

PRET sym BRE RS RAR: 

>>a=sym{'a'); 

>>b-sym{"b'); 

>>casym{'c'); 

>>x=sym{(’x'}; 

>> f=ax x*2+baxte 

fx 

a* x*2+b* xtc 

>>h=sym('a* x*2+b* xtc") 

h= 

a*-e“2+bh* xtc 

MATLAB 还 可 以 用 syms 一 数 创 建 符号 对 象 , 调 用 语法 如 下 : 

syms argl arg2; & Ef argl=sym{'argl')}; arg2=sym({'arg2'); 

符号 多 项 式 运算 的 常用 命令 如 表 B-11 所 示 . 

RB] 符号 多 项 式 运 算 的 常用 命令 
  

  

  

    

ft + 功 能 fs > wy 能 

collestK 表 达 式 ,01 指定 ”为 独立 变 巩 ,合并 同类 项 | factor( 表 达 式 ) | 将 表达 式 进行 央 式 分 解 

expand( 我 达 式 ) | 将 表达 式 展 并 为 多 硕 直 simply( 表 达 式 ) | 将 表达 式 简 化   
  

用 符号 运算 求解 方程 和 方程 组 的 闫 数 是 solve ,使 用 格式 如 下 ， 
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Solvelf'fE7) #% 解 方程 工 

SolvefEtlreyifniy txXxIrey xn 对 指定 的 自 恋 量 x1,…,xn 解 方程 组 EL ,En 

下 面 通过 两 个 例子 简单 说 明 . 输 和 人: 

>>syms abc x 

>> S44 x*2+b* x+0; 

>> solve (S,'x') 

结果 是 : 

ans= 

-1/2* (b- (b*2-4* ax c)*(1/2)}/a 

-1/2* (b+ (b*2Z-4* a¥* c)*(1/2)}/a 

正好 是 求 根 公式 ， 

输入 ， 

>> SyRS uv a 

>> S=solve{’u*2-v*2=a%2', 'urv=al','ut, 'v'} 

结果 是 : 

S= 

U: [1Lxt sym] 

vi (1x1 sym] 

需要 具体 查看 的 话 , 输 和 人: 

>>S.u 

读者 从 这 旦 可 以 看 出 ,S 其 实 是 一 个 “结构 体 ”, 结 果 是 : 

ans= 

1/2+1/2* a%2 

B.8 绘图 功能 

MATLAB RA RAM AE OE ABA RI RAK RAB SR 

里 介绍 最 基本 的 应 用 . 

B.8.1 SR 

对 于 离散 实 函 数 y% 一 关 zz)G 一 1 和 9)， 对 于 自 变 量 组 成 的 向 量 , 求 出 对 应 函数 值 的 向 

量 , 将 对 应 的 点 列 在 直角 坐标 系 中 画 出 ,就 实现 了 离散 鲍 数 的 可 视 化 . 对 于 连续 的 丙 数 ,也 

是 先 计 算出 在 一 组 离散 自 变量 上 的 天 数 值 , 并 把 这 些 点 列 在 图 中 表示 ,为 表现 出 下 数 的 连续 
性 ,可 对 区 间 做 出 很 细 的 分 割 . 

plot 是 最 基本 的 绘图 命令 ,例如 输入 : 

>>t=-1:0.05:1; 
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>>y=2+ 七 .^2- 17 

>> plot {t,y, ‘b*} 

则 显示 出 图 形 窗 口 , 如 图 B-4 所 示 . 
这 里 使 用 了 ”“. "操作 符 ,表示 对 向 量 的 各 个 元 素 选 个 进行 计算 ,这 是 绘图 中 常用 到 的 操 

作 符 之 -一 ; 单 引 号 中 的 b 代表 blue, 表示 用 蓝 色 绘制 曲线 ，Pplet 命令 还 有 多 种 使 用 格式 , 详 
Ke B-12. ， 

—— - 条 B-12 plot 命令 的 使 用 格式 

人 oo 命 令 功 能 
  

  

  

  

  

    

Lida ko 8? Saw Dat 

fee cee ie ny ae Ch x SRE y SAM, BR 
oa meee 坐标 (zx ,%) 的 有 序 排列 绘制 曲线 
ee : Lh i WRB: HAD RA 
4 ， piot(y) L 4 oo 坐标 (i,y,) 的 有 序 排列 绘制 曲线 

Po | lotta) PSR a SE A Hy MB HE AE 
tad 了 平面 上 绘制 复数 序列 zx 

人 Wee a | Port ys a hehe BAAS 

. . : plot(x,yl.'sl', | Oo bh eB fa} — +} BRK 
图 B4 ii in yr 2-1 在 [一 1,1] 上 的 图 像 Xyy2 os24…)》 中 ,分 别 绘 成 sl .s2... 的 颜色 . 
  

# B12 PH s.sl.s2 等 字符 不 仅 可 以 表示 颜色 ,也 可 以 表示 线 型 ,具体 参数 列 于 

表 B-13 中 ， 

REZ plot 命令 中 的 颜色 、 线 型 没 置 参 数 
  

  

    

  

  

线 型 功能 线 型 | 功能 中 颜色 功能 颜色 功能 
到 实 线 小 图 图 红色 黑色 
一 一 | 。 虚线 * 星 号 b ze “| ri 

: 点 线 义 RB 区 绿色 m 品 红色 

-. 点 划 线 + ns y ne < 青色               
  

MATLAB 中 可 以 对 图 形 和 坐标 进行 操作 和 修改 ,常用 的 天 数 如 表 B-14 所 示 。 

RBM 对 绘图 区 的 一 些 属 性 修改 的 命令 
  

  

    

  

  

  

  

命 > 功 能 

subplot(m,n.k) E—THA PE mXo SABE plo HARFREk 

title(s? | (| ee La RR s 
xlabel('s") 用 ss 标记 六 轴 

ylabel('s) FAs tric Y 

text(x,.yy's") Hs AR 在 (z,?) 决 定 的 位 置 上 

gtext('s') 4s Sat Blip Ae EE   
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BER 
  

  

  

  

  

  

  

& 4 hfe 
hold on RERAGE MGWRRREKRE 

hold off 解除 hold on, 随 后 的 图 形 材 盖 观 有 图形 
grid on 显示 坐标 网 格 

axis auto LE ARA RE 
axis(Lxmin.xmax.ymin.yman) | QE 2 Aly SURO ME BR 
axis equal BAL RR AK A     
下 面 看 一 个 综合 性 的 例子 ,由 于 命令 较 多 ,这 里 写成 脚本 式 的 吓 文 件 , 写 好 后 ,在 命令 

窗口 运行 ， 设 文件 名 为 Che. m, 内 容 如 下 : 

x=~-1:0.05:1; 

tO=1.04+C0* x; 

tl=x; 

t2=2* x. * t1-t0; 

t3=2" x,* t2-tl; 

title ('Chebyshev Poly’) ; 

xlabel (*x');ylabel ("y'); 

hold on; 

plot (x, tO};gtext ("TO"); 

plot (x, tl};qtext ('T1'}; 

plot (x,t2);gtext ('T2'); 

plot (x,t3);gtext ('T3'); 

在 命令 窗口 输入 Che, 输 出 图 形 如 图 好 5(a) 所 示 . 

  

Bev sot ee eae oe us . Brant ue 
Pee Nee eee Nd im ike ee . fm ite tam me war 一 

ain Gea 7 toad ee Ben BT F 

Tv ve Fo Corem r9 wire 上 站 : a 1 上 -3 

' 1 We ry 

ot ew so i 

aa- 好 | 1 35 | 

as 0 一 一 -一 -一 一 Sha nage agent 
四 站 t 3 @ 95 4 

¢ . 
cee D | ar pS 一 ee eee. 

| [ | 
> 4 aos! 

J | 
mo 7 

4 as + ah 

1 _ _ 1 — 一 一 
+ 5 4 Tot ee va ot 4 

ry 

Lae = ’ ha ky Ze 
Garfield MRR they) 4k eB 

图 B-5 0 次 至 3 次 Chebyshev 多 项 式 在 区 间 [ 一 1, 旨 上 的 曲线 

如 果 程 序 改写 成 subplot 的 形式 , 即 : 

x=-1:0.05:1; 

to=1.0+0% x; 
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L1l=x; 

t2=2* x. * t1-£0; 

t3=2* x. * t2-tl; 

subplot (2,2,1)7;plot (x,t0);title('Chebyshev T0*};xlabel({'x');ylabel('y'}; 

subp! ot (2,2,2) ;plot (x,t1);title ('Chebyshev TL');xlabel ('x'};ylabel ('y'"); 

subp ot (2,2,3};plot (x,t2);title{'Chebyshev T2');xlabel('x'});ylabel ('y');7 

subpict (2,2,4);plot(x,t3};title{’Chebyshev T3');xlabel('x');ylabei('y’)}; 

Bee mm seme i ih BY BS FZ ko I B-5(b) tm. 
OG es ‘ fplot fr FY LAT Ea th A aE OR AL 看 

PT ”一 个 简单 的 例子 ,输入 ; 

>> fplot ('sin({x.*2)', [0,10]} 

48] BK f(x) —sin(z) EK ALO. 101 EME 
| 

on , | . 

ar 

|| 像 ( 如 图 B-6 所 示 )， 
六 iol | 和 plot 命令 的 区 别 是 fplot 并 不 需要 给 出 取 值 

点 的 选取 ,实际 上 , 它 是 根据 函数 值 自 适 应 地 选取 取 
值 点 的 . 

图 B-6 me f(r) =sin( 2 在 plot #SH AME RIL R,MATLAB 中 

区 间 [0,10] 上 的 图 像 也 可 以 绘制 其 他 坐标 系 的 图 形 , 比 如 极 坐 标 . 兴 对 数 
坐标 . 双 对 数 尝 标 ， 命令 及 对 应 功能 见 表 B-15， 

RBIS 针对 不 同 坐标 系 的 绘图 命令 

命 令 功 能 

polar(x+T) TR BR HER oc RRR FEM or RRR 

semilogx(x.y) | 在 半 对 数 坐 标 系 中 绘图 ,X 轴 用 以 10 EHO BE Pe RU plotClogie (x), y) 

semijogy(xy) | 在 半 对 数 坐 标 系 中 绘图 ,Y 轴 用 10 RAY RAI BEE ASIF plot( x, logia Cy?) 

loglog<xsy) XRAY HRSG GLA 10 为 底 的 对 数 刻 度 标定 ,类似 于 piot(logieCx) ,Jogn(y))》 

  

  

  

  

      
下 而 看 一 个 例子 , 它 以 极 举 标 绘制 油 数 

t 
ry = e™ — 2cos4e+ {sin sy. 

fai A: 

>> t= linspace (0,22 * pi,1100); 

>> r=exp (cos {t})-2% cos({4* t)+ (sin(t./12)).%5; 

>> p= polar (t,r} 

Ev ww B-7(a) Bram. 其 中 linspace(Cxl,x2,N) 的 功能 是 在 zi 和 xz2 之 间 均 名 地 产生 

六 个 取信 点 . 在 上 述 命令 之 后 输 和 人 : 

>> (x, y]=polZecart (t,x); SE te RY og BY AR ILA BR 

>>plot (x-¥} sft fi FILSHAR PHA 
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得 到 稍 卡 儿 坐 标 系 中 的 图 形 如 图 B7(Cb) 所 示 . 

   
{a} (b) 

BB? Reise Ww aH 

B.8.2 三 维 图 形 

1. 曲线 的 绘制 

三 维 空间 里 的 曲线 绘制 通过 piot3 命令 实现 ,命令 格式 和 对 应 功能 嫩 表 B-16 所 示 . 

RB16 三 堆 空间 型 前 曲线 伍 制 
  

  

  

  

命令 功 能 

plot3(xyyy2 “ 按照 坐标 (zi,x ,z) 的 有 序 排 列 绘制 曲线 

plot3(x.yezs's) 功能 基本 同上 ,把 曲线 绘制 成 * 指定 的 颜色 
plota(xLyLalistvx2,y2.a2vs2'.) | 在 同一 种 标 系 内 ,用 sl 的 颜色 绘制 曲线 1 ,用 s2 的 颜色 绘制 曲线 ?   
  

这 里 三 个 坐标 的 数组 xy 和 = 必须 有 相同 的 元 素 个 数 ,s.s1.s2 可 以 护照 表 B-13 进行 
选择 . 下 面 看 一 个 三 维 空间 的 曲线 的 例子 ,输入 ， yg... 

>>t=O:pi/1G0:5* pi; 

>> plot3(3* sin{t),2* casit),t) 

AINA BS Bra. eR — TER. 

2， 曲 面 的 绘制 

MATLAB 可 以 在 三 维 坐 标 中 绘制 曲面 

MATLAB 中 通过 和 殖 形 网 格 组 合 来 描绘 曲面 ,即将 四 
(z， 妇 定义 的 区 域 划分 为 一 个 个 矩形 区 域 ,然后 计 | 
算 在 这 些 矩形 区 域 的 顶点 处 的 = 值 ,在 显示 的 时 候 ， 
把 邻 狼 的 顶点 互相 连接 起 来 ,组 合 出 曲面 . 组 合 这 ABS ARR 

Be Pal i Ge 7s SS HR iB BY te. MATLAB Of LAR A 

两 种 方式 :一 种 是 只 用 线条 将 各 个 临近 顶点 连接 ,网 格 区 域内 部 显示 为 空 包 ,通过 网 格 边框 

来 显示 整个 曲 商 , 这 种 暴 面 图 称 为 网 线 陨 ; 另 一 种 不 但 显示 阅 格 线 边 礁 , 而 及 将 其 内 部 填充 

着色 ,从 而 道 过 一 个 个 矩形 平面 来 组 合 显示 整个 曲面 ,这 种 秃 面 罗 称 为 表面 图 . 
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在 MATLAB 中 绘制 二 维 曲面 图 , 先 使 用 meshgrid 画 数 在 (z,y) 的 矩形 区 域 上 创建 网 

格 ,调用 格式 如 下 ， 

[X,¥]=mesherid(x,y), 

其 中 x 和 y 为 一 维 数组 ,通过 数据 重复 在 x 和 y 的 每 一 个 交 久 点 和 创建 网 格 点 . 当 x 是 长 

度 为 知 的 一 维 数组 ,y 是 长 订 为 的 一 维 数 组 的 时 候 ,X 和 了 就 是 一 个 只 Xzm 的 二 维 数组 ， 

每 一 个 对 应 的 (X,Y) 就 是 一 个 网 格 点 . 

绘制 网 格 图 的 命令 是 mesh(z) ,表面 图 的 命 令 是 surf(z).、 在 命令 窗口 输 人 : 

>> x= -15:0.5:15; 

>> yr -15:0.5:153 

>> [X, Y]=meshgrid (x, y}+ 

>> r=sqrt (X.*2+Y.%2)+eps; HHA eps, RARKRSAS 

>>z=sin(r)./r; 

>>mesh (z) 

可 以 者 出 这 里 生成 的 z 其 实 是 …  85 B9Ca) 

所 示 ,如 果 把 mesh(z) 换 成 surf(z) ,得 到 图 了 配 9(b)， 

ws: a Bowe 
ee Tom tien Ae en 、 fae te ee he nn ne ee 

  

fa) {b) 

Bo *ht#a rf 

还 有 一 个 命令 contour(z) ,可 绘 出 矩阵 z HS. B10 fa. 

狠 于 篇 幅 所 限 ,这 里 只 介绍 了 MATLAB 最 基本 、 最 常用 的 功能 , 甩 户 在 使 用 的 时 候 , 最 

好 养 成 使 用 help 命令 .dec 命令 的 避 惯 ,比如 ,对 于， 一- -一 一 一 

mesh 函数 的 使 用 有 疑问 ,输入 : ae oe = Pos 
sshetp mesh 1 

« 

MATLAB 将 会 显示 帮助 文档 ; wl 

MESH 3~D mesh surface. ° 

MESH (X,¥,2,C) plots the colored parametric at 

i 

1 

| 

mesh defined by four matrix arguments. The “ | 

view point is specified by VIEW, The axis “sow UR a aE 

labels are determined by the range of X,Y 

and 2, , 图 B-10 等 商 线 图 
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or by the current setting of AxiS. 

doc 命令 将 打开 帮助 窗口 ,显示 相关 的 帮助 文档 ,内 容 更 全 面 . 丰 高 。 

对 于 自 定义 的 mm 文件 ,实际 上 如 果 用 户 在 开头 用 %% 标 记 写 土 注释 ,然后 在 命令 窗口 输 

人 help 对 应 的 吓 文 件 名 称 ( 不 包括 扩展 名 ), 将 会 显示 这 部 分 注释 . 例如 用 户 自 定义 洲 数 

如 下 : 

function f=myfun (x} 

$return sin (x) 

f=sin{x); 

在 命令 窗口 输入: 

>>help mygun 

结果 是 : 

return sin (x) 

Bre help 2S. RAEVTUSBSRSHAKBPE. CALERA PRAM 
MATLAB 的 其 他 高 级 功能 . 
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HRC 部 分 习题 答案 

第 1 章 
1. 相对 误差 限 0. 0033. 

2. (A) 当 z 一 Ar,! 一 0 的 时 候 , 这 个 问题 高 度 敏 感 
4，Yie 的 误差 限 为 二 X10 + 
5. 测量 边 长 的 误 凑 应 木 超过 0 005cm. 

二 个 八 这 ， 1 串 的 结果 相 责 . 7. RSA I FB A A 

第 2 章 

1， 和 只 代 公式 (1) 收 敛 ,迭代 13 次 后 得 到 4 位 有 效 数 字 的 近似 根 为 1.466 . 

5. 所 求 的 极限 值 为 二 
第 3 章 

1. 4 的 - 范 数 、1- 范 数 以 及 2 范 数 分 别 为 1.1、0.8 和 0. 8278, 

12. 和 矩阵 4 对 应 的 因子 答 阵 为 

1 0 OF Id ] 

L= ° 1 0 U— 1 -1) 

-1 13 0 0 —2. 
  

    

4 

矩阵 吾 对 应 的 因子 矩阵 为 

1 0.0 -1 2 3] 
b= |2 bof oo — 4), 

3 -5 1 0 0 一 24 

sae Cx MA AREA 

109 0 0 bard 
1100 obit 

“tro. ol UT Joo 2k 
tii 6001 

13. 矩阵 4 对 应 的 因子 答 阵 为 

  

173 1/2 

Sp BOO ae A A FRR A 
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1 4 2 14 3° 
1 1 3 

zg? 1 六 1 
L = U = [+ P — 

1 6 一 1 1 

1 aa 工 | ] 
2 6 1 了 | 

15. Si A 的 Cholesky 分 解 因子 为 

1. 7321 

L= [ 5774 1,6330 | 

0.6124 1.6202: 

_[5 2 1 1 17 16. 解 出 x = [= 和 3 x]: 

17. REA ARH LU 5) EB OT LAE TT LU 4 1S RE. 

第 4 章 
3. C1) 雅 可 比 和 迭代 法 .高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 解 此 方程 组 时 都 收敛. 

《2) 雅 可 比 选 代 法 经 过 17 步 迭 代 , 得 到 近似 解 [一 4.00002 3.00000 2.00000]; 

高 斯 - 赛 德尔 适 代 法 经 过 8 步 迭 代 , 得 到 近似 解 [一 上 000 02 3.000 00 2.00000 了 . 

4, SOR 方法 经 过 8 步 迭 代 , 得 到 近似 解 [ 一 4. 000 02 3.00000 2.000 00]7， 

6. (1) 一 1 <a<1 时 ,矩阵 4 正定 ， 

第 5 章 
2，2. 4 和 6(4) 魏 3. 6;.condt4): 之 1.3086. 

3. A 的 特征 值 的 界 为 2< <6; AW YATE MED EL <a 

  

mm 

4. 主 特征 值 为 9. 6055 ,证 特 征 向 量 为 [1 0.6055 —0.3944]". 

—s 2 _ 27 
3 3 3 a3 23 

no~|-2 -2 2), | 0 -3 中 
2 a4 0 0 一 3 

3 3 3 

Foy 一 5 0 

a -5 2B i 
12. 得 到 的 对 称 三 对 角 阵 为 25 25 |. 

(oe a   
第 4 章 

3 人) 1 与 上 分 别 为 1.174.V777. 

(2) tf esd fly SIS lls Bbw 1/2 1/4, ¥3/6. 

5. BAER IRIE SIMA SC) =0. 117 187 541. 640 6252? —0. 820 312 Sz. 

6. (1) BAER BIEBER SC) =4e— 10 + (18-62. 
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9, 

10, 

12. 

15, 

17, 

20. 

21. 

(2) RUE BES BA SU) =F — he, 

BAAWAKH y=0.972 604 6+0, 050 035 12? GARE HW 0, 0548. 

49 8) BRBARH y= f(t) =5. 215 153X101 Xe 

0.501 06X10°§, 

AXXO, 006 585. 

分 别 为 1 和 0. 

N(x) =p x8 (2-3)? 

估计 出 的 误差 上 限 为 0. 25. 

第 7 章 

1. 

4, 

7, 

9, 

(GD A= Ai= Shy Ao — Sh, SA OBE. 
误差 限 3.472 22X10 +, 

复合 梯形 公式 等 分 256 份 ,复合 辛普森 公式 等 分 4 份 . 

计算 结果 为 0.713 27. 

11. 结果 分 别 为 11. 1415 和 10. 9484. 

BS i 
2. 

11, 

PEA KK 0.5.1, 142 01,2, 501 15,7, 245 02, 

(1) AX<O. 02. 

(2) AKO. 0287. 

(3) 对 步 长 天 没有 限制 . 
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Choiesky 分 解 

Cholesky 分 解 算法 (平方 根 法 ) 

Hilbert 18% 

LAPACK 

LDL" 4% 

LU 分 解 (三 角 分 解 ) 

LU RK 

部 分 主 元 LU 分 解 ( 列 主 元 LU 分 解 ) 

直接 LU 分 解 算 法 

Krylov ¥ 2 a) ER EK 

变 分 原理 

FEET EK 

预 条 件 技术 

最 速 下 降 法 

MATLAB 

\ Gnldivide) 

cho] 

cond 

diff 

eig 

eigs 

eps 

{solve 

{zero 

hess 

int 

interpl 

interp2 

interp3 

jordan 

iu 

93 

68,194 

105 

92 

79 

86 

80 

129 

132 

135 

130 

104,233 

104 

108 

271 

178 

179 

27 

55 

48,55 

179 

271 

233 

233 

233 

179 

104   

引 

adel 13 

odelSs 

ode23 

ode23s 

ode23 

ode23ath 

ode45 

peg 
pchip 

polyfit 

ar 

quad 

quadgk 

quadl 

realmax 

realmin 

roots 

schur 

sparse 

spline 

sprand 

syms 

vpa 

Netlib 

QR 分 解 

QR 算法 

带 原点 位 移 的 QR 算法 

AERA 

基本 QR 算法 

将 和 矩 阵 化 简 为 上 Hessenberg 阵 

Zeroin 算法 (Brent 算法 ) 

埃 尔 米 特 插 值 

303 

303 

291,303 

303 

303 

303 

303 

141 

233 

233 

178 

256,271 

271 

271 

27 

2? 

55 

179 

103 

233 

103 

271 

27 

176 

177 

173 

174 

48 
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滩 尔 米 特 插值 余 项 

两 点 三 次 埃 尔 米 特 播 值 多 项 式 

伯 轧 斯坦 多 项 式 

RAAB 

2 YH) 

k BPE 

fifa 

三 次 样 条 插值 

RIE Re 

Af 

插值 节点 

插值 区 间 

BWA 

Sy aL 

5> = BRIS A 

分 段 线 性 插值 函数 

龙 格 (Runge) 现 象 

三 角 插 值 

数值 稳定 性 

有 理 揪 值 

播 值 型 求 积 公 式 

Kranrod 23% 

Lobatto 公式 

高 斯 点 

高 斯 - 蒜 让 德 求 积 公式 

高 斯 求 积 公式 

柯 特 斯 公式 

牛 辆 - 柯 特 斯 公式 

梯形 公式 

FRAAL 

WBA 

AE BAY BE 
初 值 问 是 
PRA 
阶 数 
BADR 
线性 方程 
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223 

224 

190,221 

36 

215 

227 

225 

208 

208 

209 

209 

209,221 

224 

221 

220 

209 

221 

209 

263 

263 

259 

262 
259 
245 

244 

240 

240 

277 

37.277 

276 

276 

277   

LBA aa RA 

降 式 方程 

BRAD EWES 

不 稳定 

刚性 问题 

WBE 

局 部 稳定 

稳定 

常 微分 方 各 初 值 问 题 的 解法 
MATLAB 的 DODE 求解 器 

单 步 法 

多 步 法 

局 部 截断 误差 

龙 格 - 库 塔 方法 

BR RL 

Be Be 4: 

梯形 法 

稳定 性 

稳定 区 域 

稳定 区 间 

无 条 件 稳定 

显 格式 方法 

向 后 欧 拉 波 

隐 格 式 方 法 

准确 度 阶 数 

多 步 法 
BDF 格式 

亚当 姆 斯 (Adams) 公 式 

海 明 公式 

KAR BAK 

显 式 4 Adams-Bashforth Zs% 

线性 多 步 法 

Rast 4 Br Adams-Moulton 2% 

二 分 法 

20 世纪 十 大 算法 

抵消 现象 

280, 

280, 

276 

276 

278 

304 

278 

278 

278 

303 

278 

293 

282 

285 

280 

283 

283 

281 

281 

281 

284 

286 

283 

283 

283 

21



  

法 方程 方法 

法 方程 

非 线 性 方程 

重 根 

BAR 

多 项 式 方程 求 根 

非 线 性 方程 组 

函数 的 不 动 点 

OR BAH cS 

FARR 

局 部 收敛 阶 

Fl PF me 

Se ae 

问题 的 敏感 性 

FE AT EERE 

# ARK i] 

高 斯 消去 法 

部 分 主 元 消去 法 

乘 数 

高 斯 - 若 当 消去 法 

答 阵 求 逆 算法 

全 主 元 消去 法 

算法 的 稳定 性 

填 人 元 

向 后 误差 分 析 法 

消去 矩阵 

选 宝 元 

增长 因子 

主 元 

割 线 法 

PR I 38 iE fo} 

Rule — BR 

REF Fr Bie 

Fk /) = FB 

表格 函数 

魏 尔 斯 特 拉 斯 定 惠 

带 权 正 交 函数 族 

RETA Bik SAA 

广义 情 里 叶 展 开 

182,200 

33, 

196. 

31 

48 

92 

36 

31 

39 

40 

44 

38 

117 

32 

77? 

73 

74 

90 

91 

102 

91 

77 

84 

91 

72 

45 

189 

190 

190 

199 

196 

195 

193   

HAS 

回归 分 析 

BRI 

RE DOF 

BB RC Haar) He 

回 代 过 程 

基本 代数 子 程序 (BLAS) 

机 器 精度 

计算 机 浮 点 数 系 统 

IEEE SBE A 

TEEE SO BE ARK 

规范 化 浮 点 数 

精度 

上 滋 值 

BA 

尾数 

Fae ff 

NR 

指数 

5B 

NYY Ae 

NS EBIRE 

对 称 兴 正定 阵 

对 称 正 定 阵 

对 角 占 优 短 阵 

REE 

非 亏损 矩阵 

格 什 芯 林 搁 盘 

可 对 角 化 

可 约 矩 阵 

亏损 矩阵 

iE 

FF ER SBE 

拟 上 = 7a RECS Schur #1) 

排列 阵 

HEE 

三 对 角 阵 

ERPIARE 

198 

198 

199 

199,200 

20] 

71 

106 

17,19 

125 
74,76 

61 
61 

97 
209 

150 

15t 

156 

125 
150 

149 

170,201 

17Z 

87 

115 

61 
174 
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上 三 角 阵 

顺序 主子 式 

顺序 主子 阵 

特征 多 项 式 

特征 方程 

特征 向 重 

特征 子 空 间 

特征 值 

特征 值 谱 

下 三 角 阵 

相似 变换 

严格 对 角 占 优 扰 阵 

ERE 

先 阵 的 特征 值 

代数 重 数 

元 何 重 数 

主 特征 值 

矩阵 的 正 交 三 角 化 

Givens ets Eh CP eR BRM) 

Givens Bes} 

Householder 变换 (初等 反射 变换 ) 

Householdsr 矩阵 

De BA LK 

HS BA A A 

Bie BA A at He 

Be BA A i ae 

龙 格 - 话 塔 方法 
2 级 RK 方 法 

3 级 R-K 方法 

4 级 R-K 方法 

BS23 算法 

Ralston 公式 

改进 的 欧 拉 羔 人 《Heun 方法 ) 

级 数 

3 阶 Kutta 公式 

4 阶 经 典 RungeKutta 公式 

稳定 性 

FA TERE 

自动 变 步 长 R-K 方法 
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61 

62 

62 

147 

147 

62,147 

14? 

62,147 

147 

149 

97 

61 

150 

150 

153 

166 

166 

164 

164 

211 

211 

213 

288 
288 
291 

288 
287 
286 
288 
288 
290 

291 
291   

中 点 公式 

理 查 森 外 推 法 

数值 积分 的 外 推算 法 

数值 微分 的 外 推算 法 

” 短 法 
RRR 

规格 化 向 量 

Fa Pl 速 

原点 位 移 技 术 

牛顿 插值 法 

牛顿 播 值 多 项 式 

和 牛顿 插值 余 项 

牛顿 迭代 法 

Paws 

二 次 捅 值 法 

闭 二 次 插值 法 

FRE 

前 代 过 程 

MAR 

若 当 标 准 型 

若 当 块 

数值 积分 方法 

Quadtx BF 

Romberg 积分 算法 

代数 精度 

等 距 节 点 公式 的 准确 度 

复合 求 积 法 

复合 辛 普 素 公式 

复合 梯形 公式 

高 斯 求 积 公式 

积分 节点 

积分 系数 

积分 余 项 

287 

252 

269 

153 

159 

155 

158 

157 

217 

218 

4] 

47 

45 

83 

150 

256 

253 

241 

248 

247 

248 

247 

259 

240 

241



  

机 械 求 积 公 式 

柯 特 斯 系数 

Be TE 

稳定 性 

牛顿 - 柯 特 斯 公式 

自 适 应 积分 方法 

数值 计算 软件 

数值 微分 方法 

插值 型 求 导 公 式 

2 阶 中 心 莱 分 公式 

有 限 莽 分 公式 

数值 微分 的 外 鹤 算 法 

向 后 差分 公式 

向 前 善 分 公式 

中 心 差分 公式 

算法 的 稳定 性 

RR BT 

超 线性 收 全 

平方 收敛 

收敛 速度 

线性 收敛 

收缩 技术 

实 Schur 分 解 

SE Schur 型 

特征 值 分 解 ( 谱 分 解 ) 

条 件数 

病态 矩阵 

绝对 条 件数 

矩阵 的 条 件数 

良 态 矩阵 

咖 题 的 敏感 性 

RE 

HERA 

240 

244 

242 

243 

244 

255 

267 

266 

266 

269 

266 

266 

266 

40 

40 

40 

418 

40 

Ww 

172 

150 

67 

13,32 

67 

67 

10   

截断 误差 

绝对 误 芒 

绝对 误差 限 

SARE 

数据 传递 误差 

相对 误差 

相对 误差 限 

Te Jr YR Be 

ee 

BE 

a Ee 

REE 

Sey 

BK & BRM 

RAE 

FRR 

iB ALE 

线性 方程 组 

残 差 

超 定 方 程 组 

Stim BA 

解 的 存在 与 唯一 性 

问题 的 敏感 往 

系数 矩阵 

ARTS FRE 

右 端 项 

线性 空间 

带 权 正 交 

赋 范 线性 空间 

A SRM BE 

ESR SE Ra 

函 歼 的 范 数 

加 权 内 积 

BHAA TER 

58 PE 78 

PY Pa LRA 

AR 

内 积 范 数 

A aK 

线性 无 关 

100 

96 

100 

100 

61,100 

100 

101 

117,130 

60 

83 

60 

66 

60 

117 

60 

195 

63 

188 

195 

186 

64 

188 

63,187 

63,187 

188 
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线性 相关 

向 量 的 睛 范 数 

向 基 范 数 

ee MA 

B- 样 条 函数 

k- RRA BH 

三 次 样 条 函数 

BRAY 

ARS ARE 

有 效 数字 

1 阶 定常 挝 代 法 

选 代 法 基本 定理 

HEA 

= 344 + 

6] 

63 

63 

231 

231 

227 

227 

227 

113 

116 

113   

FB 

高 斯 - 赛 德 尔 选 代 法 

闽 定 格式 选 代 法 

收敛 速度 

“RAT 

FET BRK 

RRS TIE IK 

正 交 多 项 式 

埃 尔 米 特 多 项 式 

第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 

第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 

拉 盖 尔 多 项 式 
勒 让 德 多 项 式 

阻尼 牛顿 法 

119 
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113 

138 
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122 

L95 
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136 

196 

196 

"196



  

Li] 

[2] 

[3] 

[4] 

[5] 

[6] 

[7] 

[8] 

[9] 

[10] 

fil] 

[22] 

[13] 

[14] 

[15] 

[16] 

[17] 

{183 

[19] 

[20] 

[21] 

[22] 

[23] 

[24] 

[25] 

参考 文献 

M. T. Heath, Scientific Computing: An Introductory Survey. 2nd Edition. McGraw Hill Companies, 

Inc. , 2001. CHKRR BEE ORE. BEE SiG. IE. AE KE FL, 2005.) 

http://www, cse. illinois. edu/heath/scicomp/software/index. htmi. 

G. E. Forsythe, M. A. Malcolm, C. B. Moler, Computer Methods for Mathematical 

Computations. Prentice Hall, 1977. 

W. Hager. Applied Numerical Linear Algebra, Prentice Hall, 1988. 

W. H. Press, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, B. P. Flannery. Numerical Recipes. Cambridge 

University Press. 2nd Editon, 1992. 3rd Edition, 2007, GE: CHA HI, BRAC MIA MED CH 数 

{EH HY. he a FT eH A AE HH RD 

iF AS A. ASD R.A a a At 1998. 

C. B. Moler. Numerical Computing with MATLAB. SIAM Press, 2004. (My Xx ER. MATLAB & 

值 计 算 . 北京 : 机 械 工 业 出 版 社 ,2006. ) 

李 庆 扬 , 土 能 超 , 易 大 义 . 数值 分 析 . 4 版 , 北京; 清华 大 学 出 版 社 ,2001. 

徐 士 寂 ,数值 分 析 与 算法 .北京 : 机 械 工业 出 版 社 ,2007. 

J. H. Wilkinson. Error analysis of direct methods of matrix inversion. Journal of ACM, Vol. 8, 

pp. 281-330, 1961, 

T. A, Davis, Direct Methods for Sparse Linear Systems. SIAM Press, 2006. 

http://www. cise. ufl. edu/research/sparse/codes/. 

R. Barrett, M. Berry. T. Chan, et al.. Templates for the Solution of Linear Systems Building 

Blocks for Iterative Methods. SIAM Press, 1994, http://www. netlib. org/ templates. 

Y. Saad. Iterative Method for Sparse Linear Systems. 2nd Edition. SIAM Press, 2003, 

L. N. Trefethen, D, II] Bau, Numerical Linear Algebra, SIAM Press, 1997. (Ri BH. XIG. & 

值 线性 代数 北京: 人民 邮 电 出 版 社 ,2006. ) 

徐 树 方 ,高 立 , 张 平 文 . 数值 线性 代数 ,北京 : 北京 大 学 出 版 社 ,2000. 

R. B. Lehoucg, D. C. Sorensen, C. Yang. 大 RPACK Users ′ (Gauide: Sojiution of Large-Scaje 

Eigenvalue Problems with Implicitly Restarted Arnoldi Methods, SIAM Publications, 

Philadetphia, 1998. 

L. F, Shampine. Numerical solution of ordinary differential equations. New York; Chapman and 

Hall. 1994. 

L, F, Shampine, M. W. Reichelt. the MATLAB ODE Suite. SIAM J. Sei. Comput... Vol. 18, 

pp. 1-22, 1997, 

FAR RMD KEM ERE. RAR, IL: ASE RAE 2006, 

G. H. Gloub, C. F. Van Loan, Matrix Computations, 3rd Edition, Johns Hopkins University 

Press, 1996. CRUE. BRTH. OR: Bw ett 2001.) 

白峰 杉 . 数值 计算 引 论 . 北京 ， 高 等 教育 出 版 社 ,2004， 

ESB ER. ACM 图 灵 奖 (1966 一 1999) :计算 机 发 展 史 的 缩影 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2000. 

G,. W. Stewart. The decompositional approach to matrix computation. Computing in Science and 

Engineering, Vol, 2; No. 1. pp. 50-59, 2000. 

®. E, Knuth. The Art of Camputer Programming. 3rd Edition, Addison-Wesley Inc. , 1997. 

+ 345 +



 

[26] 

[27] 

(28) 

[29] 

[30] 

[31] 

[32] 

[33] 

[34] 

[35] 

[36] 

L37] 

B. A. Cipra, The hest of the 20th century; Editors name top 10 algorithms. SIAM News, Vol, 33, 

No, 4, 2000, 

http: //en, wikipedia. org/. 

RAG AE. ARASSL RHR. 1. A Hh RH 2009. 

了 村 丽 娟 , 程 所 元. 数值 计算 方法 - 北京 : 北京 理工 大 学 出 版 社 ,2010. 

A. S, Householder, The Theory of Matrices in Numerical Analysis，New York: Dover、1964. 〈 孙 

家 霄 译 . 数值 分 析 中 的 拖 阵 论 . 北京 ; 科学 出 版 社 ,1986. )》 

Rui Sheng Ran, Ting Zhu Huang. An inversion algorithm for a banded matrix. Computers and 

Mathematics with Applications, Vol. 58, pp. 1699-1710, 2009, 

Ke Chen, Matrix Preconditioning Techniques and Applications, Cambridge University Press, 2005. 

J. Shewchuk, An introduction to the conjugate gradient method without the agonizing pain. Carnegie 

Mellon Univerisity. Technical Report CMU-CS-94-125, 1994. Available at http://www. cs. cmu 

edu/quake papers/ painless-conjugate-gradient, pdf. 

E. W. Weisstein, Concise Encyclopedia of Mathematics. CRC Press, 1999. 

R. L. Burden, Jj. D. Faires. Numerical Analysis. 7th Edition. Thomson Learning Inc. , 2001. dé 

京 : 高 等 教育 出 版 社 ,影印 版 ， 
SABE AR. WHE. MATLAB 从 人 门 到 精通 , 北京 : 人 民 邮 电 出 战 社 ,2010. 

玉 正 林 , 刘 明 , 精通 MATLAB ?7, 北京 : 电子 工业 出 版 社 ,2006- 

* 346 *



[ G e n e r a l I n f o r m a t i o n ] 书名= 数值分析

与算法作者= 喻文健编著页数= 3 4 6 出版社= 

北京市：清华大学出版社出版日期= 2 0 1 2 . 0 1 

S S 号= 1 3 0 1 3 9 6 1 

D X 号= 0 0 0 0 0 8 2 0 7 2 2 1 

U R L = h t t p : / / b o o k . s z d n e t . o r g . c n / b o o k D e t a i l . j s p ? d x N u m b e r = 0 0 0 0 

0 8 2 0 7 2 2 1 & d = B 6 A A F B E D C 2 6 8 5 E F D E 5 B 2 D C 0 5 3 F 1 1 9 2 D 4 

[GenetalInformation] 书 名 = 数值 分 析 

与 算法 作者 = 喻 文 健 编著 页 数 = 3 4 6 出 版 社 = 
北京 市 : 清华 大 学 出 版 社 出 版 日 期 =2012.01 
SS 号 =13013961 

DX 5=000008207221 

URL=http: //book. szdnet. org. cn/bookDetai 1. j spedxNumber=0000 

08207221&d=B6OAAFBEDC2685EFDE5B2DC053F1192D4


