
WILEY 

   

      

         

  

An Introduction to Optimization 
Fourth Edition 

[ 32] EdwinK.P.Chong StanislawH.Zak = 

孙 志 强 ”和 白 圣 建 ” 郑 永 斌 刘 伟 iz 

Bas HR 

  

INTRODUCTION 

OPTIMIZATION 
FOURTH EDITION 

   

    

CHA Re) StTR ems 
pause hitp:/Avww.phei.com.cn



经 典 译 从 ' 人 工 智 能 与 智能 系统 

最 优化 导论 
(第 四 版 ) 

An Introduction to Optimization 

Fourth Edition 

Edwin K. P. Chong 
美 . 

LX Stanislaw H. Zak 

HER GES MK 2) 伟 译 

宫 二 玲 ” 审 校 

电子 工党 出 版 社 ， 
Publishing House of Electronics Industry 

北京 BEIJING



内 容 简 介 

本 书 是 一 本 关于 最 优化 技术 的 人 门 教材 ,全书 共 分 为 四 部 分 。 第 一 部 分 是 预备 知识 。 第 二 部 分 主要 介绍 

无 约束 的 优化 问题 , 并 介绍 线性 方程 的 求解 方法 、 神 经 网 络 方法 和 全 局 搜索 方法 。 第 三 部 分 介绍 线性 优化 问 
题 , 包括 线性 优化 问题 的 模型 、 单 纯 形 法 、 对 偶 理 论 以 及 一 些 非 单纯 形 法 , 简单 介绍 了 整数 线性 优化 问题 。 

第 四 部 分 介绍 有 约束 非 线性 优化 问题 , 包括 纯 等 式 约束 下 和 不 等 式 约 束 下 的 优化 问题 的 最 优 性 条 件 、 凸 优 

化 问题 、 有 约束 非 线 性 优化 问题 的 求解 算法 和 多 目标 优化 问题 。 中 文 版 已 根据 作者 提供 的 勤 误 表 进行 了 内 
容 更 正 。 

本 书 实例 丰富 , 推导 过 程 伴 以 大 量 的 几何 演示 , 便于 理解 和 掌握 。 本 书 主 要 面向 高 年 级 本 科 生 , 也 可 作 
为 硕士 研究 生 深入 学 习 最 优化 技术 的 人 门 参考 书 。 
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et 者 序 

2010 年 春季 , 我 怀 着 志 亚 不 安 的 心情 接 下 “最 优化 技术 "这 门 本 科 生 课程 , 第 一 次 作 

为 大 学 教师 走 上 讲台 。 共 36 个 学 时 的 课程 , 我 却 觉得 无 比 漫长 。 当 最 后 一 次 课 的 下 课 铃 

声响 起 , 我 如 释 重负 地 问 学 生 :“ 你 们 觉得 这 门 课 怎 么 样 7 "学生 们 异口同声 地 说 :“ 难 !。 

这 并 没有 出 乎 我 的 意料 , 接 下 来 的 考试 成 绩 也 证 明了 这 一 点 。2011 年 , 我 对 着 一 批 新 的 

学 生 再 次 问 这 个 问题 ,学 生 们 给 了 我 同样 的 答复 。 我 开始 深入 思考 这 些 问 题 , 结合 教学 

过 程 中 学 生 们 的 表现 ,以 及 课 后 与 学 生 们 的 交流 , 慢 慢 地 找 出 了 这 门 课 的 难点 所 在 。 难 

点 可 以 分 为 两 个 方面 。 一 方面 是 整个 课程 的 知识 基础 ,这 门 课 涉及 线性 代数 、 向 量 微分 、 

多 元 函数 、 数 值 分 析 等 知识 , 学 生 们 在 大 学 本 科 的 一 年 级 和 二 年 级 课程 里 已 学 过 , 但 大 

部 分 知识 点 已 经 忘 得 差不多 了 。 由 于 课时 的 限制 , 在 课 涂 上 无 法 重 温 这 些 内 容 。 另 一 方 

面 , 相关 算法 的 推导 过 程 确实 存在 一 定 的 难度 ,大 部 分 教材 往往 偏重 于 从 数学 的 角度 进 

行 推导 , 每 个 定理 的 证 明 都 对 应 着 一 长 串 符号 和 公式 , 容易 让 学 生 望 而 生 晨 。 从 那 时 起 ， 

我 开始 着 手 为 这 门 课程 寻找 一 本 更 为 合适 的 教材 。 一 个 偶然 的 机 会 ,发 现 了 4m 1miroduc- 

tion to Optimization , Second Edilion ， 当 时 的 心情 可 谓 如 获 至 宝 , 花 了 一 周 的 时 间 把 书 详细 

地 阅读 了 一 遍 , 庆幸 自己 淘 到 了 一 本 合适 的 教材 。 

与 市 面 上 绝 大 部 分 最 优化 方面 的 教材 不 同 , 本 书 内 容 格 外 翔实 , 推导 过 程 更 为 清晰 

易 懂 ; 尤为 特别 的 是 , 本 书 还 专门 辟 出 一 部 分 内 容 , 用 于 介绍 相关 的 基础 知识 , 包括 线性 

代数 、 微 积分 、 空 间 和 集合 、 多 元 函数 等 。 因 此 , 要 想 温 习 这 些 基 础 知识 ,就 不 用 再 去 翻 

那些 大 部 头 的 教材 了 。 本 书 的 内 容 组 织 也 更 为 合理 , 按照 无 约束 问题 、 有 约束 问题 的 顺 

序 进 行 组 织 ; 有 约束 优化 问题 按照 线性 规划 、 仅 含 等 式 约束 的 优化 问题 和 含 不 等 式 约束 

的 优化 问题 的 顺序 开展 讨论 , 中 间 穿 插 相 关 理 论 , 如 对 偶 等 。 如 此 布局 , 真正 做 到 了 由 

TRADE, 更 好 地 起 到 了 对 学 习 过 程 的 引导 作用 。 本 书 图 文 并 茂 , 擅长 从 几何 角度 进行 推 

导 , 但 也 不 回避 必要 的 理论 推导 , 适合 不 同 层次 的 学 生 进 行 学 习 。 此 外 , 本 书 介绍 了 一 

些 新 的 随机 搜索 算法 , 包括 遗传 算法 、 模 拟 退 火 算 法 、 粒 子 群 算法 等 , 体现 了 最 优化 领域 

的 一 些 新 进展 。 书 中 还 简单 介绍 了 神经 网 络 理论 。 

本 书 的 这 些 优点 , 使 得 其 特别 适合 作为 本 科 生 教材 。 丰 富 的 内 容 和 合理 的 组 织 结构 

使 得 本 书 的 适用 面 非 常 广 , 适合 作为 控制 科学 、 信 息 科学 、 经 济 学 等 专业 的 本 科 生 教材 。 

针对 不 同 的 专业 和 课时 ,可 对 知识 内 容 进 行 适当 剪裁 。 对 于 30 个 学 时 左右 的 最 优化 课 

程 ,建议 讲授 第 二 部 分 的 第 6 章 至 第 11 章 、 第 三 部 分 的 第 15 章 至 第 18 章 、 第 四 部 分 的 

第 20 章 至 第 23 章 , 适当 介绍 第 一 部 分 的 有 关 知 识 内 容 和 全 局 搜索 方法 (第 二 部 分 的 

第 14 章 ) 。 建 议 以 讲授 算法 为 主 , 尽量 避免 详细 的 数学 推导 , 如 应 避 开 算法 的 收敛 性 分 

析 、 半 定 规 划 等 比较 难以 理解 的 内 容 。 对 于 60 个 学 时 左右 的 课程 ,建议 讲授 全 书 的 内 容 

(第 一 部 分 可 供 自 学 ), 选择 某 些 经 典 算法 (如 梯度 方法 、 单 纯 形 法 ) 或 理论 (如 KKT 理 

论 ) 等 进行 详细 讨论 分 析 。 
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2012 年 春 , 本 书 确定 为 我 校 “ 最 优化 技术 "的 课程 教材 。 在 教学 过 程 中 , 我 与 共同 承 

担 本 门 课程 教学 的 白 圣 建 博士 、 郑 永 斌 博士 多 次 讨论 , 深 感 将 其 翻译 为 中 文教 材 的 重要 

性 和 必要 性 。 在 授课 过 程 中 , 我 和 两 位 博士 陆续 开展 了 一 些 翻译 工作 。2015 年 1 月 份 ， 

正式 局 动 了 本 书 第 四 版 的 翻译 工作 。 按 照 分 工 , 刘 伟 博 士 承 担 了 第 一 部 分 的 翻译 工作 ， 

本 人 翻译 了 第 二 部 分 , 白 圣 建 博士 翻译 了 第 三 部 分 , 郑 永 研 博 士 翻 译 了 第 四 部 分 。 经 过 4 
个 月 的 努力 工作 , 几 易 其 稿 , 终于 完 威 了 全 部 的 翻译 工作 。 统 稿 工作 由 本 人 负责 , 宫 二 

玲 副 教授 对 全 书 进行 了 审 校 。 
特别 指出 optimization 一 词 可 以 翻译 为 “优化 "或 “最 优化 ”, 按照 惯常 的 做 法 , 在 正 

文中 , 将 其 翻译 为 "优化 ”， 而 在 书 名 中 翻译 为 最 优化 。 在 翻译 过 程 中 , 我 们 尽 可 能 做 
到 术语 准确 , 语句 通顺 ; 在 忠于 原著 的 基础 上 , 调整 了 某 些 说 法 , 使 之 符合 中 文 的 表达 习 

惯 , 还 纠正 了 原 书 的 一 些 错误 。 尽 管 如 此 , 书 中 仍 有 可 能 存在 一 些 翻译 不 当 甚至 是 错误 

之 处 。 欢 迎 读者 提出 宝贵 建议 。 

本 书 涉及 到 较 多 外 国 科学 家 的 姓名 。 在 翻译 过 程 中 , 对 于 一 些 常见 的 人 名 , 已 经 有 

成 熟 公 认 的 中 文 译 名 的 , 我 们 都 将 其 译 为 中 文 , 如 歼 卡 提 、 牛 顿 、 高 斯 、 柯 西 - 施 瓦 茨 不 

等 式 中 的 两 个 人 名 等 ; 对 于 一 些 不 常见 的 人 名 ,如 Karmarkar、Spendly、Hext 等 , 则 保留 
英文 原名 。 下 面 给 出 全 书 中 英文 人 名 对 照 表 。 

Ricatti 22-542 Karush 卡 罗 需 

Gram 格拉 姆 Kuhn /# A 

Schmidt 施 密 特 Tucker HAE 

Beltrami 贝尔 特 拉 米 Fibonacci 32 }R ARIZ 

Courant [BF Jacobi FEF Ly 

Bland 424 {# Gauss ”高 斯 

Boltzmann 玻 尔 效 曼 Newton 牛顿 

Bolzano ” 波 尔 查 诸 Lyapunov ” 李 雅 普 诺 夫 

Weierstrass 魏 尔 斯 特 拉 斯 Markov ”马尔 可 夫 

Brent 布 伦 特 Jordan #424 

Cauchy fay fa Sylvester PSR AEDT 

Schwarz fi LK Raphson 拉 弗 森 

Clairaut “ 克 莱 罗 Pareto Wh BFE 

Cramer Fe se hh Rayleigh Fi Fil 

Dantzig 和 丹 齐 格 Sherman ift7K & 

DeMorgan #@ EAR Morrison 莫 里 森 

Fourier 傅 里 时 Woodbury 伍德 伯 里 
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无 论 是 在 工程 技术 领域 还 是 经 济 领域 , 最 优化 技术 在 决策 过 程 中 都 起 着 至 关 重 要 的 

作用 。 所 谓 决 策 , 指 的 是 在 多 个 不 同 的 备 选项 中 做 出 选择 。 我 们 期 望 能 够 做 出 “最 好 的 ” 

选择 。 备 选项 的 好 坏 程 度 可 以 采用 目标 函数 或 性 能 指标 进行 度量 。 最 优化 理论 和 方法 解 

决 的 就 是 如 何在 给 定 的 目标 函数 下 做 出 “最 好 的 ”选择 的 问题 。 

近年 来 , 最 优化 技术 相关 领域 的 关注 度 非 常 高 , 这 主要 得 益 于 计算 机 技术 , 包括 用 
户 友好 软件 、 高 速 并 行 处 理 器 和 人 工 神经 网 络 等 技术 的 快速 发 展 。 涌 现 出 了 如 MATLAB 

优化 工具 箱 以 及 很 多 其 他 商用 软件 包 等 大 量 优化 软件 工具 , 这 也 是 最 优化 技术 关注 度 高 

这 一 现象 的 鲜 活 例 证 。 

目前 , 有 一 些 非常 优秀 的 关于 最 优化 理论 和 方法 的 研究 生 教 材 (如 参考 文献 [3 ] ， 

[39], [43], [51], [87], [88], [104], [129]); 同时 ,也 有 一 些 本 科 生 教材 侧重 于 介 
绍 工 程 设计 中 的 最 优化 技术 (如 参考 文献 [1] 和 [109] ) 。 但 是 , 仍然 缺乏 一 本 针对 高 年 级 

本 科 生 或 低 年 级 研究 生 的 关于 最 优化 理论 和 方法 的 入门 教材 。 本 书 的 初衷 正 是 填补 这 一 

空白 。 我 们 在 美国 印第安 纳 州 的 普 渡 大 学 西 拉 法 叶 校 区 开设 了 单 学 期 的 面向 高 年 级 本 

科 生 和 低 年 级 研究 生 的 最 优化 课程 。 课 程 的 讲义 材料 就 是 本 书 的 素材 。 本 书 需 要 用 到 线 

性 代数 和 多 变量 微 积分 方面 的 基础 知识 。 为 了 便于 读者 理解 , 本 书 专门 拿 出 第 一 部 分 , 概 

要 介绍 一 些 必 备 的 数学 背景 知识 。 本 书 还 绘制 了 大 量 图 片 , 作为 文字 材料 的 补充 。 每 章 的 

最 后 都 提供 了 大 量 习题 。 采 用 本 书 作为 教材 的 教师 , 可 向 邮箱 te_service@ phei. com. cn 发 

送 邮 件 索取 习题 答案 手册 , 手册 中 包括 所 有 习题 的 答案 。 部 分 习题 需要 利用 MATLAB 编程 

实现 , 基于 MATLAB 学 生 版 足以 完成 本 书 中 全 部 MATLAB 习题 。 习 题 答 案 手册 中 给 出 了 

这 部 分 习题 的 MATLAB 源 代 码 。 

本 书 旨 在 为 读者 提供 有 关 优 化 理论 和 方法 的 实用 知识 。 为 此 , 引入 了 大 量 实例 来 演 

示 书 中 介绍 的 理论 和 算法 。 但 是 , 本 书 并 非 关 于 最 新 的 数字 优化 算法 的 使 用 指南 ,而 是 

为 读者 提供 足够 的 最 优化 技术 的 基础 知识 背景 ,为 深入 学 习 最 优化 领域 中 的 一 些 高 级 主 

RABE Ee SEAM 

目前 , 最 优化 仍 是 一 个 非常 活 牙 的 研究 领域 。 近 年 来 , 研究 人 员 提 出 了 很 多 新 的 优 

化 算法 。 本 书 涵 盖 了 该 领域 中 部 分 最 新 热点 算法 。 比 如 , 讨论 了 粒子 群 优化 算法 、 ME 

算法 等 随机 搜索 算法 ,它们 在 复杂 自 适应 系统 的 学 习 过 程 中 的 作用 越 来 越 重要 。 针 对 最 

优化 方法 在 各 种 新 问题 中 的 广泛 应 用 , 本 书 也 展开 了 相关 讨论 。 比 如 , 梯度 下 降 方法 可 

用 于 前 馈 神 经 网 络 的 训练 。 本 书 专门 开辟 一 章 讨 论 这 一 主题 。 神 经 网 络 是 当前 非常 活 蚂 

D 西 拉 法 叶 校区 是 普 波 大 学 的 主 校区 , 通常 所 说 的 普 渡 大 学 就 是 指 这 一 校区 一 一 译 者 注 ，



的 一 个 研究 领域 , 相关 书籍 非常 多 。 神 经 网 络 训练 这 一 主题 恰好 与 无 约束 优化 算法 框架 

完美 女 合 。 因 此 , 关于 前 馈 神 经 网 络 训 练 的 这 一 章 不 仅 是 无 约束 优化 算法 的 应 用 实例 ， 

还 是 当前 得 到 广泛 关注 的 一 个 热点 话题 的 概述 。 

本 书 内 容 分 为 四 个 部 分 。 第 一 部 分 概要 介绍 线性 代数 、 几 何 学 和 微 积分 中 的 一 些 基 

本 定义 、 表 示 方 法 和 关系 式 , 这 些 内 容 在 本 书 中 将 频繁 用 到 。 第 二 部 分 讨论 无 约束 优化 

问题 。 首 先 , 介绍 集合 约束 下 优化 问题 和 无 约束 优化 问题 的 有 关 理 论 基 础 , 包括 极 大 点 

。 和 极 小 点 的 充分 条 件 和 必要 条 件 ; 接 下 来 , 讨论 多 种 迭代 优化 算法 及 其 性 质 , 包括 线性 
搜索 算法 。 在 这 一 部 分 中 , 还 会 讨论 全 局 优化 搜索 算法 ,讨论 最 小 二 乘 优化 问题 以 及 递 

推 最 小 二 乘 方法 。 第 三 部 分 和 第 四 部 分 讨论 的 是 有 约束 优化 问题 。 第 三 部 分 对 应 的 是 线 

性 规划 问题 , 这 是 有 约束 优化 问题 中 非常 重要 的 一 类 问题 。 在 这 一 部 分 中 , 利用 一 些 具 

体 示例 分 析 了 线性 规划 问题 的 性 质 , 讨论 求解 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 ; 简单 介绍 对 偶 

线性 规划 问题 ; 讨论 求解 线性 规划 问题 的 一 些 非 单纯 形 法 , 包括 Khachiyan 方法 、 仿 射 尺 

度 方法 和 Karmarkar 方法 。 在 该 部 分 的 最 后 , 讨论 整数 线性 规划 问题 。 第 四 部 分 讨论 有 
约束 非 线 性 优化 问题 。 类 似 于 第 二 部 分 , 首先 讨论 有 约束 非 线 性 优化 问题 , 包括 凸 优化 

问题 的 一 些 基 础 理论 ; 然后 讨论 有 约束 非 线性 优化 问题 的 不 同 求解 方法 ; 最 后 讨论 多 目 

标 优 化 问题 。 

尽管 我 们 尽 最 大 努力 避免 出 现 错误 , 但 可 能 书 中 仍 存在 一 些 未 被 发 现 的 错误 。 中 文 

版 已 根据 我 们 提供 的 勘误 表 进 行 了 内 容 更 正 。 

感谢 所 有 为 本 书写 作 提 供 帮 助 的 人 。 特 别 感 谢 劳 从 + ASE SE AK i 

(Lawrence Livermore National Laboratories ) 的 Dennis Goodman ， 他 为 本 书 第 二 部 分 的 早期 

版 本 提出 了 非常 宝贵 的 意见 , 并 为 我 们 提供 了 非 线性 优化 问题 的 讲义 。 感 谢 德 雷 塞 尔 大 

学 (Drexel University ) 的 Moshe Kam, 他 为 我 们 罗列 了 一 些 关 于 非 单纯 形 法 的 参考 书 ， 这 

些 参考 书 非常 有 帮助 。 感 谢 Ed Silverman 和 Russell Quong 为 本 书 第 一 版 的 第 一 部 分 提出 

的 宝贵 意见 。 感 谢 选 修 普 渡 大 学 ECE 580 课程 和 选修 科罗拉多 州立 大 学 ECE 520 课程 或 
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第 工 章 ”证明 方 法 与 相关 记 法 

1.1 证 明 方 法 

考虑 两 个 命题 , A 和 了 BB, 它们 为 真 或 假 。 比 如 , A 表示 命题 “约翰 是 一 名 工科 生 ”，B 

表示 命题 “约翰 正在 学 习 最 优化 课程 ” 。 可 以 将 这 些 命题 组 合成 “A BB a“ A RRB”, I 

处 ,“A 且 B" 表 示 ”“ 约 翰 是 一 名 工科 生 , 并 且 正 在 学 习 最 优化 课程 ”。 还 可 以 组 合成 另外 一 

些 命题 , 如 * 非 A”,“ 非 B”,“ 非 (A 且 B)” 等 。 比 如 ,“ 非 A" 表 示 “ 约 翰 不 是 一 名 工科 

生 ”。 这 些 组 合 命题 的 真 假 取 决 于 原始 命题 A 和 B 的 真 假 。 这 些 关系 可 以 用 真 值 表 进行 

表示 , 如 表 1.1 和 表 1.2 所 示 。 

  

  

表 1.1 “A 且 B" 和 "A 或 B" 的 真 值 表 表 1.2 “ 非 A" 的 真 值 表 

A B AHB AX B A 非 A 

假 假 假 假 假 真 

假 真 假 真 真 假 

真 假 假 真 

真 真 真 真 
  

由 表 1.1 和 表 1.2, 很 容易 发 现 命题 “ 非 (A 且 B) ”等 价 于 命题 “( 非 A) 或 ( 非 B)”( 留 

作 习 题 1.3) , 这 称 为 德 摩根 定律 。 

为 了 便于 命题 证 明 ,可 利用 条 件 命题 来 表示 一 个 组 合 命题 。 比 如 ,“A 列 含 B" 可 记 为 

“A 一 B”。 条 件 命 题 *A 一 B” 就 是 组 合 命题 ( 非 A) 或 B”, 经 常 读 作 “A 仅 当 B”“ 如 果 A， 

则 B”“A 是 也 的 充分 条 件 " 或 “B 是 A 的 必要 条 件 ”。 

可 以 将 两 个 条 件 命题 组 合成 等 价 命题 的 形式 “A 人 B”, 即 “A 一 B 且 B 一 A"”。 命 题 

“ASB” BEE“ A 成 立 , 当 且 仅 当 B 成 立 ”, Be“ A 等 价 于 B”, 或 *A 对 于 了 是 充分 必要 的 "。 

条 件 命题 和 等 价 命 题 的 真 值 表 见 表 1.3。 

表 1.3 蕴含 和 等 价 的 真 值 表 
  

  

A B A=B AcB Ac>B 

假 假 真 真 真 

假 真 真 假 假 

真 假 假 真 假 

真 真 真 真 真 
  

利用 真 值 表 可 以 很 容易 地 验证 , 命题 *A 一 B” 等 价 于 命题 “ 非 B 一 非 A" ,后 者 称 为 前 者 

的 逆反 命题 。 德 摩根 定律 的 逆反 命题 为 命题 “ 非 (A 或 B) "等 价 于 “ 非 A 且 非 B"。
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我 们 所 处 理 的 大 部 分 命 古 都 具有 ”*A 一 B"” 的 形式 。 有 3 种 证 明 命题 “*A 一 B"” 的 方法 , 如 

下 所 示 

1) 直接 法 ; 

2) 对 位 证 明 法 ; 

3) 反 证 法 或 归纳 法 。 

在 直接 法 中 , 我 们 从 A 开始 , 一 步 步 进 行 推演 , 得 到 相应 的 中 间 结 果 , 最 后 以 了 B 结束 。 
对 位 证 明 法 是 另外 一 种 非常 有 用 的 证 明 方 法 , 该 方法 基于 “A 全 B"” 与 <“( 非 B) (GE 

A) "的 等 价 性 进行 证 明 。 从 非 了 开始 , 推断 出 多 个 中 间 结 果 , 最 后 以 非 A 作为 结论 。 
还 有 一 种 推理 方法 是 反 证 法 , 该 方法 基于 "A 一 B"* 与 “ 非 (A 上 且 ( 非 也 )) ”的 等 价 性 进行 

证 明 。 从 “A 且 ( 非 B) "开始 , 推导 出 与 假设 前 提 相 矛盾 的 结果 。 

有 时 候 也 采用 归纳 法 来 进行 命题 证 明 。 在 该 方法 中 , 假定 序列 中 各 项 的 属性 满足 如 下 
给 定 条 件 : 

1) 第 1 项 具有 该 属性 ; 
2) 如 果 第 % 项 具有 该 属性 , 那么 第 ?2 +1 项 也 具有 该 属性 。 

如 果 这 两 个 条 件 都 成 立 , 归纳 法 可 证 明 序列 中 的 任意 项 均 具 有 该 属性 。 

直观 上 ，, 该 推理 方法 是 比较 容易 理解 的 。 如 果 第 1 项 具有 某 个 给 定 属 性 , 那么 第 2 个 

条 件 意味 着 第 2 项 也 具有 该 属性 。 之 后 , 第 2 个 条 件 又 意味 着 第 3 项 也 具有 该 属性 ,以 此 

类 推 。 归 纳 法 是 直观 推理 的 一 种 形式 化 描述 。 
关于 不 同 证 明 方法 的 详细 讨论 , 可 参见 参考 文献 [ 130] 。 

1.2 记 法 

本 书 采用 如 下 记 法 : 如 果 互 是 一 个 集合 , 那么 ze 王 意 味 着 和 是 民 的 一 个 元 素 。 如 果 
Z 不 是 集合 瑟 的 一 个 元 素 , 记 为 &e。 集 合 采用 大 括号 “| 和 进行 表示 , 仅 写 出 前 几 个 元 

素 , 后 面 用 省 略 号 “…” 表 示 。 比 如 ，| zi ，2 ，2s，… 沾 表示 包含 zi ，xzs ，2s 等 元 素 的 集合 。 
还 可 以 显 式 地 描述 集合 的 构成 法 则 , 比如 ,，}z: Ze 了 到, z >5|1 表 示 “ 所 有 2 的 集合 : 使 得 7 

是 实数 , 且 z 大 于 5”。 六 后 面 冒 号 的 含义 为 “使 得 "。 这 一 集合 的 另外 一 种 表示 方式 
AixeR: x>5}, 

WR X MY ARS, BMAXCY RR X HKRhEY MTR, WN, KXBVY MF 
Se; X\Y(X MY) RAN—TEA, 由 在 和 中 但 不 在 了 中 的 所 有 元 素 构成 , X\7 是 巳 的 子 

集 。 记 号 户 -7 表 示 “ 厂 是 一 个 从 集合 居 到 集合 了 的 函数 " 。 符 号 “:= ”表示 一 个 算术 赋 
值 操 作 , z:=2 表示 “将 9 赋予 xz”。 符 号 人 表示 “定义 为 相等 ”。 

本 书 采用 符号 口 作为 定理 、 引 理 、 命 题 和 推论 的 结尾 。 符 号 量 表 示 证 明 、 定 义 和 示 例 

的 结束 。 

参考 文献 的 引用 格式 采用 IEEE 样式 ,比如 [77] 表 示 参 考 文献 列表 中 编号 为 77 的 

文献 , 参考 文献 列表 位 于 本 书 的 最 后 。
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习题 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

gn" (4E B) > (4E A)" MAAR, 证 明 该 命题 等 价 于 命题 *A 一 B"。 
建立 命题 * 非 (A 且 ( 非 B)) "的 真 值 表 , 证 明 该 命题 等 价 于 命题 "A 一 B"。 
建立 合适 的 真 值 表 , 证 明 德 摩根 定律 。 
证 明 对 于 任意 命题 A 和 B, 都 有 "A 所 (和 上 且 B) 或 (A 且 ( 非 B))"。 这 是 因为 命题 A 可 以 拆 分 为 “A 且 
B" 和 *A 且 ( 非 B)"。 比 如 , 想 要 证 明 对 于 任意 实数 z, PAleliSe, CEPMEW lel Sx A x20" 

Al“ lzlexBhxr<0", HBX MHRA OWE EH ABRIER lc Sor Be 见 2.4 节 及 

习题 2.7) 。 

(本 习题 来 自 参 考 文献 [22 ] 的 第 80 页 至 第 81 页 ) 给 定 排 成 一 行 的 4 张 卡片 , 卡片 的 一 面 为 字母 , 另 一 面 
为 数字 。 在 卡片 可 见 的 一 面 上 写 着 符号 

Ss 8 3 A 

请 分 析 应 该 翻转 哪 张 卡片 才能 判断 规则 "如 果 在 卡片 的 一 面 为 元 音 , 那么 在 另外 一 面 为 偶数 "是 否 正确 。



第 2 章 向 量 空间 与 算 阵 

2.1 向 量 与 矩阵 

2% 维 列 向 量 定义 为 含有 即 个 数 的 数组 ， 记 为 

ay 

a2 
a= 

mw 表示 向 量 w 的 第 i 个 元 素 。 定 义 及 为 全 体 实数 组 成 的 集合 , 那么 由 实数 组 成 的 思维 列 向 
量 可 表示 为 R"， 称 为 % 维 实数 向 量 空 间 。 通 常 将 有 R" 的 元 素 用 小 写 粗 体 字母 表示 (如 z) 。 
向 量 x e Rn 中 的 元 素 记 为 思 ，…，z，。 

刀 维 行 向 量 记 为 
[a], 42,°--, Qn] 

ita 的 转 置 记 为 &7 。 比 如 ,如果 
Qi 

a2 

那么 

a! = [a;,a2,---, an] 

相应 的 , 可 以 记 为 @ =[a, as, …,， oa] 。 在 本 书 中 , 如 果 不 进行 特别 说 明 ,， 只 要 提 到 向 

量 , 均 指 列 向 量 。 

给 定向 量 wa = [al, as，…， a,]'Fb=(b,,b,,--,b,]", Ma, =b,,i=1,2,-+,n, 

ABA IX AT te] ASS 

Hika SbMMidA a+b, itBykH 

a+ b= (a; + by, a2 + ba, -7an +bn]" 

向 量 的 相 加 运算 具有 如 下 性 质 : 

1. RHE a+b=b+a; 

2. BAPE (a+b) +e =a+(bic); 

3. 存在 零 向 量 

使 得
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a+0=O0+ae=a 

[] [ay — by, a2 — be,---,n — bn] MHa Alb ZAMMNH#, iha-b, MHO-bicH 

-b, 有 以 下 公式 成 立 : 

b+(a-—b)=a 

—(-b) =b 
~ —(a—b)=b-a 

Ha b-aBheaiHa+x=b HiHE—fH, Rix =[2,,%,, °°, %,] fEat+x=b 

的 解 , 那么 有 

a,t 7] = by 

a2 + Ze = be 

Qn +2n = bn 

从 而 有 

z=b-a 

向 量 w es 有" SinftacRMRAELH 

aa 一 |aal aa2,，…. ,aan] 

该 运算 符 具 有 如 下 性 质 : 

1. 分 配 性 : 对 于 任意 实数 w 和 B, 有 

a(a+b)=aa+ab 

(a+ B)a = aa+ fa 

2. 结合 性 

a(Ba) = (a8)a 

3. 标量 1 满足 
la=a 

4. 任意 标量 a 满足 

a0 =0 

5. 标量 0 满足 
0a =0 

6. 标量 -1 满足 

(-lha=-a 

注意 , 当 且 仅 当 a =0 或 a =0 时 ,aa =0。 可 以 看 出 , aa =0 等 价 于 aa, =aa,。 =… = 
ad, =0, WRa=0 或 w =0, 那么 有 aa =0。 如 果 @ 关 0, 那么 至 少 其 中 一 个 元 素 w <0, 

对 于 此 元 素 , aa, =0, 因此 必定 有 a =0。 类 似 地 , 可 证 明 wz0 时 , HA a =0。 

如 果 方 程 
Q)@; + Q2@9+:-:+a,a, =0 

PAA AM o,(i=1, --, k) MEFS, 那么 称 向 量 集 |a, ，as ，…，as} 是 线性 无 关 的 。
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如 果 向 量 集 1a ，as ，…，as| 不 是 线性 无 关 的 , 那么 称 其 为 线性 相关 的 。 

如 果 集 合 中 只 包括 一 个 向 量 0, 由 于 对 于 任意 ez0, 都 有 a0 =0, 因此 , 该 集合 是 线 
性 相关 的 。 实 际 上 , 所 有 包含 0 向 量 的 集合 都 是 线性 相关 的 。 

如 果 集 合 中 只 包括 单个 非 零 向 量 &z 关 0, 只 有 aw=0 时 , 才 有 aa =0 成 立 , 因此 , 该 集 
合 是 线性 无 关 的 。 

给 定向 量 @, 如果 存在 标量 w, ，…,， ak, 使 得 
也 一 AtGlI 十 G2Q2 十 … 十 CRCGA 

MARR a 为 ae ，a; ，…，a, 的 线性 组 合 。 

命题 2.1 向 量 集 |1ai ,as ，…，awij 是 线性 相关 的 ,， 当 且 仅 当 集合 中 的 一 个 向 量 可 以 

表示 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 。 口 

证 明 : 必要 性 。 如 果 |al，as，…，ai| 是 线性 相关 的 ,那么 有 

alal 十 a2Q2 十 :… 十 QkGaK 三 0 

其 中 至 少 存在 一 个 标量 a; 天 0,， 从 而 有 

CQ1 CQ2 CQ 
ai 一 一 一 a1 一 一 G2 一 一 一 QK 

Qi OG Qi 

充分 性 。 假 定向 量 Qi 可 以 被 表示 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 : 
Cl1 一 Q2G2 十 Q3Q3 十 … 十 CGKQK 

那么 有 

(一 Dal + aza2 十 … 十 akak 一 0 

因为 第 1 个 标量 非 零 , 所 以 向 量 集 |1@i，aa ，…，ai| 是 线性 相关 的 。 类 似 地 ， 如 果 将 

ai ,1i =2，…, 大 表示 为 其 他 向 量 的 线性 组 合 , 也 可 以 得 到 同样 的 结论 。 四 

令 7 表示 慌 " 的 一 个 子 集 , 如 果 了 在 向 量 加 和 运算 及 标量 乘积 运算 下 是 封闭 的 , 那么 

称 炎 为 有" 的 子 空 间 。 也 就 是 说 , 如 果 & 和 五 是 炎 中 的 向 量 , 那么 w+Bp 和 aa(a 是 任意 

标量 ) 也 是 炎 中 的 向 量 。 

每 个 子 空间 都 包含 零 向 量 0, 这 是 因为 如 果 w 是 子 空间 的 一 个 元 素 , 那么 有 ( -1L)a = 

-Q&, 因此 , a -a =0 也 属于 该 子 空间 。 

假定 a ,as , …， ax ER SPHERES, 它们 所 有 线性 组 合 的 集合 称 a,, a,, °°, 

a, KRM FS lal, iA 
k 

span[@,@2,---,@x] = { Soave 1 O1,'*', Ab E a} 
i=1 

对 于 向 量 &, 子 空间 span[ w] 由 向 量 aa 组 成 ,a AHERBRM(aeR), MH, WRa TR 

示 为 @，as ,…，,ex 的 线性 组 合 , 则 有 

span[@),@2,‘-+,@,, a] = span[a@;, a2, ---, ax] 

因此 , 任意 向 量 集合 都 能 够 张 成 一 个 子 空 间 。 

给 定子 空间 V,， 如果 存在 线性 无 关 的 向 量 集 合 1ai，a，…，ak|l cCY RVs 

span[a,,a@,,---, a,], 那么 称 }ja,，as ，…,a| 是 子 空 间 Y 的 一 组 基 。 子 空间 YY 中 的 所 

有 基 都 包含 相同 数量 的 向 量 , 这 一 数量 称 为 交 的 维 数 , 记 为 dimy。
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命题 2.2 wRia,,a,,-:,a,;2VH-BR, PAV PHREE AT a 可 以 唯一 地 

G 一 CGIQ1 十 0Q2Q2 十 … 十 CQKGK 

其 中 ,ai E 妥 ,1=1,2，…, 天 。 O 

证 明 : Rea TARTAUT HHA, 
@ 一 2191 十 ca202 十 "十 apQk 

或 

G@ = Ba; + foa2 +--- + Bear 

ABIEW a, =B,(t=1, --, k) PPT, 

已 知 

alal 十 aa2Q2 十 十 akak = GA, + Bode +--- + Pear 

该 式 可 以 改写 为 

(ai 一 Bi)ai+(aas 一 Djaaz+ 十 (ak 一 Bk)ar=0 

因为 集合 |ai,1=1,2,…，, ji 是 线性 无 关 的 ,所 以 有 al -B =o -B, =…=ag-B,=0， 
从 而 可 得 w = ,iT=1，…，F。 加 

给 定 了 的 一 组 基 |a, ，a ，…，qaij 和 向 量 geY,， WR 
了 一 Q1Q1 十 CQ2Q2 十 … 十 CGKRGK 

那么 系数 wa ,了 =1，…, 大 称 为 @ 对 应 于 基 |al ，as ，…，ai | 的 坐标 。 

取 ” 的 标准 基 为 

1 0 0 

1 0 

0 0 0 
er = ].J. C2=]i.frttt, Cn = 

0 0 0 

0 0 1 

在 标准 基 下 , 向 量 *x 可 表示 为 

炎 1 

22 
=] . | = 2101 十 Z2e2 十 … + Tren 

Ln 

这 就 是 称 其 为 “标准 基 " 的 原因 。 
可 按照 类 似 的 方式 定义 复 向 量 空间 。 令 C 表示 复数 集合 ，C" 表示 7 维 复数 向 量 。 可 

以 看 出 , 集合 C" 具有 与 及 " 类 似 的 属性 ,其 中 标量 可 以 取 复 数 。 
和 矩阵 指 的 是 行列 数组 , 通常 用 大 写 粗 体 字 母 表示 (如 4)。 和 m 行 怀 列 矩阵 称 m xn 

矩阵， 记 为 

411 @12 ”aln 

Q21 @22 … Gan 
A= 

Crnl QAm2 ‘+: Qmn



第 2 章 向 量 空间 与 矩阵 9 
  

位 于 和 矩阵 第 宇 行 第 了 列 的 实数 wy 称 为 矩阵 的 第 (富力 个 元 素 。 如 果 认 为 4 EH n TIT 

量 组 成 的 , 那么 它 的 每 列 都 是 及 ”空间 的 一 个 列 向 量 。 类 似 地 , 如 果 认 为 4 是 由 和 u 个 行 向 

HARM, 那么 它 的 每 行 都 是 一 个 多维 的 行 向 量 。 

Slkmxn RA, HRB A 则 是 一 个 交 xm 矩阵; 

CI1 Gai ”QQml 

Qi2 422 ‘*' Qm2 
Al= 

Qin Gan *** Qmn 

即 4 的 列 是 4 的 行 , 反之 亦 然 。 

符号 有 "表示 所 有 7 xn 矩阵 组 成 的 集合 ， 和 矩阵 中 的 每 个 元 素 都 是 实数 。 了 "中 的 列 

向 量 可 视 为 慌 "” 中 的 某 个 元 素 。 类 似 地, 可 以 将 ? 维 行 向 量 视 为 了 :中 的 元 素 。 因 此 ， 
向 量 的 转 置 可 以 认为 是 抢 阵 转 置 的 特殊 形式 , 因此 不 对 它们 进行 区 分 。 需 要 注意 的 是 , 行 

向 量 与 1 x% 的 矩阵 记号 间 存 在 少许 差别 : 用 逗号 来 分 割 行 向 量 中 的 不 同 元 素 , 而 在 抢 阵 

中 通常 不 使 用 喜 号 。 但 是 , 在 同一 行 中 使 用 逗号 作为 分 割 符号 , 区 分 效果 比较 明显 , 因此 ， 
在 位 于 多 个 矩阵 同一 行 时 ， 有 时 候 也 会 利用 逗号 进行 分 割 。 

2.2 和 矩阵 的 秩 

Em xn FORE 

Qil @12 ”Qin 

Q21  Q22 … Gan 

Qm1 QAm2 ‘"° Qmn 

4 的 第 大 列 用 au 表示 : 

人 QI 大 

CQ2K 
人 KK 一 

Qmk 

矩阵 4 中 线性 无 关 列 的 最 大 数目 称 为 4 的 秩 , 记 为 rank 4。 可 以 看 出 , rank 4 正 是 

span(a,, a,, °°, a, ] AER, 

命题 2.3 AUPARP, MEA HRREAE, 

1. 和 A WEA (HE) FRE RIE, 
2. FEE ER SAR 
3. 在 矩阵 中 加 入 一 列 ， 该 列 是 其 他 列 的 线性 组 合 。 口 

EAA : 

l. +b, =a,a,, HP a, 40, k=1,--,n, #4 B=(b,, b,, --,b,], BRA 

span(@), @z,---,@n] = span{b,, be, ---, b,]
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因此 ， 

rank A = rank B 

2， 线 性 无 关 向 量 的 数目 不 依赖 于 它们 的 次 序 。 

3. > 

b, =a, 4+ ceQ@o4+---+ Cyan 

bo = Go, 

b, = En 

对 于 任意 的 al，…，a,， 有 

albl +aozbo 十 … 十 anpbn 一 aGlal 十 (az 十 aliczjaz 十 … 十 (an 十 alcn)an 

因此 

span|b,, be, uae 15») Cc span[al,Qa2， see , an] 

另外 有 

al 一 Di 一 czp2 一 … 一 cnpn 

a2 一 D2 

an = by, 

从 而 可 得 ， 
span|@;,@2,---,@n] C span([b;, b2,---,b,] 

因此 , ranKk 4 =rank B, 

如 果 和 抢 阵 4 的 行 数 等 于 列 数 ( 即 4 Kn xn FEE), 那么 该 矩阵 称 为 方 阵 。 行 列 式 是 

与 每 个 方 阵 4 相对 应 的 一 个 标量 , 记 det A 或 141。 方 阵 的 行列 式 是 各 列 的 函数 ,具有 

如 下 人 性质: 

矩阵 4 = [ai ,as ，…，a，,] 的 行列 式 是 各 列 的 线性 函数 , 即 对 于 任意 w, 8 到 和 1. 

ai, af? eR", 都 有 
1 2 

det[ai,---,@x—1, 0a ) + Bal )， ak an] 

1 = adetla ak iatk )， ak ,an] 

2 
十 Gdet[al，. Ra )， ak ,an] 

2. 如 果 对 于 某 个 上 &, Aa, =a,,,, MAA 

3. 

det A = det[ai,---,@k,@k41,°++,@n] = det[ay,---,@%,@x,-+-, Gn] =0 

4 

1 0 . 0 

0 1 ， 0 
一 [elez ,en 一 |， .
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其 中 |e,，…， eu 是 到 "的 标准 基 , 则 有 
det I, =1 

注意 ,如 果 性 质 1 中 =B=0, 那么 有 

detjal ,ak_i0,ak+i an] 三 0 

因此 , 如 果 其 中 一 列 为 0, 那么 该 矩阵 的 行列 式 等 于 零 。 
如 果 在 矩阵 的 一 列 中 加 上 另 外 一 列 与 某 个 标量 的 乘积 , 行列 式 的 值 不 会 发 生 改 变 。 该 

性 质 可 利用 性 质 1 和 性 质 2 进行 证 明 ; 

det[ai,---,@x_1, A 十 aaj ak+l 07 1Qn] 

= det[ai,+ ++, @e~1,@4,@k41,°°° ,@5,°*, Qn] 

+ adet[ai,---,@,-1,@;,@41,°°',@j,°+*, Qn] 

= det[a1,---,@n] 

但 是 ,如 果 交 换 矩 阵 内 的 列 次 序 , 行列 式 的 符号 将 发 生 改 变 ; 

det[al， 1 Qn] 

= det[ay,-++,@_ + 441, @r41,°°*, An] 

= det[a1,--+,@% + @e41,@n41 — (@k + @p41),°°+, Gn] 

= det[a,,---,@% + @c+1,—@x,***, An] 

= —det[ai,---,@e + @%41,@k,-+-, Qn] 

= —(det[ai,+++,@k,@x,°-+,@n] + det[ar,-+-,@x41,@%,°--, @n]) 
= — det[ay,--+,@e41,@k, +++, Gn] 

em xn A, Kp BPE xp BENT, Kp xp PAE A 去 掉 

m—pttiln —p WHEN, HA p<min{m, n}, minjm, n| RR m An PRN, 

可 以 利用 子 式 来 研究 矩阵 的 秩 。 特 别 的 , 有 如 下 命题 成 立 : 

命题 2.4 wR-Amxn(mSn) SEA LAL WFR, MAA HEALER 
性 无 关 的 ， 即 rank 4 =n, 口 

EAA: MRA AAEM nT, 不 失 一 般 性 , REA MMH n PTAA n FF 

ARH, Sa (i=l, +, n)ARRFA 

7Z1Q1 十 Z202 十 … 十 Znan = 0 

的 一 组 标量 。 

上 式 可 等 价 写成 如 下 的 和 个 方程 

Qall71 十 Ql272 十 … 十 Ginzm 一 0 

Q2121 十 Q2272 十 … 十 Q2pz2n 一 0 

an121 十 'Qn2X2 十 … 十 Qnrnzn 一 0 

aml121 + Om2%2 +++ 十 QmnZn 一 0 

AF isl, n, >
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Qi; 

Qni 

AAA 2, +--+ +x,a, =0, 

Rn MF HX detla,, @,---, &, |4FR, HITMAN ARAH, FG, a, --, a, 

ZRBLL, MA x, =0,i-1, on, HHT, Fla,, a,,--,a, RRL, 
a 

ik sp oy el, MRE LE AES Tt, 那么 与 非 零 子 式 相 对 应 的 列 都 是 线性 无 

关 的 。 

如 果 和 矩阵 4 具有 了 阶 子 式 1HMI, 具备 以 下 性 质 : 1) MI 关 0; 2) 从 4 中 再 抽取 一 行 和 

一 列 , 增加 到 玉 中 , 由 此 得 到 的 新 子 式 为 零 。 那 么 有 

rank A=r 

Alt, FARE A MRS PERFIES TARR, 

— SSE aT Se (HT) AY PRES TE, (BE A tn xn Te, A SEAT 

FA, SAME nxn Te B, (F 

AB=BA=T, 

AH, D, Ra nxn Pe, 

1 0 0 

0 1 0 

In = ， ， 。 

0 0 .1 
Fo BRA A Wes, iA B=A™, 

2.3 线性 方程 组 

EAA n SRM m SHE: 

4121 士 al272 十 … + Aintn = Oy 

a2121 十 Q2272 +++: + Gan<n = bg 

Ami L1 + Am2L2 + +++ + Amntn = bm 

该 方程 组 可 以 表示 为 向 量 等 式 : 

Z1G1 十 T202 十 … :十 Znan =b 

其 中 

Qyj by
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可 将 该 方程 组 写成 矩 阵 形 式 : 

Az=b 

其 中 , 4 为 系数 和 矩阵; 

=[araz.……,an| 

Say GRE 

[A, 5] = [@), @2,-++, An, 5] 

未 知 数 向 量 为 

Zi 

z2 
r= 

Ip 

定理 2.1 WH AX =b AB, SARY 

rank A = rank[A, bl 口 

证 明 : 必要 性 。 方 程 组 4 = 玉 有 解 ， 意 味 着 疡 是 奶 中 各 列 的 线性 组 合 , 即 存在 2， 

0 AP UA, +4,4, +++ +2,a,=b, TH b EHF spania,,---,a,], AMA 

rank A = dim span[ay,---.@,] 

= dim span|a@),---, ap, 6} 

= rank[A, bj 

充分 性 。 假定 rank 4 =rank[4, pb] =7, 其 中 全 中 线性 无 关 的 列 数 为 r。 不 失 一 般 

He, 令 Q@，aa，…，Q, 表 示 这 些 线性 无 关 列 。 由 于 Irank[4,BD] =7, 那么 [4,B] 的 其 他 列 

TURRA a, a, °°, a, HREBS, Ast, a,,a,,--, a, VERA, DI MARAAK 

I) DHLTRATAR EN HREMS, Ast, Hea, --, 2,, KG xa, +2,a, +--+ 

“a, =b, a 

定理 2.2 2 RARAN=b, HE PAER"HrankA=m, TuihitAn-mtAM 

HIRT AL SAH RA HR Fo KR RG Ax =b 05 fH, 口 

证 明 : 已 知 rank 4 = 也 ,因此 总 可 以 找到 如 的 义 个 线性 无 关 列 。 不 失 一 般 性 , 令 @i， 

as ，…，Q@， 表示 这 些 线性 无 关 列 。 方 程 4x = 扩 可 以 重 写 为 
ZI1G1 十 ZX202 十 … 十 Zmam 一 六 一 ZTm+laQmn+l 一 — InAn 

7 7 ng 
A Linsts Umsas 1 Uy 赋予 任意 值 ， 假定 

2Zm+1l 一 dm+I，Zm+2 一 dmn+2 +++, In = dn 
~ 

令 

B = |a,, a2,---,am] € R™*™ 

12£€ detB+¥0, LHHFRATAREA 

Ly 

Z2 
B = [b — dm41@my1 一 …… 一 dnan] 

Im
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由 于 给 阵 召 是 可 北 的 ,因此 可 以 求 得 [zi ,zi ，…，2] 7: 

zy 

LQ 4 

=B [b— din41Qm41 一 一 drnan] 

tm a 

2.4 内 积 和 范 数 

实数 a 的 绝对 值 记 为 al, 定义 为 

a, az>0 

af a<0O 

AM FSR 

1. lal =! -al, 

2. -lalsaslal, 

3. lat+bl<lal+lbl, 

4. \lal -lbll<la-bl<lal+lobl, 

5. labl =lallbl, 

6. tlal<c Hlol<d, MAA la+b1<c+d, 

7. REklal <b GW F -b <a<b(Bla<b AH -a<b), MRHEAPHRAM" <" FA 

“大 "代替 , 也 有 同样 的 结论 成 立 。 

8. 不 等 式 lal > 等 价 于 wa >5 或-w>b。 如 果 将 式 中 所 有 的 > "用 " >" 代替 ,也 有 

同样 的 结论 成 立 。 

对 于 x, 8 ER", 定义 欧式 内 积 为 

= So tiv =a'y 

ARE —P S018 as ): R° xR"-R, BRU: 

1. 4FEAPE: (x, x) 20, 4RM4 x =O, (x, x) =0, 

2. WTPRPE: (x,y) =(y¥, Xx). 

3. ATANVE: (x+y, z) =(x, Zz) +(Y, Z)o 

4. FIRE: MER re R, BA(re, y) =r(x, y) BOL. 

内 积 式 中 的 第 2 个 向 量 也 满足 可 加 性 和 齐 次 性 , 即 

(z,y+ 2) = (a, y) + (a, 2) 

(a, ry)=riz,y) fExreR 

这 可 以 利用 内 积 的 性 质 2 和 性 质 4 来 证 明 。 实 际 上 ， 

(w.y+2)=(y+z,2) 

= (y, 2) + (z, 2) 
= (@,y) + (2,2)
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并 且 

(x, ry) = (ry, %) 一 7(Z) 一 7(D,21) 

AT Age SCR” x 了 "上 的 其 他 实 值 函 数 满足 上 述 性 质 1 到 4( 见 习题 2.8) 。 欧 式 内 积 的 一 些 

性 质 也 适用 于 其 他 形式 的 内 积 。 

ee x My, Wie ix, y) =0, BARRY Aly 2IEN, 

向 量 x 的 欧式 范 数 定义 为 

lzl = V(z,z) = VzTz 

定理 2.3 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 。 对 于 到 "中 任意 两 个 向 量 光 和 ,， 有 柯 西 - 施 瓦 茨 不 

等 式 

(aw, y)| 入 | 站 lg 

RL, eA, HARSH TEP acRAX=oy 时 ,该 不 等 式 的 等 号 成 立 。 口 

WEA: MAME x Foy ZHU, BF |x || = lly || =1, 那么 有 

O< |jz—yll? =(@—y,2-y) 

= ||ar||? — (a, y) + |lyl|? 
= 2—2(2,y) 

Bp 

(w,y) <1 

SARYx-y 时 ， 等 号 成 立 。 

Hk, Rex foy 都 是 非 霍 向 量 ( 当 其 中 一 个 为 零 时 ,显然 不 等 式 成 立 ) ， 可 以 用 单位 

MS x/\|x | fe y/ ly | FRx Fy. BA, MAEM, F 

(x,y) < ||2\|[Iyl| 

A-x Bx, ERHRALRA, A 

—(x,y) < |lall|lyll 

KBAREXERHAMARFARL, HARS X/ |x || = ty/ lly || 时， 即 对 于 某 个 

acRAx=ayH, FFRZ, = 

向 量 * 的 欧式 范 数 ‖x 上 具有 如 下 性 质 : 

1. 非 负 性 : | zx | 兰 0, 当 且 仅 当 zx =0 时 ，1x | =0; 

2. FAKE: || rx || =Irl |x ll, reR; 

3. SARK: Ietyll<iixit+iigil., - 

SAAB] LAA A PS it BR AB ORE, ER 

|| + all? = |lael|? + 2¢ae, 十 | 村 

根据 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 , 可 得 

lle + yll? < |[w||? 十 2 下 2 二 |g 人 2 

= ((lael] + gl 

因此 有
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Ile + wll < [all + lly 

可 以 看 出 ,如 果 * 和 引 是 正 交 的 , 即 (x, 8》 =0, 那么 有 

Il + all? = lll]? + lal? 

whe R" PARA BP ee 

欧式 范 数 是 通用 向 量 范 数 的 一 个 特例 , A EE AEH 

等 式 的 任意 函数 。 限 " 中 回 量 范 数 有 很 多 种 不 同 的 定义 方式 , 包括 1 范 数 ( 定 义 为 |x 1 ,= 
la, | +++ + La, |) Aloo HERR ( ELH || x ||. =max,la,!, max, Rata i, RBH 

中 最 大 的 一 项 ) 。 通 常 , 欧式 范 数 指 2 RM, IDA |x ||,, WERE p CRN, p 

范 数 为 

ally = {ei \rn|?)/?, 1<p<oo 

max{|x1|,---, |r|}, p = 00 

“PA FR BOK FE EE PH, WRT FA e > 0, MAT 5 >0, 使 得 

lly -x || <6=> ||\f(y) -f(x) || <e, BARES: R"OR" EA x SERN, WR RM 

在 及" 中 的 任意 点 都 是 连续 的 , 称 该 函数 在 及 " 中 是 连续 的 。 注 意 , 六 数 向 量 .F = [万 ，…， 

Sn | 是 连续 的 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 元 素 .六 (=1,，…, 邮 ) 是 连续 的 。 

对 于 复数 空间 C" , AR (x, yw) EW DL: bm aN ee, C" FARE 

一 个 复 值 函 数 , 具有 如 下 性 质 : 

I. (x, x) 20, 4A(W4 x =0Ff, (x, x) =0。 

2. (x,y) =(y, x)» 
3. (X +, Z) =(K, 2) 4+(y, Z). 
4. (rx, y) =rix,y), HPreC, 

利用 性 质 1 至 性 质 4, 可 以 推导 出 其 他 一 些 性 质 , 如 
(fry + fez) = 71 (Hw, y) + Fo(w. 2) 

其 中 站, msC。 对 于 C", 向 量 范 数 可 以 类 似 的 定义 为 ‖x 1 = (x, Yy。 关 于 复数 空间 中 

范 数 的 更 多 信息 , 可 参阅 Gel' fand 的 著作 !”! 。 

习题 

2.1 32PEAecR”*"H rank A =m, itiFFA m<n, 

2.2 iAUEAA DT PtH Ax =b, Ac R"*" AA ME fH) 76 BARE rank A =rank [A, b] =n, 

2.3 (Hoa AB KAR 38]) CMR ken +1, BAR GH a,, a,,--,a,eR" BAYEMIEN, BNAECE—A 

标量 wm , …， ax, 至 少 有 一 个 qi 关 0 ED a.a, = 0 RY, RUE hen +2, 那么 存在 一 组 标 

fka,, ---, 0,, BEBDA—* a, #0, 1D" aa, =0 ML, HY” a, =0, 
2.4 Fib—-bmxm BEM, 它 上 只 有 如 下 形式 

RE-A 了 
M = 

| AAA ont
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2.5 

2.6 

2.7 

2.8 

2.9 

i, M, bk xk GE, My Cm —k) xk ER, 1, fem —k) x (m —k) BARR, O, 

Ek x(m—-k) WEEE. 

a. 试 证 明 

{det M| = | det Mx.x| 

提示 : 可 参照 命题 19.1 的 证 明 过 程 、 

b. 在 某 些 特定 的 条 件 下 , 有 以 下 更 强 的 结论 成 立 : 

det M = det (一 MA) 

试 指出 该 结论 成 立 的 条 件 ,并 说 明 在 大 部 分 条 件 下 该 结论 并 不 成 立 。 

已 知 对 于 任意 的 gc, b, c, gsC, 有 

det | = ad — be 

{Ra A, B.C Fl D ATER YS RK RE, ATE EF AR ET ARE 

A B 
d =AD-BC alé 引 

关于 方 阵 行 列 式 的 详细 讨论 可 参见 参考 文献 [ 121 ] 。 

给 定 线性 方程 组 

yb eg + 243 +44 = 1 

21 — 2x2 —- ry = —2 

请 利用 定理 2. 1 判断 该 方程 组 是 否 有 解 。 然 后 , 利用 定理 2.2 的 方法 求 取 该 方程 组 的 解 。 

证 明 实 数 绝对 值 的 7 个 性 质 。 

PREC os R xR oR LACK, Yo = 20,Y, +3%,Y, +32, Y +5ayYy, Hip, x=(2,, x, ] "y= 

Cy, ’ Ys | 下 a PAUEHA (++), 满足 内 积 的 4 个 性 质 。 

注 : 该 习题 是 习题 3.21 的 一 个 特例 。 

EW, STERN Tax, yeR", A [lx ll - lvl) <ixe-gll. 

diam: Wx REA =(x-y) ty, PR SAREE, Mt y BETTS GER, th REST AERA 

利用 习题 2.9 的 结论 证 明 范 数 外 | 是 一 致 连续 函数 , 即 对 所 有 的 e >0, 都 存在 6 >0, 如 果 1‖ xz -2 | <6, 

WA |x ll - Ilyll| <e.



3.1 线性 变换 ” 

给 定 函 数 C: 下 "一 及 "， 如 果 

1. SFR x eR" AlaeR, HA L(ax) =aLl(x); 

2. 对 于 任意 Y, 8 ER"*, BA L(x +y) =L(x) +L(y). 

那么 称 函 数 C 为 一 个 线性 变换 。 

分 别 为 及 ”和 月” 指定 一 组 基 , 线性 变换 C 可 以 利用 和 矩阵 进行 表示 。 具 体 而 言 ， 对 于 

向 量 x se 及 "*, 将 其 表示 为 疏 " 中 基 向 量 的 线性 组 合 , 用 x' 表 示 , 如 果 8 =C(Z), 且 弛 是 8 
关于 玉 ” 中 给 定 基 的 线性 组 合 , 那么 , 存在 一 个 矩阵 4 及" ,满足 

y' — Aa’ 

ABA LAF R" AR” Pacey ee Ra, WAAR” AR” te MEE, ABA 

阵 表示 4 满足 
L(a) = Ax 

Sie, e,-,e,) Alle’, e, -, 6} 7 R" UPA, ES TOW 

T = [e},e3,---,e,]~*[e1,€2,--- en] 

HA TRAM Ie,, e., -, e,| Ble’, eg, +, ef | MWRREE, BAA 

[e1,€2,-++,€n] = [ey,€),---,e,]F 

即 了 的 第 ? 列 是 e; 关于 1ea', @，…， el 的 坐标 向 量 。 

给 定形 " 中 的 一 个 向 量 , 令 x 是 该 向 量 关 于 je ， ex，…， eu| 的 坐标 , *' 是 该 向 量 关 于 

fe’, e), +, ef MIA, ABA RT LAUER AK x’ = Tx Wore (WEAR DLE EJ 3.1), 

£:R" — R” 

SAALKF le, e,,--, e,| MMAR, BAL KF le’, 6, ---, 6 的 矩阵 表示 。 令 8 =4x 
By’ =Bx', WA y' =Ty =TAx =Bx' =BTx, \\iitl4§ TA =BT A =T 'BT, 

PERI n xn FER A AB, WRF CEES RE 7, EG A = T BT, 那么 称 

4 和 如 是 相似 的 。 在 不 同 的 基 下 , 相似 抢 阵 对 应 的 线性 变换 是 相同 的 。 

3.2 ”特征 值 与 特征 向 量 

令 4 是 见 x 风 实数 方 阵 。 存 在 标量 (可 能 为 复数 ) 和 非 零 向 量 p WEL Sat Av = Ab， 
和 称 为 4 的 特征 值 ,p 称 为 4 的 特征 向 量 。》 为 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 矩阵 MT _4 是
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奇异 的 , 即 detf AT -4] =0, 其 中 了 是 ?9 xz 单位 矩阵 ， 即 有 ?7 次 方程 成 立 : 

det[AZ — A] =A” 4+ an_jA"7) + --- +a,A +09 =0 

多 项 式 det[ AT -4 ] 称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 ， 而 二 面 的 方程 称 为 特征 方程 。 由 代数 的 基 

本 原理 可 知 , 特征 方程 必定 有 ?个 根 (可 能 存在 相同 的 根 ) , 即 为 4 的 ?个 特征 值 。 下 面 

的 定理 说 明 , 如 果 4 有 交 个 相 异 的 特征 值 , 那么 它 也 有 ?个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 

定理 3.1 假定 特征 方程 det[AT -4] =0 存在 % SH HIRA,, AL, LAL, 那么 存 

在 妈 个 线性 不 相关 的 向 量 D,，ps，…，D,， 使 得 

Di 一 XUVi， i=1.2.---\n 口 

WEAR: dy det(A,J-A] =O(¢=1, +--+, 2) TH, HA-MAR HS v,(i=1,--,n), 

484% Av, =A,v,(4=1, ++, 2), FEA |v,, v,, ---, v,| kRAAKH, AW, Se, 

+, ¢, BRERA DY" cv, = 0H —-MHE, RHA c, =0(i=1, --, 2) PT, 

% EE 
Z = (AoE — A)(AgI — A)-+- (And — A) 

首先 证 明 cj =0。 注 意 

Zvn = (Aged — A)(AgI — A): (nil — A)(nT — A)un 
= (AgT — A)(AgI — A) ++: (An—1 — A)(Ann — Avn) 
=0 

因此 有 AD, -4D, =0。 

重复 这 一 过 程 ， 可 得 

Zv; = 0, k= 2,3,---,n 

但 是 

Vi 一 (MT 一 4)(AXsT 一 4)…(X IT 一 AAA)(XI 一 4A)Di 

= (2 了 人 jsI 一 Q) (An-li01 一 上 VIAn — A1) 

= (AeT — A)(AsI 一 4)VI (An-1 一 Xi)(Xn 一 Al) 

= (》X2 一 Aij(xs 一 Xi) (An 一 (An — An) 01 

由 上 面 等 式 可 以 发 现 

Z (>: ce) = >》 ciZu 

i=l t=1 

一 C] Zv, . 

= ¢1(A2 — Ai) (As — An) +++ (An — An) 01 =0 

因为 人; 是 唯一 的 ,必定 有 cl =0。 

以 此 类 推 , 可 以 证 明 所 有 的 ci 都 必定 为 堆 , 因此 特征 向 量 |jp,，ps，…，D ,是 线性 无 

关 的 。 =a 

73 8 th RPE | 0, , Do, 2, 上 } 构成 的 一 组 线性 无 关 基 。 在 这 一 组 基 下 ， BY XT FREE A 

BET REAL, IRE PATO) ity, MEP REMYIS (4, 7) PIER a, =-0, >
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T= [v1,¥2,---, Un] 2 

则 有 

TAT! = TAl[v,, VQ,°°° By] 

= T|Av,, Av2,---, Avy] 

TlAiv; , A2¥2, my AnUn| 

” Ai 0 

A2 
=TT 

0 An 

Ai 0 

和 2 

0 An 

EMAISIT RAK TT =I, 
WHE A, BA=A", WWE A 为 对 称 矩 阵 。 

定理 3.2 ”一 个 实 对 称 和 矩阵 的 所 有 特征 值 都 是 实数 。 口 
证 明 : & 

Ag = \x 

KP, x40, x FAX MARA 

(Aa, x) = (Aw, x) = X(@, 2) 

又 有 

(Az, x) = (2, A'a) = (@, Aw) = (x, An) = Ma, x) 

LAB C’ PARE, EE (x, x) LKRKA(xX, xX) >0, AHA 

A(as, a) = X(a, a) 

EL 

(A — A) (a, 2) = 0 

ARE (x, x) >0, WHF 

入 一 入 

从 而 可 得 , 人 是 实数 。 a 

定理 3.3 HTHE nxn SHAE, Rn AEMSAMAZERH, 口 

证 明 :; 此 处 仅 给 出 多 个 特征 值 各 不 相同 的 情况 下 的 证 明 过 程 。 一 般 情 况 下 的 证 明 过 

程 可 参见 参考 文献 [62] 的 第 104 页 。 

假定 4p =AiDpi，4D。 =Aspa， 其 中 和 天 As， 那么 有 

(Av, 02) = (A101, ¥2) = Ar (1, V2) 

RHE A =A", 

(Av), v2) = (v1, A‘ v2) = (v1, Av2) = A2(v1, v2)



  

因此 

和 1(D1,V2) 一 X2(01， 02) 

由 于 和 天 AM ， 可 以 推出 

(v1, V2) =0 a 

WR A EXPE, BAEC MRE BRAM MT R” 空间 的 正 交 基 。 如 果 对 基 

1p; ，pa，…，p 进行 标准 化 , 使 得 每 个 向 量 w, 的 范 数 都 为 1, 那么 可 以 定义 矩阵 

T = (v1, ¥2,---,Unl 

TAFE i 

T'T=I1 

从 而 有 

T'=-T! 

如 果 一 个 矩阵 的 转 置 等 于 它 的 道 , 那么 该 矩阵 称 为 正 交 矩阵。 

3.3 正 交 投影 

CAR" 的 子 空 间 Y 是 一 个 在 向 量 加 和 与 标量 乘积 下 封闭 的 子 集 。 也 就 是 说 ,如 果 对 

于 所 有 的 wa, BE 了 月, 有 xi, xs el 一 ax +fx,6V, PAVER MFM, HEH, FA 

间 V 的 维 数 等 于 Y 中 线性 无 关 向 量 的 最 大 数量 。 如 果 了 是 及 "的 子 空间 , 那么 了 的 正 交 补 

记 为 7, 包含 与 交 中 每 个 向 量 正 交 的 所 有 向 量 。 因 此 ， 

vi ={e:u'a=0, 所 有 ve? 

7 的 正 交 补 也 是 一 个 子 空 间 ( 证 明 过 程 留 作 习题 3.7) 。Y 和 六 能 够 共同 张 成 了"， 也 就 是 

说 , 对 于 每 一 个 向 量 x es 到",， 它 都 可 以 唯一 地 表示 为 
@=2%,+ 22 

BP, x, eV, x, eV, 该 表达 式 称 为 x 相对 于 了 的 正 交 分 解 。x, 和 xs 称 为 y 在 子 空间 

VA VY EA IER, R"=VOV RAR 2VSV WHA, WIRE A We eR’, 

都 有 PxesyY 且 xx-Pxre), 则 称 线性 变换 书 是 上 的 正 交 投影 算 子 。 

在 后 续 的 讨论 中 , 将 采用 以 下 符号 和 记 法 。 令 4esR" ,4 的 值 域 空间 或 像 空间 记 为 

R(A) = {Aw : a2 € R"} 

4 的 零 空间 或 核 记 为 

N(4) 全 {zeRn:4z 二 0} 

可 以 证 明 , R(4) 和 A(4) 都 是 子 空间 (证 明 过 程 留 作 习题 3.9) 。 

定理 3.4 对 于 任意 给 阵 4, 总 有 及 (4)+ =NM4T) 和 AMA4) = 及 (4T) 成 立 。 OF 

证 明 : 假定 Ye 尽 (4)-， 如 果 对 于 所 有 的 8， 都 有 8 (4TY)=(48)TX =0， MA 

4TY=0。 因 此 ,YEeN4T)， 说 明 尽 (4)- CA4T)。 

已 有 YEeA4 )， 如 果 对 于 所 有 的 本 有 (48) YY =y'(A'x) =0, PAxeR(A)*, 
可 知 NU4T )CR(4)+ ,因此 R(4) =N4T)。
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对 于 任意 子 空 间 V, 都 可 以 证 明 (1)- =7( 证 明 过 程 留 作 习 题 3.11)， 定 理 3.4 中 的 

结论 NU4)- = 及 (4 ) 与 此 一 脉 相 承 。 = 

ARGE EE 3.4, WLP ERR TN ROE aT, GE, OR PV ER 
正 交 投影 算 子 , 那么 对 于 所 有 xsY 都 有 Px = 上 且 尺 (已 ) = VUE Ed el 3. 14) , 

定理 3.5 和 矩阵 己 是 子 空 间 了 = 及 ( 己 ) 上 的 一 个 正 交 投影 算 子 , 当 上 且 仅 当 =P =P", 
O 

EMA: LRH, wR PLA V=AR(P)ELMERRYHT, BA4RI-P)CR(P)*, 

23, HIER IB.A, A RP)* =N(P*), Ase 7s, RUI-P) CNP"), eR FH 

Ati y, MAP’ (I-P)y =0, RAERAP'(I-P) -0, KPOR-TREMH, Bre, 
Tie P' =P'P, H3)P=P' =P’, 

A, RRP =P =P, HTEE MEX fey, W(Py)' (-P)x =y P' (T-P)x = 
y P(I-P)x=0, Bot, 1-P)xeR(P)*, ERAPR-PERRBHF, 国 

3.4 二 次 型 函数 

二 次 型 函数 /六 到 "一 ' 玉 定义 为 具有 如 下 形式 的 函数 ; 

je)=z Qz 

其 中 , @ 是 一 个 允 x 刀 实数 矩阵 。 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 @ EXTER, BQ =Q", BIKE 

阵 钙 是非 对 称 的 , 也 可 以 利用 如 下 对 称 阵 来 代替 : 

qu=qj -ji(9+9T) 
可 以 看 出 

2'Qr=2'Q2=2' (52 + 50") x 

如 果 对 于 任意 非 零 向 量 x, MRA xe Qx >0, 那么 二 次 型 zx Qxr, Q@ =Q@ 是 正定 的 。 如 

AM FAW x, 都 有 Y' Qx>0, 那么 二 次 型 是 半 正 定 的 。 类 似 地 ,如 果 对 于 所 有 非 零 的 

Alig x ABA x" Qx <0, BOTAN x AA x Qx <0, 那么 相应 的 二 次 型 是 负 定 的 或 半 负 

定 的 。 

前 面 已 经 讨论 过 , 矩阵 @@ 的 子 式 是 经 由 抢 阵 @ 依次 移 除 部 分 行列 而 获得 的 行列 式 。 

@@ 的 主子 式 包括 det @ 自身 以 及 由 @ 依次 移 除 第 宇 行 和 第 宇 列 获得 的 其 他 子 式 。 也 就 是 
说 , @ 的 主子 式 为 

Gili1 Gaili2 Giltp 

iail diai2 Qioip 

det | . ， , 1Sip<--+<ip <n, p=1,2,---,n 

Gini: Wipi2 **' Gipip 

FEE Q HUF EFA 为 det @ 自身 以 及 从 矩阵 @ 中 依次 移 除 最 后 一 行 和 最 后 一 列 获 
HATH, BI
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Ai =qu, Ag =det {7 1 
G21 22 

dlil di2 913 

A3 = det |q21 q22 923 

g31 432 «433 

下 面 证 明 西 尔 维 斯 特 准 则 , 该 准则 可 以 仅 根据 @ 的 顺序 主子 式 判 定 二 次 型 zx Q@x 是 

否 正 定 。 

定理 3.6 西 尔 维 斯 特 准则 。 给 定 二 次 型 wTQx, 其 中 国 =@TI ,该 二 次 型 是 正定 的 ， 

当 且 仅 当 @ 的 顺序 主子 式 是 正定 的 。 口 

证 明 : 要 证 明 西 尔 维 斯 特 准 则 ,关键 在 于 证 明 顺 序 主 子 式 全 部 非 零 的 二 次 型 可 以 用 某 

组 基 下 坐标 的 平方 和 进行 表示 ， 即 

iat + Sah wa 

HYP, F RASx MYT BwmRY ee, AVAL, A, A, ZQMMREFR, 

FH KA BH f(x) =x' Qe, HP Q=Q', F1e,,e,, +, €,| 2 R" HABA, x 

是 及 ”中 的 某 个 向 量 ， 则 有 

1 A, = detQ 

  

  

@— 110, + X2@2+-°'' + Ln€n 

{0,, U9, °", D,{| RR" PH AS—BR, BPA, MSx TANAKA, HERA E, 

Bp 

= (V1, V2,-+-,Unje = VE 

相应 的 ， 二 次 型 可 以 写 为 

z'Qa—2z'V'QVz«=z' Qt 

其 中 

Gi o>) Gin 

Q=V'QV=|: °°. : 
Gni se Gnn 

注意 qi =(U;, Qu;) « 我 们 的 目标 是 确定 基 jpi， v2, “wy U,,| TRE, 使 得 对 于 1 

Fj, A Gi =0。 

按照 以 下 方式 构造 基 |pDi， pa ，…，Dn| . 
v1 = 2118) 

U2 = A21€1 + A22€2 

Vn = Ani€1 + An2@2 + +++ + Annen 

可 得 对 于 了 -1，…, 袜 -1， 如 果 
(v;,Qe;) =0 

那么 有
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(wi; Quv;) =0 

因此 ， 目 标 就 变 为 确定 系数 w ,as，.…，a， ,1 -1，.…, 7 RABE 
Ui 二 Qilel 十 Qi2e2 十 … + AE; 

满足 以 下 宇 个 关系 式 

(v;,Qe;) = 0, 了 一 1，…… 必 一 

(e:;,Qu;-= 1 

如 果 以 上 关系 式 满足 ， 可 得 

al .…， 0 

局 = 

0 .am 

实际 上 , 对 于 每 个 立 =1,，…， 也， 以 上 了 个 关系 式 可 以 唯一 地 确定 系数 al , Ly KH, 

表达 式 代 入 以 上 关系 式 ， 可 以 得 到 一 组 方程 : 

ailgll 十 ai2912 十 :十 0iig1 一 0 

Qilgi-11 + Qi2gi-12 + °°: + @ugi-1i = 0 

Ogi + Oi2gia +++ + Oda = 1 

  

  

  

可 将 以 上 方程 写 为 矩阵 形式 : 

gl 912 … qi} | 0 

42 92 … Gai} | Oia] 0 

di 602 Qik | | Cas 1 

WRB QUMREFARAL, MAAK a, TAA LAEMEMERG, LAME, A 

qi oct @i-1r 0 

1 : : 0 Ai-1 
Qi; = — det , , . = 

A; Gi-i1 -‘* G-ii-1 0 A; 

Gt oct Qin. 1 

因此 

点 
5-| “ 

0 ae 

Aik, APM Rl v,, o,, +, 0,) F, ~KB TAR RAW FEF RMB, 

T —--'62—- 23-7 At 2 tee An-1 2 x Qr=2 Qe= ata et + A. zy 

以 此 为 起 点 ， 可 以 证 明 二 次 型 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 人 A, >0,i 1， .…， 7 
充分 性 很 容易 证 明 , 如果 有 Ai; >0, 守 =1,，…, 79， 那么 根据 前 面 的 推导 可 知 , 存在 一 组 

基 , 使 得
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ziIQz=E5Gz>0 

对 于 任意 站 关 0( 或 对 于 任意 充 和 0 ) 都 成 立 。 

ATLA LEA, HAURAAT isl, --,n, HA, 40, 为 此 , 假定 对 于 某 个 无 有 

A, =0。 注 意 到 A, =det @,, 其 中 

gil … Qik 

Q,.= |: 

    

dkl °** kk 

MRA, #H—-+ HE veR’, v 40, #H0'Q, =0, +xeER’, Hx=[v',0']', TH 

z'Qx=v'Q,v=0 

42% G4x40, RHAKASRERMHAR-FRMF HS, Ast, mRe'Qvr>0, PACE 

AA, #0, i=1,--,n, REWMHRAHEA, 

~T An 1. Ai. An-i 

HP K=[v,,--, 0, |e, TH, WPROKARELH, MAQHMHAMPEFAMAERH, 

a 

需要 注意 的 是 , 如 果 @ 不 是 对 称 和 矩阵 , ABARAT RRA A RET AK x" 

@x 的 正定 性 。 比 如 , 给 定 拖 阵 

1 0 af 
Q HMUFEFSON A, =1>0, A, =det @=1>0, WWRB Mx =(1,1]', HBr’ Qr= 

-2 <0, 这 意味 着 二 次 型 不 是 正定 的 。 可 以 看 出 

Taz -xzr | Vena" (( l(c 让 ) 

-| 7 Je-z"ae 

Er   

—2 1 

Q, HUF EFAA A, =1>0, A, =det Q, = -3 <0, 与 前 面 的 结论 一 致 。 
一 个 实数 二 次 型 是 半 正 定 的 必要 条 件 是 它 的 顺序 主子 式 是 非 负 的 。 但 是 , 这 并 不 是 充 

分 条 件 ( 见习 题 8. 16) 。 实 际 上 ，, 一 个 实数 二 次 型 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 所 有 的 主子 式 都 
是 非 负 的 (证 明 过 程 参 见 参考 文献 [44] 的 第 307 页 ) 。- 

如 果 二 次 型 @x 是 正定 的 , 那么 对 称 阵 @ 是 正定 的 。 如 果 @ 是 正定 的 ， 记 为 
@ >0。 类 似 地 , 根据 相应 二 次 型 的 性 质 , 可 以 分 别 定义 对 称 阵 @ 为 半 正 定 (@>=0)、 
负 定 (@ <0) 和 半 负 定 的 ( 仿 和 0) 。 如 果 对 称 矩 阵 @ 既 不 是 半 正 定 也 不 是 半 负 定 的 ， 
WA QAM. TER, 矩阵 久 是 正定 (或 半 正 定 ) 的 , 当 且 仅 当 矩阵 -@@ 是 负 定 
( 半 负 定 ) 的 。 

西 尔 维 斯 特 准 则 提供 了 一 种 判断 二 次 型 或 对 称 矩 阵 是 否 正 定 的 方法 , 另外 一 个 判定 方 
法 为 检查 @ 的 特征 值 , 如 定理 3.7 所 示 。



26 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

定理 8.7 ”对称 和 矩阵 @ 是 正定 ( 半 正 定 ) 的 , 当 且 仅 当 妨 的 所 有 特征 值 是 正 的 ( 非 

负 的 ) 。 口 

WEAR: ATHEROS, Sy =T = 和 ,其 中 四 是 一 个 正 交 短 阵 ， 各 列 就 是 矩阵 如 

Hees, BRA, Ax’ Qx =y' T' QTy = y Avie 由 此 可 推 知 该 定理 成 立 。 国 

通过 对 角 化 , 可 以 证 明 一 个 对 称 半 正定 矩阵 @ 具有 对 称 的 半 正 定 平方 根 @2, 满足 

QI2QI2 =@。 采 用 上 面 的 算 子 下 ,可 将 @ 宅 表示 为 

wi? 0 
3? 

qi 二 人 TT 

0 | AL 2 

ASAE QE, ARIE, BA, TH x Qx 可 以 表示 为 1 @“x 1。 

前 面 给 出 了 二 次 型 函数 和 对 称 迭 阵 正定 性 的 两 类 判 据 。 需 要 再 次 强调 的 是 , 顺序 主子 

式 非 负 是 对 称 和 矩阵 半 正 定 的 必要 条 件 , 不 是 充分 条 件 。 

3.5 矩阵 范 数 

矩阵 范 数 有 很 多 种 定义 方式 , 由 于 和 矩阵 集合 屎 "区 可 以 视 为 实数 向 量 空间 了 及” , 所 以 矩 

阵 范 数 与 正则 向 量 范 数 没 有 本 质 的 区 别 。 可 将 抢 阵 4 的 范 数 记 为 | 4 | , 它 是 一 个 满足 如 

下 条 件 的 任意 函数 ‖.| : 

1. 如 果 4 关 O, 那么 有 | 41 >0，|| 01 =0,， 0 是 一 个 零 矩 阵 。 

2. MER ceR, A || cA|| =lel |All. 

3. ||A+B||< |All + | Bll. 

Frobenius 范 数 是 矩阵 范 数 的 定义 方式 之 一 , 按照 下 式 进 行 计算 
1 

|Alle = (5 Ss) 
i=1 j=l 

HP, AER”, WEGMAN, Frobenius @AMEitT R” LMR, 

本 书 仅 考虑 那些 满足 如 下 附加 条 件 的 矩阵 范 数 : 

4. | 4881 和 1411B81。 

容易 证 明 ，Frobenius 范 数 满足 该 附加 条 件 。 

鉴于 很 多 问题 中 矩阵 和 向 量 会 同时 出 现 , 因此 在 定义 矩阵 范 数 时 , 应 考虑 其 与 向 量 范 

数 的 关联 , 便于 计算 和 推导 。 为 此 , 考虑 一 类 特殊 的 矩阵 范 数 , 称 为 导出 范 数 。 令 .上 ,。 和 

lll) Gm PAA IR” AUR” EAS eyo, WOR Se A c R” AER x eR", A 
如 下 不 等 式 成 立 : 

|| Az |l(m) < || Allllll ny 

则 称 该 矩阵 范 数 可 由 向 量 范 数 导出 , 或 与 向 量 范 数 兼容 。 
导出 矩阵 范 数 定义 为
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|A|| = max  ||Aa||(m) 
Wat ny =4 

也 就 是 说 ，| 4 | 是 向 量 4x 范 数 的 最 大 值 , 其 中 向 量 x 是 范 数 为 1 的 任意 向 量 。 接 下 来 ， 

在 不 会 引起 歧义 的 情况 下 , 将 忽略 上 几 上 ,和 用 | 中 的 下 标 ( 和 2) 和 (了 ) 。 

由 于 向 量 范 数 是 连续 的 (见习 题 2. 10) , 因此 , 对 于 每 个 矩阵 4 , 最 大 值 

max || Aa 

是 存在 的 , 即 存在 向 量 x, 且 | x, ‖ =1, 使 得 | 4x。 | = 1 4 1 。 这 一 结论 可 由 魏 尔 斯 特 拉 
斯 定理 导出 ( 见 定理 4.2) 。 

导出 范 数 满足 矩阵 范 数 的 条 件 1 至 条 件 4 以 及 兼容 性 条 件 , 下 面 一 一 给 出 证 明 。 

条 件 1L 的 证 明 : 令 4 关 DO,， 可 找到 向 量 X，|x | =1, BZ Ax+O, Ast || Ax || 40, 

‘Ata, || A 1 =maxisl -14x| 关 0。 另 一 方面 ,如果 4=O, MAF |All = 

max ,) =: || Ox || =0. a 

条 件 2 的 证 明 : 根据 定义 可 知 ，| cd | =max,,,_, || cAx ||, ZARA || cAx || =Icl 

| 4x | ,因此 可 得 | c4 1 =Imaxi-l -11Cl || Ax || = lelmax |, ) -; | Ax || =Iel || All. a 

兼容 性 条 件 的 证 明 : Oy ARETOMEEAE, MAx=y/ |y | 满足 条 件 | x | =1。 
由 此 可 推 得 148g1=14(C1lz)l=1alllaxlslzll141。 z= 

条 件 3 的 证 明 ; PTH ALB, STARA GS x MF | A+B = || (A+B)xX, || 

AL || x, || =1, 因此 有 

A+ Bll = ||(A+ B)zxo|| 
= ||Aa + Bag 

< || Azo] + || Bxoll 
< ||All|lzol| + |Bl]|lzoll 

= ||Al| + ||Bl 

条 件 3 成 立 。 | 

Kl 4 WUEAA: A TAY AB, STARA HE x, KF || x, || =1 H || ABx, || = 

|| AB || 。 因 此 ,有 

14 呈 = 1 4Bzol 
= ||A(Baro) | 
< ||Al||| Bao] 
< ||All||Bl|||zell 
= |All Bl 

说 明 条 件 4 成 立 。 = 

定理 3.8 令 
1/2 

le| = (>: Pu?) = / (2,2) 
k=1 

ABA Wik SLAP IRA
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|All = Var 

EP, A, RHA A 的 最 大 特征 值 。 口 
证 明 : 已 知 

|| Aa||? = (Az, Ax) = (z, 4 4z) 

矩阵 4 4 是 对 称 半 正 定 矩 阵 。 令 人 三 hi 全 2A, 20 AA'A AFL, HH, XL, 

2X, 是 与 这 些 特征 值 相 对 应 的 一 组 正 交 的 特征 向 量 。 对 于 任意 满足 ‖ 字 | 外 =1 的 向 量 ,， 可 

以 表示 为 %i(E=1，…， 色 ) 的 线性 组 合 : 
B= Ci, + Coa +--+ 十 CnZn 

注意 

(@.e)=R+Q+--4+0=1 

可 得 

|| Ax||? = (z,4 4z) 
一 《cl181 十 … :十 cnniciIXIDI 十 … 十 CnAnDny) 

一 Xict 十 .十 和 nc2 

<Ai(ci+--- +c) 
= 

对 于 4 4 中 与 特征 值 和 ;对 应 的 特征 向 量 w%i ， 有 

\| Aaa ||? = (ay, A’ Aa) = (#1, A121) = Ay 

得 到 

max ||Aa|| = YA 
[\a|}=1 

定理 得 证 。 |_| 

利用 上 面 给 出 的 结果 , 可 以 推出 如 下 不 等 式 : 

Fm AAS, WR a xn HM PET SOT PE EE, WAR 

Amin(P)||2||? < 2! Pa < Amax(P)||x||? 

FOE, Ann (P) aN P E/E, A,,.,(P) #278 P OAK. 

例 3.1 + BH, 

Be eR? Fa) 4) BLA 

有 

T， 15 4 
44- | 

AL det[ AF, -A'A] =A? -10A +9 =(A-1)(A-9), Bb, | Al] =9=3,
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A'A 与 Ai =9 相 对 应 的 特征 向 量 为 

        

  

  

  

  

注意 

1 12 3111 yan fof? FY 
_ 1/8 
— 21/3 

1 /一 
~ a 3? + 3? 

Ast, ||Ax, || = |All. BPA=A’, PAk% || A || =max,.,.,1A,(A)|, RPA HAE 

值 是 人 (4)，…，A,(4)( 可 能 存在 相同 的 特征 值 ) 。 a 

fee: —MOKUL, max,.,<,|A,(A) | |All. Kb, A | A || Smax,.,.,1A,(A) | 
Booz, UP aay as Bl AAR ( fe ay By S$ La 5. 2) 

Gl 3.2 KE 

0 1 «lod 
有 

A A= 0 0 

0 1 

且 

det[XT2 -4 4] = det | 入 ° | 一 入 (入 一 1) 

注意 0 是 4 的 唯一 特征 值 。 因 此 ,对 于 =1,2, 有 141 =1>lAM(4)1=0。 = 

本 章 和 第 2 章 讨 论 了 线性 代数 方面 的 基础 知识 , 关于 线性 代数 方面 更 为 完整 的 基础 知 

识 , 可 参见 参考 文献 [47, 66, 95, 126] 。 和 抑 阵 方面 的 专门 知识 可 参见 参考 文献 [44, 62] 。 

关于 利用 数值 方法 进行 矩阵 计算 方面 的 讨论 可 参见 参考 文献 [41, 53] 。 

习题 

3.1 给 定 到 "中 的 一 个 向 量 , 令 * 是 该 向 量 关 于 基 |e ，e:，…，e,| 的 坐标 , *' 是 该 向 量 关于 基 1e”，e@'，…， 

e@ 的 坐标 。 试 证 明 存 在 关系 式 *' =7xr, 其 中 了 是 从 jel ， ez, …， ev 到 1a 8 …， 6 的 变换 矩阵 。 

3.2 EPA, ARM le,, e,, e| Bie’, 6, 6 MERE T: 

a. e} =e; + 3eo —4e3, ef = 2e, — e2 十 5ea, e9 = 4e; 十 5e2z 十 3es 

b. e€; =e, +e, + 3e4, eo = 2e1 — eb + 4e4, e3 = 3e) + 5e4



30 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

3.3 

3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

3.8 

3.9 

3.10 

3.11 

3.12 

3.13 

3.14 

3.15 

3.16 

438 IR” WPI SE le, , e,, e,| Alle’, ee, HP e, =26'+6'—e@’, e, =2¢'-6'+2e, e, -3e’+e@', WR 

在 基 |e, ，es ,es| 下, 某 一 线性 变换 的 矩阵 表示 为 

2-1 0 

1 -l 

0 0 1 

试 确定 该 线性 变换 在 基 1e'，e@',， 人 4 下 的 矩阵 表示 。 

考虑 及 ' 的 两 组 基 |e ,ev . ej，ej|1 和 164 8@', 8, 64， 其 中 8= el,e@=el+er, 6'=el+e+ea， 6'=ei 

+e, +e, +e,, WRB e,, e,, €,, e,) 下 , 某 一 线性 变换 的 矩阵 表示 为 

A= 

  

2 0 1 0 
32 01 

A=ly 1 19 
10 03 

试 确定 该 线性 变换 在 基 } e， ee'，e@4 下 的 矩阵 表示 。 

考虑 由 如 下 矩阵 给 定 的 线性 变换 

-1000 
1100 

A=/o 521 
-1 103 

试 确定 及 : 中 的 一 组 基 , 使 得 相对 于 该 组 基 , 线 人 性 变换 4 的 矩阵 表示 是 一 个 对 角 阵 。 

SA, +, A, ARM A eR HORRIEA GRUEAA, SORE, —A RPE AL -A,, --, 1A, 

QR V PFS lad, GER Ve 也 是 一 个 子 空间 。 

  

试 确 定 矩 阵 

4 -2 0 

A=/2 1 -l 

2 -3 1 

的 零 空间 。 

给 定 矩 阵 4 < 到"“"， 试 证 明 尺 (4) 是 及” 的 子 空 间 , 而 Mt4) 是 开 "” 的 子 空间 。 

TRUE, MRE A AB ABA m STAM, BMA‘) CAB"), ABAAR(B) CRA), 

Hla. SFL m PT RA MM, EVA dimR(M) +dimN(M") =m, XA RANE 

础 理论 之 一 , 参见 参考 文献 [126] 的 第 75 页 , 据 此 开展 证 明 。 

已 知 了 是 一 个 子 空间 , 试 证 明 () ) =v, 

提示 : 利用 习题 3. 10 的 结论 进行 证 明 。 

ER VM W 都 是 子 空间 , TRUER ER VOW, BAA WwW CY, 

CAV ER" WIE, GREATER VOU, 818 V=R(V) =NCU), 

已 知己 是 子 空间 了 上 的 一 个 正 交 投影 算 子 。 试 证 明 如 下 结论 ; 

a X}FRPA we V, MA Px =x; 

b. R(P) =V, 

试 判 定 二 次 型 

已 知
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3.17 

3.18 

3. 19 

3. 20 

3.21 

3. 22 

3. 23 

试 证 明 尽管 4 的 所 有 顺序 主子 式 都 是 非 负 的 , 4 并 不 是 半 正 定 的 。 

考虑 如 下 矩阵 : 

Q= 

  

—
 

&
 

©
 

- 
c
o
e
 

o
r
e
 

  

a. 试 判 定 该 矩阵 是 正定 的 、 负 定 的 还 是 不 定 的 ? 

b. 试 判定 在 子 空 间 

M = {w: 2, + 22+ 23 =0} 

中 , 矩阵 @ 是 正定 的 、 负 定 的 还 是 不 定 的 ? 

给 定 如 下 3 种 二 次 型 , 试 判 断 它 们 是 正定 的 、 半 正定 的 、 负 定 的 、 半 负 定 的 还 是 不 定 的 ? 

3 J(zlza,zs) 二 22 

b. f(z1. 22,23) = 22 + 273 一 Ttz3 

c. f(ri, £9.23) = 2? +23 4+ Qrire + 2ryr3 + 2x3 

试 确定 一 个 线性 变换 , 使 得 如 下 二 次 型 能 够 变换 为 对 角 阵 : 

f(y, 02,%3) = 40? + 22 + 9a? — daa, — 6rery + 122123 

提示 : 仿照 定理 3.6 的 证 明 过 程 。 

考虑 二 次 型 

J (zizo,za) 一 rad + a + 523 + 2fx;22 — 2x, 73 十 47273 

试 确定 参数 上 的 取 值 范围 , 使 得 该 二 次 型 是 正定 的 。 

75 WE PBB ++) gq: R" xR" OR, MACK, yg =x'Qy, HP, x, yeR’, 且 Q@eR" “是 对 称 正定 阵 。 

IRHEAA (+, +) 9 满足 内 积 的 4 个 条 件 ( 见 2.4 节 ) 。 

考虑 及" 上 的 向 量 范 数 | 上。, 定义 为 xz 1。=maxilzil, 其 中 xx =[z, …， 2 。 类 似 地 , 可 以 定义 

了 ”上 的 向 量 范 数 上 .| 。。 试 证 明 , 由 这 些 向 量 范 数 导 出 的 矩阵 范 数 为 

||Alloo = max 2 lax 
k=} 

其 中 ,au 表示 4 ER (d, J) PIER, 
考虑 及 " 上 的 向 量 范 数 | 上 ,定义 为 1x | = LT lal, HR = [ays a)” IU, AT XR” 
上 的 向 量 范 数 | x | 9 试 证 明 , 由 这 些 向 量 范 数 导出 的 矩阵 范 数 为 

| Alla = max |aak| 

HP, ay#m Ae R™ "H(t, 力 个 元 素 。
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4.1 线段 

有 关 几 何 概念 

本 章 将 讨论 范围 限定 在 芭 " 空间 。 该 空间 的 每 个 元 素 都 是 即 维 向 量 x = [zi， 和 2，…， 

2Z,] 。 

YX 和 中 是 空间 慌 " 中 的 两 点 ,两 者 之 间 的 线 

段 指 的 是 连接 和 8 的 直线 上 所 有 点 的 集合 (如 

图 4.1 所 示 )。 如 果 z 位 于 和 8 之 间 的 线段 

上 , 那么 有 

z—-y=a(r—y) 

其 中 , a 是 位 于 区 间 [0, 1] 的 实数 。 该 等 式 可 写 

Az=ox+(1-a)y. Alt, x Ay 之 间 的 线段 
可 以 表示 为 

  

{aw +(1—a)y:a€ [0,1]} 

4.2 @FMSAAR 

SUy, Uy, 7, U,, VER, RPBDHE-TuAAE, HARARE EE 
Ut, + Ugz2 +++ + Unln = VU 

的 点 = [oz 2， …， 22] 组 成 的 集合 称 为 空间 及 "的 超 平面 。 超 平面 可 以 写 为 

{zcRn":urz 一 寺 

  
图 4.2 超 平 面 的 变换 

其 中 

u= [ua yan] 

注意 , 超 平面 不 一 定 是 及 ”的 子 空间 ， 因 为 超 平 

面 通常 不 包含 原点 。 当 ?2 =2 时 , 超 平面 方程 为 

202 +?WaXs =V， 刚 好 是 一 个 直线 方程 。 因 此 , 直 

线 是 要 : 中 的 超 平面 。 在 耻 ( 三维 空间 ) 中 , 超 平 

面 是 一 些 普 通 平 面 。 通 过 对 超 平面 进行 转换 , 使 

其 包含 屎 "的 原点 , 就 可 以 将 其 转换 为 及 "的 子 空 

间 ( 见 图 4.2) 。 由 于 对 应 子 空 间 的 维 数 是 ” - 1， 
因此 称 超 平面 是 2 -1 维 的 。 

HORM H={x: ux, ++ +u,x, = 人 & R" 

空间 分 为 两 半 。 其 中 一 半 包 含 满 足 不 等 式 wz
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$Uj, 2, to +U,x, 20 AAR, IN 

H, ={@ eR": u'a2>v} 

& 的 定义 与 前 面 一 致 ， 
w = [ur,t2,---, Un}! 

23 [A bE el AR SR wa, + una, +… +2 < 的 所 有 点 , 记 为 

H_={xeR":u'a2<v} 

ABA TEAB 2S [Al , RA ABs TA 

fa=[a,,a,, °°, 4,) RRP APH —A, BA u'a-v=0, We 

ul'z—v=u'x2—v—(ula-—v) 

=u'(#-a) 

= ui(21 — a1) + Ue(tg — a2) + +--+ Un (Ln — Gn) = 0 

A, (4, -a;)(i=1, --, n) lex -a 的 

wa Al, HEM ABW ee 

《&, YX -ac) =0 的 所 有 点 Y。 也 就 是 说 , 超 平 面 

五 包 含 所 有 使 得 & 和 >Y -ea ERMA x, WA 

4.3 Stan, Peele u 正 交 于 超 平面 瓦 。 集 合 互 ， 

包含 所 有 满足 (&, YY -ay>=0 的 点 ,而 集合 

五 包含 所 有 满足 (&, YY -Q@) 和 0 的 点 。 

线性 艇 为 集合 

{a € R” : Ax = b} 

其 中 , 42M Ae R”*”, Hebe R”, WR 

dimNM(A) =7, WPA TERR HABBO r, “4AM 

“b=0WM, AME TF), WR A HO, RAIA ERIER SE RR", RACER MER 

WWF n, 那么 它 是 有 限 个 超 平面 的 交集 。 

4.3 sf 

CALA u, oe R" ZAMAN ARA | we R": w =0u+(1-a)v, ae[0,1]}, 

Kiw=au+(l-a)v(ee (0, 1 )RAKRuAR HAA, 

如 果 对 于 所 有 ww, pesg@, 下 和 bz 之 间 的 线段 都 位 于 内, BAREA OCR" ADE, 

图 4.4 给 出 了 凸 集 的 示例 , 而 图 4.5 则 相应 地 给 出 了 非 凸 集 的 示例 。 注 意 , 当 且 仅 当 对 于 

所 有 vv,pes@, 都 有 ax+(1-a)xyxe@,as(0,1) 时 ,9 是 一 个 凸 集 。 

凸 集 可 以 是 

。 空 集 

。 单 点 组 成 的 集合 
。 一 条 直线 或 线段 
。 子 空间 
。 超 平面 

    
<u,x-a>=0 

Al4.3 7 W={xeR"; u'(x-a) =0}
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© KERR 

。 半 空间 
e hk” 

  

  

图 4.4 se 

  

图 4.5 非 凸 集 

定理 4.1 以" 的 凸 子 集 具 有 如 下 性 质 : 

a. 如 果 @@ 是 一 个 凸 集 ， 且 B 是 一 个 实数 ， 那 么 集合 

pp9={z:z=povcel 

也 是 凸 集 。 

b. eR O, Fe OAR, MARKS 

0, + Oo = {@: a% =v) + ¥2,01 € O1, U2 € O2} 

Aue KR, 

CEE SNGRHRERD RGR ( LA 16H BRE RARH HA), 口 

UEFA 

a. + Bv,, Pv, «BO, F¥v,,0,€9, FAOR—-AGDHK, FAMTHE ae (0,1), 

都 有 ap; +(1-a)pse@。 从 而 可 得 

av, + (1—a)Sve = B(av, + (1—a)v2) € BO 

因此 , B@ 是 一 个 凸 集 。 

b. 4 0,, v,€0,+0,, Hv, =v) +0", v, = +0, +03, HP vo), vheO, Hv", vie @,, 

因为 @, 和 @。 都 是 凸 集 ， 所 以 对 于 所 有 ae (0, 1)， RA 

2Z1 =av,+(1—a)v, € OQ; 

上 且 

z2 一 ao 十 (1 一 a)ox ee 

ARE ©, +O, ER, THrx, +x,60,+0,, F
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av, + (1 —a@)v2 = a(v} + v7) + (1 — a) (v5 + 09) 
=@2,+%2€0;+02 

因此 @ + 加 ,是 凸 集 。 

ce FCe SP GRAMM RS, x, KX, E 

mec@，noe-c@ 表 示 C 中 所 有 元 素 的 交集 . 

那么 ,对 于 每 个 @sC, PFA x,, x, 690, A 

为 每 个 @esC 都 是 凸 集 , 所 以 对 于 所 有 a e 

(0, 1) ,都 有 ax +(1-oa)x,e@, 从 而 可 得 网 4.6 ”两 个 凸 集 的 交集 
ax, +(l-a)xX,E€N,g.-O, 该 性 质 得 证 。 a 

如 果 不 存 在 两 个 点 & Alo, APR ae (0,1) x =au+(l-a)v, PARAx 

是 凸 集 @ 的 极点 。 比 如 , 对 于 图 4.4 中 的 圆 而 言 , 其 边界 上 的 任意 点 都 是 极点 ; 对 于 圆 右 

侧 的 集合 而 言 , 其 顶点 ( 尖 角 ) 是 极点 ; 对 于 最 下 面 的 线段 而 言 , 其 终点 也 是 极点 。 

4.4 邻 域 

点 Ye 下 "的 邻 域 可 以 表示 为 

{ye R": ly —2l| <¢} 

其 中 ,se HEPIERM., Bit MAKEN 6, PA x 的 球体 。 
fF HRP, Ax=[(a,, 2) HRRMAAMAD se 为 中 心 的 圆 形 内 部 的 点 。 在 到 

中 , 点 =[z zz] 的 邻 域 包含 所 有 以 x 为 中 心 的 球体 内 部 的 点 ( 见 图 4.7)。 
MRED SHA x HSER, Bl x 的 某 个 邻 域 
的 所 有 点 都 属于 8S( 见 网 4.8), PAR xeSRHARA 

S 的 内 点 。$ 的 所 有 内 点 的 集合 称 为 S 的 内 部 。 

如 果 x 的 邻 域 既 包含 S$ 中 的 点 , 也 包含 S 外 的 点 

( 见 图 4.8) , 那么 称 点 x 为 集合 $S 的 边界 点 。 需 要 注意 ma 球体 

的 是 ,，S 的 边界 点 可 能 是 $ 中 的 元 素 , 也 可 能 不 是 S 中 

的 元 素 。S 的 所 有 边界 点 的 集合 称 为 8 的 边界 。 

如 果 集 合 S 包 含 它 的 每 个 点 的 邻 域 , 那么 称 该 集合 是 开 集 。 也 就 是 说 , 如 果 8 的 每 个 

点 都 是 内 点 , 或 者 8 不 包含 任何 边界 点 , 那么 S 是 开 集 。 

如 果 集 合 S 包 含 边界 点 , 那么 称 S 是 闭 集 ( 见 图 4.9) 。 可 以 证 明 , 当 且 仅 当 一 个 集合 

的 补 是 开 集 , 那么 该 集合 是 闭 集 。 . 

如 果 一 个 集合 可 以 被 一 个 有 限 半 径 的 球体 所 包围 , 那么 该 集合 称 为 有 界 集 。 如 果 一 个 

集合 既是 闭 集 又 是 有 界 集 , 那么 该 集合 称 为 紧 集 。 紧 集 对 于 优化 问题 而 言 是 非常 重要 的 ， 
以 下 定理 可 以 证 实 这 一 点 。 

定理 4.2 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 。 假 设 F, Q 一 尺 是 一 个 连续 函数 ,其 中 CR 了" 是 紧 集 。 
那么 ,必定 存在 点 wo eg , 使 得 对 于 所 有 的 YegQ BA S(x,) <f(x), CHEM, EBA 

人 上 取得 极 小 值 。 口 

证 明 : 见 参考 文献 [ 112] 的 第 89 页 或 参考 文献 [2] 的 第 154 页 。 a     

图 4.7 在 了 AR Pax Heres
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x2 Sy= (xq, x0] 154 < 2,15 x2 <2} 

S1 是 开 集 

So= {[x4 x2]: <xq <4,1<x2 <2} 
So BIE    

oO
 

-
 

NHN
 

Ww
 

jp + - % {3 $ 4 § 
图 4.8 x 是 集合 8 的 内 点 ,区 是 边界 点 图 4.9 开 集 和 闭 集 

4.5 多 面体 和 多 胞 形 

令 8 为 一 个 凸 集 , 8 是 @ 的 一 个 边界 点 。 某 个 经 过 点 z 的 超 平面 将 到 "空间 分 为 两 个 

半空 间 , 如 果 @ 完全 位 于 其 中 一 个 半空 间 内 , 那么 称 该 超 平面 为 集合 @ 的 支撑 超 平面 。 

根据 定理 4.1 可 知 , 任意 多 个 凸 集 的 交集 也 是 凸 集 。 此 处 关心 的 是 有 限 个 半空 间 的 交 

集 。 由 于 在 及" 中 每 个 半空 间 已 ,或 瓦 _ 都 是 凸 集 , 因此 任意 数量 的 半空 间 的 交集 是 凸 集 。 

如 果 一 个 集合 可 以 表示 为 有 限 个 半空 间 的 交集 , 那么 称 该 集合 为 多 面体 , 如 图 4. 10 所 示 。 

一 个 非 空 有 界 多 面体 称 为 多 胞 形 , 如 图 4. 11 所 示 。 

ae 
图 4.10 多 面体 图 4.11 一 维 多 胞 形 

对 于 每 个 凸 多 面体 BCR", 都 存在 一 个 非 负 整数 b 和 2, 使 得 @ 能 够 包含 在 一 个 维 数 

为 天 的 线性 复 中 , 却 无 法 完全 包含 于 职 " 的 任意 大 -1 维 线性 复 中 。 更 进一步 说 , 包含 @ 的 

8 维 线性 复 是 唯一 的 , 该 线性 复 称 为 多 面体 @ 的 包 , 而 天 称 为 @ 的 维 数 。 比 如 , 一 个 零 维 

多 面体 是 取 " 中 的 点 , 它 的 包 是 其 本 身 。 一 维 多 面 体 是 一 条 线段 , 它 的 包 是 该 线段 所 在 的 

直线 。 任 意 K(E >0) 维 多 面体 的 边界 , 包含 有 限 数量 的 大 -1 维 多 面 体 。 比 如 , 一 维 多 面 

体 的 边界 是 线段 的 两 个 终点 。 

WR k -1 维 多 面 体能 构成 炎 维 多 面体 的 边界 , 那么 这 个 天-1 维 多 面 体 称 为 玉 维 多 面 

体 的 面 。 而 每 一 个 & -1 维 多 面 体 的 面 又 可 拆 分 为 多 个 上 -2 维 多 面 体 的 面 。 也 可 以 将 该 

j -2 维 的 面 称 为 原来 的 维 多 面 体 的 面 。 因 此 , 每 个 起 维 多 面体 都 具有 维 数 为 上 -1, 下 -2， 

…,， 1, 0 的 多 个 面 。 一 个 多 面体 的 零 维 面 称 为 顶点 , 一 维 面 称 为 枝 。 

习题 

4.1 试 证 明 集合 SCRR"* 是 线性 和 能 ， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 yx, geS 和 ae 下 , 都 有 ax+(1-a)geSo。 

4.2 试 证 明 集合 jx es 了 及 *: | x | 过 人 是 凸 集 ， 其 中 >0 为 给 定 实数 ，|| xz ‖ = wx Tx 为 Ye 到 " 的 欧式 范 歼 。 

4.3 试 证 明 对 于 任意 矩阵 4 E 了 及" “和 向 量 加 <R" ， 集 合 (线性 簇 ) jx e R"; Ax =b| MEO, 

4.4 ， 试 证 明 集合 1x 下 ": xz0} 是 凸 集 , x>>0 表示 yx 的 每 个 元 素 都 是 非 负 的 。   

  



第 5 党 微 积分 基础 

5.1 序列 与 极限 

实数 序列 是 一 个 函数 , 它 的 定义 域 是 自然 数 1, 2, …, 8, … 组 成 的 集合 , 值 域 是 及 。 

Pith, SRP ATG MEG ae, t,o, ol, MICA ae, | (ANMICH la, } 21, 以 
BA ab AR k ACER) . 

WR 2, <a, <<a, IBAPPS | ox, | REY, BIRR kh, ABA x, <2, ,10 
UR oa, <2, ,,, WAPI, Aiba, Ae Qe SERS Fe, SES EE 

列 称 为 单调 序列 。 

如 果 对 于 任意 正 数 e, 存在 一 个 数 尽 ( 可 能 与 e 有 关 ) , 使 得 对 于 所 有 的 天 > 天 , 都 有 
lz -2 1 <e; 即 对 于 所 有 天 > 开 , uo fiF v'—e fla*+e ZI, WRK ee RAS | ax,} 的 

极限 , 记 为 

四 
或 

Zp x 

如 果 一 个 序列 存在 极限 , 那么 该 序列 称 为 收敛 序列 。 

实数 序列 的 定义 可 以 扩展 至 及 " , 即 序列 是 由 2” 维 实数 向 量 组 成 的 。 具 体 来 说 , 玉 " 中 
的 序列 是 一 个 定义 域 为 自然 数 1, 2，…, 8，…， 值 域 为 朴 " 的 函数 。 殿 * 中 的 序列 记 为 

1 ,YX 或 xz 。 对 于 肛 " 中 的 序列 极限 , 可 以 用 向 量 范 数 代替 绝对 值 。 也 就 是 

说 ,如果 对 于 任意 正 数 e, 存在 一 个 数 玫 (到 可 能 依赖 于 e) , 使 得 对 于 所 有 的 大 > 天, 都 有 

x? —x" | <e, WK x AFP {x | RR, 1A xe” =lim, x Mx x" , 

定理 5.1 APH, 口 

证 明 : 利用 反 证 法 来 证 明 。 假 定 序列 |Y' ”| 存在 两 个 不 同 的 极限 zi 和 xs， 那么 可 

知 | xi -za‖ >0。 令 
1 

€ = 5/le: — all _ 

ARAE ARR EL, ARE K fe K,, eM Tk >K,, A |x -x, <e， 而 对 于 无 > 本 ,有 

|x? -x, ||<e,.4 K=max|K,, K,|, #RK>K, MAA |x —x, ||<e H || x —x, || <e, 

HF |x -x, || <6 4 || x —-x, ||<e Fam, TH 

tla’) — ay |] + Jw — all < 2e 

应 用 三 角 不 等 式 ， 得 到
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|| 一 zi 二 za = Ilr) — a, — 2) + aro| 

= |[(@™ — ay) - @™ — ay)| 

< |e — ay || + ||x — ao | 

因此 

|| 一 21 + wai] = lla: — wal] < 2 

这 与 初始 假设 | xi -Ma || =2e 是 矛盾 的 ,定理 得 证 。 2 

RFA k=1, 2, +, ME BESO, 使 得 | x | <B, WER" PASI 

jx | Bo AL, 

定理 5.2 任意 收敛 序列 是 有 界 的 。 口 

证 明 : & {x | 2—-+A RRA KX 的 收 伊 序列。 选择 e = 工 , 根据 极限 的 定义 可 知 , 存在 
一 个 自然 数 开 使 得 对 于 所 有 > K, HH 

ja) — "|| <1 
应 用 习题 2.9 的 结论 可 得 , 对 于 所 有 > K, A 

lle) || — |x" < lz - a2" <1, (ERK >K 
因此 ,对 于 所 有 无 > 民有 

lz < lz 二 1， 任意 大 > K 
令 

B= max {je |, |x|), ---, Jo, "| +1} 
MA, POA, A 

Be |e), £2 

BP PS) [xe | 是 有 界 的 。 = 

对 于 及 中 的 序列 {z,} ， 如 果 对 于 所 有 的 有 =1, 2, …, 都 有 we, <B, AA BRASS 

的 上 界 。 此 时 ，, 称 序列 zj 有 上 界 。 类 似 地 ,如果 对 于 所 有 的 无 =1, 2，…，, 都 有 we, SB, 
那么 称 妃 为 该 序列 的 下 界 。 此 时 , 称 序列 {zj 有 下 界 。 显 然 , 如 果 一 个 序列 既 有 上 界 ， 又 

有 下 界 , 那么 它 是 有 界 的 。 
如 果 下 中 任意 序列 {z} 有 上 界 , 那么 它 有 上 确 界 (最 小 上 界 ) , 即 {zs} 上 界 五 的 最 小 

值 。 类 似 地 ,如果 及 中 任意 序列 {zs} 有 下 界 , 那么 它 有 下 确 界 (最 大 下 界 ) 。 如 果 妃 是 序 
Fic, 的 上 确 界 , MAMMA k, PA x, <B, AXtFiEBR ec >0, 都 存在 到 ,使 得 
Xx > 刀 -E。 对 于 下 确 界 也 有 类 似 的 结论 。 如 果 召 是 序列 | z,} 的 下 确 界 , 那么 对 于 所 有 天， 
aA x, 2B, AUFER © >0, MH K, Ha, <Bte, 

定理 5.3 以 中 任意 单调 有 界 序列 是 收敛 序列 。 口 
证 明 : 这 里 仅 对 非 增 序列 进行 证 明 ， 对 于 非 减 序列 可 按照 类 似 方式 进行 证 明 。 
令 12zi| 为 下 中 一 个 单调 非 增 序列 ,，zZ "为 其 上 确 界 。 那 么 对 于 某 个 e >0， 必 定 存在 已 ， 

使 得 Zr >2%” -es。 因 为 zt 是 非 增 序列 ， 所 以 对 于 任意 有 > 民有 
te eLK > x —-—E
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同时 ， 由 于 2 是 12 的 上 确 界 ， 可 知 

Lesa <a*t+e 

因此 ,对 于 任意 三民， 都 有 
la, —2"|<e 

即 2 一 。 a 

PARE FPA {x | A PRBS PS fam, | , 序列 
fal) } = fn(™) gla) 2} 

称 为 1x 多 上 的 一 个 子 序列 。 可 以 看 出 , 子 序列 是 去 掉 给 定 序列 中 的 部 分 元 素 得 到 的 。 

定理 5.4 BEAM x KARA [xO], BAL | EET RA wae 
Fx", 0 
证 明 : fx | Ble | 的 一 个 子 序 列 , EP | as 是 一 个 自然 数 递 增 序 列 。 可 以 证 

明 , 对 于 所 有 天 =1, 2,，…, 都 有 ?ok。 首 先 ,因为 Wo 是 一 个 自然 数 , 所 以 wo >1; 其 
K, APSA, BE m,2k, BAA m,,,>m,2k, 即 ?x+1。 因 此 ,对 于 所 

AW k=1,2,--, MA m, Sk, 

ee >0, MIBRIRA LAT, EK, HI PER > K, BA || x -x"|<e, 

ALN m, 2k, MUSE kh > K, AG |x -x'll<e, DLA 

jim alm! = a” 7 
可 以 证 明 , 任意 有 界 序列 都 包含 一 个 收敛 子 序列 。 这 一 结论 称 为 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 

拉 斯 定理 ( 见 参考 文献 [23] 的 第 70 页 ) 。 

给 定 函 数 .F; 了 "一 展 ” 和 点 Yo e 慌 "。 假 定 存在 . 广 , 使 得 对 于 任意 极限 为 xo 的 收敛 序列 
{yh | 都 有 

Jim fle) = 
wi 

ain, fe) 
表示 。 

可 以 证 明 , 在 yo 处 连续 ,， 当 且 仅 当 对 于 任意 极限 为 xo 的 收敛 序列 1 xi9 | , 满足 

Jim, f@) = # (im 2) = f(eo) 

( 见 参考 文献 [2] 的 第 137 页 ) 。 因 此 , AALS, BAS RCS TE x, Rh EEN, 当 

ARS 

lim f() = f (#0) 
Bey 

ACA BI A SP A A EAR BR ZS , 它们 在 优化 问题 求解 算法 的 性 质 分 析 

过 程 中 非常 有 用 ( 比如, 在 第 9 章 分 析 牛 顿 法 的 性 质 时 ,就 用 到 了 其 中 一 部 分 结论 ) 。 

给 定 7 x? 和 矩阵 序列 14 和 ?2 x 和 和 矩阵 和 ,如 果
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Jim ||A — Ag] =0 

则 称 该 矩阵 序列 收敛 于 矩阵 4。 

引 理 5.1 SAR", 4B A AEH ZIA,(A) | <1(i=1, --, 2) 

at, # lim,.,A* =O, 口 

证 明 :; 为 了 证 明 此 引 理 ,， 将 答 阵 夸 表 示 为 约 当 标 准 型 [wj]。 任 意 方 阵 与 约 当 标准 型 是 

相似 的 ， 即 存在 一 个 非 奇异 抵 阵 全, 能 够 使 得 

TAT | = diag[Jn (AD Jms(AnDh), JIn(Xa) 0+ St, (Ag)] FJ 
HP, TAA rxr ee; 

J,(A) = 

0 入 

EMMA, A AM Gg 个 相 异 的 特征 值 ， Ai 的 重 数 为 Il +… +7。， 以 此 类 推 。 

上 式 可 以 重 写 为 4 = 了 -1JT。 注 意 

k k k k-1l |, k-r+l1 

A (由 k-r+l1 A 

k 
ke AM Lae 和 AR 一 "十 2 

0 0 Ak 

其 中 

k\ sk! 

i} i(k—4)! 

进一步 ， 可 得 

4 一 人 14T 

因此 

Jim At =T" (tim s*)r=0 

Ak, SARS, <1, ial, ++, nh, PARKS, = 

引 理 5.2 nxn EPS 

有 十 4 二 42 十 十 4 十 

ese, 4 B44 lim, 44 =O。 此 时 ,序列 的 和 为 ( 工 -4) -!。 口 

证 明 : 必要 性 是 显 而 和 LH, 

为 证 明 充 分 性 , Bho lim,,.A* =O, th465|H#5.1, THA, (A)! <1, i=1,--, n, 

这 说 明 det ( 工 -4) 尖 0,， 因 此 ( 工 -4) -1 存在。 考虑 如 下 关系 式
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(In +A+A?+---4+ A*)(I, — A) =I, — A**} 

EGE ABW ART, -A), TH 

I,+A+A*+-..4 A* = (I, — A)7} — A®*1(1, — A)7} 

因此 
k 

7 了 _ —1 im, XA = (I, — A) 

® lim,.,A**' =O, 77 

定理 得 证 。 = 

25 re Fe AE PAA: R'R"*" Fg € R", WR 

lim ||A(€) — A(€)Il = 9 
E—Ep|| 0 

那么 4 在 点 名 处 连续 。 

引 理 5.3 4A; ROR’ Anxn HHEEBRK, CHAE RES, de RA (&) LR 

在 ,那么 对 于 充分 接近 点 名 的 E, 4(E) AE, HA(-) ERE RES, 口 

证 明 : 可 仿照 参考 文献 [ 114] 的 思路 进行 证 明 。 首 先 证 明 对 于 所 有 充分 接近 点 名 的 E， 

4(6) 一 存在。 有 

A(€) = A(€q) — A(Eq) + A(€) = A(Eq)(In — K(€)) 

其 中 ， 

K(€) = A(&)7*(A(€q) — 4(6)) 

因此 , 有 

|K(E)I] < 4(o 一 用 4(6o) — ACE) II 
和 

io | (€)|| =0 

因为 4 RE iE, PVA TAP RIL RE WE, A 

|A(Eo) — ACEI < ae p=7 

其 中 , ge (0,，1) 。 可 推 知 - 
上)<8<1 

且 

(In — K(€)) 
存在 。 再 根据 

A(€)~* = (A(o)(In — K(€)))“* = In — K(€))7A(Eo)* 
Ho A(E) ARP RE MELA,
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接 下 来 证 明 4(.) 一 的 连续 性 ,注意 

| A(E) > — A(E)~*] = A(E) * — A(€q) "1 

= |\(Un — K(€))7! -— Tn) A(Eo) "I 

Bet, we || K(€) || <1, 根据 引 理 5.2， 有 

(In — K(€))"' —In = K(€)+ K7(6)4+---= K(6)Un + K(€) +---) 

因此 - 

(In — K(€))* = Tall < | (E) | + | (E)| + AO)? +) 

(E)Il 
~ 1- (Kl 

KP, | K(E) Il <1, Ama 

ot -| 下 
_1 GT I 

由 

1g _.g HEE) = 0 

可 得 
. a “ay 

iim IAG — Ao) I= 0 

定理 得 证 。 

: 

5.2 可 微 性 

微 积 分 的 基本 理念 是 利用 仿 射 函 数 对 函数 进行 近似 。 如 果 存 在 线性 函数 C: 玉 " 一 尺 ” 

Alea ye R”", HEME x eR", 都 有 

A(@) = L(a)+y 

BBA $f PRB A; R">R” E— Maa A. BERS: R"OR” Al 点 wo e 下 ”希望 找到 一 

个 仿 射 函数 4, BEACHES x PURE BS. SE, A OT ee 

-4(zo) = 天 co) 

FA A(x) =L(x) +y, Wy =f(x,) —L(x,). MLTR, BE 

L£(@) + y = L(@) — L(@o) + F(@0) = L(@ — wo) + F(xo) 

因此 , 仿 射 函 数 可 写 为 

-4z) =C(2 — ao) + F (zo) 

PEP HR, BORAT x BOT x, MRE, A(x) HEB RGET s(x) REMAKE, By 

im W@)- AC) _ | 
Bz, 2EN lz 一 Zo|| 

以 上 条 件 可 以 保证 4 在 点 o 附 近 实 现 对 的 近似 ， 即 保证 在 某 个 给 定点 上 的 近似 误差 是 

相对 于 该 点 与 zx 之 间距 离 的 一 个 “无 穷 小 量 ”。 

SAE PS: OR", OCR", WIRE PMT PAE EL x, PUT eS, BB
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么 就 称 函 数 .了 在 点 xu e 0 处 是 可 微 的 , 即 存在 线性 函数 C: 了 "一 R" ,使 得 
Ifle) - (Clz ~ wo) + F(a) || _ 

z 一 DO0zEQ lz 一 zol 

上 式 中 的 线性 函数 C 可 由 和 zxo 唯 一 确定 ,，C 称 为 了 在 点 :的 导数 。 如 果 函 数 注 在 定义 域 9 

上 处 处 可 微 , 那么 称 .在 Q 上 是 可 微 的 。 

在 及 中 , 仿 射 函 数 可 写 为 az +b 的 形式 ,其 中 , ga， pe 及。 因此 , 一 个 自 变 量 z 为 实 

数 的 实 值 函 数 . 妃 z) ,如果 它 在 点 2 处 可 微 , 那么 在 点 和 附近 , 其 函数 值 可 以 用 函数 

A(z) =axr+5b 

  0 

来 近似 。 

FA f(a) =A(a,) =an, +b A145 

A(z) = ar+6 = a(x — 29) + f(x) 

A(x) MAES}, HUMIC A L(x), WARE or, ASME My ERT, 那么 根 

据 可 微 的 定义 ， 有 

im Ho) 一 (一 zaj 十 fxzoj 川 0 
rrp |x 一 Z0| 

  

该 式 等 价 于 
in zz- _ 
了 一 20 尼 一 0 

4a 一 般 记 为 ,.P(xzo) , 称 为 了 在 点 加 处 的 导数 。 因 此 , 仿 射 函数 可 以 表示 为 

A(x) = f(z0) + f’(x0)(x — 20) 

该 仿 射 函数 是 了 在 点 和 处 的 切线 ,如 图 5.1 所 示 。 

人 

     Z=f(xo)+f(xo)(x=-xo) 

    
图 5.1 导数 的 示意 图 

5.3 导数 矩阵 

任意 从 屎 " 到 下” 的 线性 变换 ,特别 是 . 太 玉 " 一 及 ”的 导数 C, 都 可 以 表示 为 一 个 和 xn 

和 矩阵。 为 了 确定 可 微 函 数 . 产 限 " 一 及 ”的 导数 C 所 对 应 的 矩阵 表示 工 , 引入 了 " 空间 的 标准 

基 |ei，…，, en| 。 考 虑 向 量
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Zi 三 2Z0 十 如 ij， 了 三 1 ,7 

根据 导数 的 定义 , 有 

lng £1) = (Ube; + F(60)) _ g 

这 意味 着 , 对 于 了 =1, …, %, 有 

Ze ,是 矩阵 研 的 第 了 列 。 向 量 z 与 和 仅仅 在 第 了 个 元 素 上 存在 差异 , 该 元 素 上 的 差 值 为 上 
因此 ， 上 式 的 左边 等 于 仿 导 数 

    

Bx, (7) 

可 以 通过 回 量 中 每 个 元 素 求 极限 的 方式 来 计算 向 量 极限 , 因此 , 如 果 

fi(x) 

f(z) = 

Fm(a) 

那么 有 

| 52 (a0) 

F (a0) = : 
2; fim 

| az, (x9) 

ee LDWBH 

[24 fey) 2 Bete) Bene) 
Br, (70) ms 过 (oo = : : 

| Sem (ao) --- $f (ay)   

  

矩阵 研 称 为 了 在 点 zo 的 雅 可 比 和 矩阵 或 导数 矩阵 , 记 为 DCx ) 。 为 方便 起 见 , 常用 Dr(xu) 
表示 J 在 点 x 处 的 导数 。 根 据 以 上 讨论 , 可 以 总 结 出 定理 5.5。 

定理 5.5 ”如果 函 数 ,大 及 "一 及” 在 点 Yo 是 可 微 的 ,那么 三 在 点 Ja 的 导数 可 以 唯一 确 
定 ， 并 表示 为 m x 允 的 导数 短 阵 DJ(xo) 。 能 够 在 go 附近 对 函数 乌 进行 最 佳 近似 的 仿 射 函 
数 为 

A(x) = f(@0) + Df (xo)(@ — 20) 

Bp 

f(x) = A(z) + r(z) 

#L lim, ,,||r(2¢)|| / |x —x|| =0。 和 导数 甜 阵 DGxo ) 的 列 为 向 量 偏 导数 。 向 量 

of 
Bz, 0) 

是 函数 曲线 儿 在 点 go 的 切线 向 量 ， 可 通过 只 调整 % 的 第 了 个 元 素 的 值 求 得 。 口 

如 果 .F. 了 "一 及 是 可 微 的 , 那么 函数
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SE (x) 

Vi(z) = , = Df(a)! 
3h L (a) 

PAS HORE, PARE OR" 2 杰 " 的 函数 。 如 果 绘 制 梯度 向 量 YF(xz) ,其 起 点 为 点 x， 
箭头 表示 方向 , 如 此 可 将 梯度 表示 为 向 量 场 。 

给 定 函 数 . 户 及" 一 到， 如 果 梯 度 VF 可 币 , 则 称 ,了 是 二 次 可 微 的 ，VF 的 导数 记 为 

  

Ox? 82202x, Onn Ox, 

vf Pf... WF 
Df _ Oz,0x9q ons O02,0zr2 

fF _e fF |, aE 
O2;8rn zazDrn Ox? 

其 

wet, en F(x). 

给 定 函数 .AP: 0 一 及 "” ，Q CR"， 如 果 该 函数 在 Q 上 是 可 微 的 , 且 Bf: 0 一 有 "是 连续 

的 , 则 称 该 函数 在 Q 上 是 连续 可 微 的 , 即 .的 各 元 素 具 有 连续 偏 导数 。 满 足 这 种 条 件 的 函 

数 户 将 其 记 为 .Fe C。 如 果 .j 中 的 各 元 素 具 有 2 阶 连续 偏 导数 , 那么 记 为 .Fe C。 
WARS: ROR ER x 是 二 次 连续 可 微 的 , 那么 了 在 点 x 的 黑 塞 矩 阵 是 对 称 的 。 这 是 

微 积分 中 的 一 个 非常 著名 的 结论 , 称 为 克 莱 罗 定理 或 施 瓦 茨 定 理 。 然 而 , 如 果 的 二 次 偏 

导数 是 不 连续 的 , 那么 就 不 能 保证 黑 塞 矩阵 是 对 称 的 。 下 面 的 例子 能 够 证 实 这 一 点 , Ka 

例 也 非常 有 名 。 

例 5.1 函数 

                                                 

ile) = yore =3)/(e} +03), w #0 
a2=0 

下 面 计算 该 函数 在 原点 0Q =[0, 0]7 的 黑 塞 矩 阵 。 函 数 汪 的 黑 塞 矩 阵 为 

-| 对 SF 
依次 计算 黑 塞 和 矩阵 机 中 各 个 元 素 在 0 =[0, 0] 处 的 值 。 首 先 ,计算 

Of _ _O ( oF 
Ox? ~ Ox, Ox 

其 中 
OF (gy — [relat 03 + 4e}23)/(af +03), 40 
Oz 0, 2=0 

注意 

SF (01,07) =
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因此 ， 
an 

3a2 0 =0 

同时 ， 有 
闪避 ,za ) 一 

从 而 ， 混 合 偏 导数 为 
Of | 

Ox221 0)=-1 

BER, HE 
Pf _ do (24) 
Ox} - Or2 Ox 

其 中 ， 
OF og at) = ay (at — x3 — 4a}e5)/(a} + 23)? 240 

Oxo 1,42 0. 

ane 

注意 

Of T、_ 
Dang (Lr #2 )=0 

因此 有 

fo 

3300 =0 

同时 ,有 
Of + 

Gq, (191) = 

从 而 可 得 混合 偏 导数 为 

O*f 四 

0x29 0) =1 

最 后 ， 求 得 函数 在 原点 0 处 的 黑 塞 矩阵 为 

SAR eT ARSE a 

5.4 微分 法 则 

利用 函数 . 疡 了 一 了 "和 函数 9g: 及 "一 及 可 构成 复合 函数 9C7F(t )， 对 其 进行 微分 需要 用 

到 链 式 法 则 。 本 节 首 先 介绍 这 一 法 则 。 

EH5.6 w~Rg: DORA DCR LE THM, BS: (a, b)>D (a, bd) LT 
tk, MAEM LS BKN: (a, DOR, R(t) =g(f(t)) #(a, b) LE WRH, ERA
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用 人 
h'(t) = Dg( F(t) DF(t) = Val F(t)” |: o 

fit) 
WEA: ABM EL, Too A(t) EHH 

nit) = tien MORO — jig AFCO) = a FO) 
  im = lim 

sot s—t s—t s—t 

前 提 是 上 述 极限 存在 。 利 用 定理 5.5， 可 得 

9(F(s)) — 9 F(t)) = DoF O))(F(s) — FO) + r(s) 

He, lim, r(s)/(s-t) =0, Ast, 

gt 一 

令 s 一 上 ， 可 得 

区 = F(t) FO , -= de gms te 四 h'(t) = lim Dol FQ) 

HE PRISCA, SSF; R° OR" Allg: R°OR” RAAT eR, PAB: R"-R 

EMA A(x) =f(x)"g(x), BA h tea He, AL 

Dh(@) = f(a)’ Dg(a) + g(a)’ Df (x) 

最 后 , 给 出 多 变量 微 积分 领域 中 的 一 组 公式 。 这 些 公式 非常 有 用 , 利用 它们 可 以 计算 

各 种 不 同情 况 下 函数 关于 zx 的 导数 。 给 定 矩 阵 4 eR” Aly eR", A 

D(y 4z) =2 4 

特别 的 , 当 mma = 多 时 ,有 

DlzT4z)=zT(4+4T) 

WR y e 慌 ", 那么 由 第 1 个 公式 可 推 知 

D(y' x) = 
QR Q RXTE , 那么 由 2 个 公式 可 推 知 

D(a" Qa) = 22'Q 

RON, 4Q=1i, A 
D(ae' a) = 22! 

5.5 水 平 集 与 梯度 

函数 . 户 及 "一 及 在 水 平 ce 上 的 水 平 集 定 义 为 

S={a: f(x) =c} 

WES: ROR, KFRS HAHA, EBARWME; WS. ROR, KEES RARE 

组 曲面 。



最 优化 导论 (第 四 版 ) 

A562 FRR PH KABHK 

f(w) = 100(x2 — 27)? + (1-2), 2 一 [zli,za] 

该 函数 称 为 Rosenbrock 函数 ， 其 图 像 如 图 5.2 所 示 。 图 5.3 给 出 了 了 在 水 平 0.7、7、70、 

200 和 700 上 的 水 平 集 。 这 些 水 平 集 具有 像 香 蕉 一 禅 的 特殊 形状 ， 因 此 RosenbrocK 函数 

a WAR A EE BE 

               

WSL 
   

         

  

      

  

   

        

    
   

   

-1 -2 

  

    
  

  

图 5.3 Rosenbrock( 香 共 ) 函数 的 水 平 集 

当 提 到 点 yo 位 于 函数 j 的 水 平 为 e 的 水 平 集 $S 上 时 , 即 意 味 着 . 妃 xo) =c。 假 定 存在 一 

条 位 于 8 中 的 曲线 y, 可 以 用 一 个 连续 可 微 表 数 g : 及 一 及 " 进行 参数 化 , 同时 假定 g (加 ) =xo 

A Dg(t,) =v 40, 那么 吕 是 ?在 点 wo 的 切线 向 量 , 如 图 5.4 所 示 。 利 用 链 式 法 则 求 函 数 

h(t) =f(g(t)) FER tL PK, AG 

h'(to) = Df (g(to))Dg(to) = Df(ao)v 

Fay, HY MPSA, Ae



第 5 章 微 积 分 基础 49 
  

h(t) = f(g(t)) =e 2 
DBT h AK, lL, h’(t,) =0, 

Df(xo)v = Vf(xo)'v =0 

由 此 可 以 证 明 , 当 上 连续 可 微 时 ,以 下 定理 Analre 
成 立 ( 见 图 5.4) 。 

定理 5.7 “对 于 水 平 为 J(x) =.Fxo) 

的 水 平 集中 的 任意 一 条 经 过 点 go 的 光滑 曲 ) 

线 ,， 其 在 点 4a 的 切 向 量 与 函数 三 在 点 j 的 梯 
度 VF(xl ) 正 交 。 口 

根据 该 定理 , 可 以 说 VF(x, ) 在 点 如 正 交 图 5.4 恒 度 与 水 平 集中 任意 曲线 的 切 向 量 正 交 

于 水 平 集 $, 或 者 说 YA xo ) 是 水 平 集 在 点 xm 的 

法 向 量 。 同 时 , 如 果 VFxo ) 关 0, 那么 满足 所 有 VF(x,) (x -xu) =0 的 所 有 xx 组 成 的 集合 

称 为 水 平 集 $S 在 点 和 的 切 平面 (或 切线 ) 。 

接 下 来 将 会 发 现 ，YF(x ) 是 函数 在 点 xu 处 增加 速度 最 快 的 方向 。 由 于 VF(xu ) IE 

于 水 平 为 ARx) =Axv) 的 水 平 集 , 因此 , 可 以 推出 结论 : 一 个 实 值 可 微 函 数 在 某 点 增加 速 

度 最 快 的 方向 正 交 于 冰 数 在 该 点 的 水 平 集 。 

图 5.5 给 出 了 琐 数 为 疡 了 一 了 时 , 最 速 上 升 路 径 的 示意 图 。 在 图 5.5 中 . 在 阴影 曲面 

上 自 下 而 上 的 曲线 具有 如 下 性 质 : 曲线 在 (x, ,x, ) 平 面 上 的 投影 总 是 正 交 于 轮廓 线 。 由 于 

该 曲线 指示 的 是 丙 数 ,增长 速度 最 快 的 方向 , 因此 也 称 为 最 速 上 升 路 径 。 
F(x 4.Xp) 

V#(Xq) 

  

  

  

    
图 5.5 最 速 上 升 路 从 示意 图 

函数 .六 及" 一 及 的 网 像 为 集合 1[xz ,xz)] ,xxe 了 "| CR 了" ,函数 了 的 梯度 可 以 理解 

为 函数 图 像 的 一 个 切 平面 , 且 是 一 个 超 平面 。 更 进一步 , Ox, eR", z =f(x,),
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[xu, 2o] 了 "全 为 了 图 像 中 的 一 点 。 如 果 j 在 点 6 处 可 微 , 那么 了 的 图 像 在 5 =[xo, zo]” 
处 存在 一 个 非 垂 直 的 切线 超 平 面 。 经 过 点 上 的 超 平面 是 所 有 满足 

Wi(zI 一 Zol) 十 '… 十 un(zn — Lon) + v(z — 20) = 0 

AS [o,,-,@,,2]' eR MHA, HP, Mitlu,,--,u,,v) eR’ ERM Ta 

, (EEO EE ( Bl v 40), S 
- da 一 

v 

可 将 上 面 的 超 平 面 方程 重 写 为 

z 一 由 (2Z1 一 Z01) 十 :十 da(zn — Fon) + 20 

上 式 中 等 号 右 端 可 以 理解 为 一 个 函数 z: 了 "一 了 月 。 由 于 超 平面 与 函数 了 的 图 像 相 切 ， 函 数 
和 z 在 点 yx 必定 具有 相同 的 偏 导数 。 因 此 , 如 果 . 在 点 x, 处 可 微 , 那么 其 切线 超 平面 可 以 

由 梯度 表示 : 

z-—2z9 = Df(xo)(@ — ao) = (a — Zo) ' Vf (xo) 

5.6 泰勒 级 数 

泰勒 公式 是 最 优化 领域 中 诸多 数值 算法 和 模型 的 基础 , 它 由 泰勒 定理 给 出 。 

定理 5.8 RHE, RL HKS, R-REEM[a, DI LE mMEA TAM, Bp 

feC", +h=b-a, A 

_ A ea) h? (2) ne" e(m=1) £(0) = F(a) + F(a) + FFM) + + GaN) + Rm 
上 式 称 为 泰勒 公式 ， 其 路 "表示 了 的 壮 阶 导数 。 有 

hm(L- bm- Rhm ， 
Rp = f' '(a+0h) = — fi \a+6'h) 

其 中 9, ge(0,1)。 口 
证 明 : 尺 , 称 为 余 项 , 下 面 证 明 余 项 公式 成 立 。 已 知 

2 m-1 

Rem = $(0) = Ha) = FFM (a) = Fa) = 2 — FM) 
HEA PH a SRA vo, THI BK Q(x): 

一 _ 2 

Qm(x) = f(b) — f(z) - b F(a) _ (6 = f(@) 

  

  

    

对 gu(z) 进 行 一 阶 微分 ， 可 得 
ala) = f(a) + [4a ~ FE FO) 

4 [2252 1a) _ Co a) fees 

_— pym—2 _ @\m—-1 

+ [(m = 1) SoS pong) — CHS prea 
6-2)" 一 1 

TO 
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Jsog,(b) =0 Hg, (a) =R,, 利 用 中 值 定理 ， 可 得 

9m(b) — 9m(@) — (1) 
ST Im (a + Gh) 

其 中 , ge(0, 1)。 上 式 等 价 于 

-2 _ Caer (a + 0h) = a + 6h) 

Ait, WH 

Ry = “es (a + 6h) 

关于 公式 
Rm = =f (a+ 6h) 

的 推导 过 程 ， 可 参见 参考 文献 [81] 或 参考 文献 [83] 。 | 

泰勒 定理 的 一 个 重要 性 质 就 是 余 项 玉 ,的 形式 。 在 继续 讨论 这 一 问题 之 前 , 先 引 入 阶 

符号 : O 和 Oo 

令 9 表示 定义 在 原点 0 到 "的 邻 域 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 且 有 如 果 x 关 0, WW g(x) £0, 

函数 .F 0 一 尺 "” 的 定义 域 为 QQCR", 包含 原点 0O。 有 

1. .fx) =O(9(z) ) 表 示 商 | .xz) 1719(x)1 在 原点 0 附近 有 界 , 即 存在 天 >0 和 5>0， 

(EAE MU || x || <6, xe O, BA || F(x) || /lg(x) 1 <K, 
2. f(x) =0(g(x)) BRE 

， | Fo 
steer |g(a)| 一 

符号 0(9(x) ) 表 示 一 个 在 原点 0 的 邻 域 上 有 界 的 函数 , 这 一 边界 可 通过 对 函数 9(z) 

进行 适当 缩放 得 到 。 以 下 顺 数 都 属于 这 一 类 函数 : 

ex 一 O(zr) 

| = O(2?) 
Qn? + 3x4] 

® cosz = O(1) 

® sing = O(z) 

FES 0( g(x) ) PARAM F PAK g (x) HE ERT SY PHBL, Bllim, , || o(g(x)) || 7 

g(x) 1 =0, FA HABER TIX K PAK 

e x? = o(z) 

3 

° a se = o() 

e x? = o(x?) 

e x= 0(1)



52 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

可 以 看 出 , 如 果 .Ax) =o(9(xz)), 那么 有 .Fx) =O(9(z))( 反 过 来 不 一 定 成 立 ) 。 同 
时 ,如 果 .Fx) =O(lz 52) ,那么 对 于 任意 s >0, BA S( x) =0(||x ||?*). 

CMa fe", FHEHHAMA 

Rm = 2 f™ (a+ 6h) 
m. 

其 中 , ge (0, 1)。 将 其 代入 泰勒 公式 ,可 得 

f(b) = faye Kas Epa) teh + fo Da 二 (a+ 6h) 

利用 三” 的 连续 性 ,可 知 当 /一 0 ， 有 Jataim at， BS” (a + 0h) =f" (a) + 

o(1) 。 因 此 ， 

  

“1a + Oh) = f(a) + o(h™) 

这 里 用 到 了 pr"o(1) =o(j") 。 因 此 ,可 将 泰勒 公式 重 写 为 
2 m 

f(b) = Fla) + Fs M(a) + FFPMa) +--+ soa) + oh") 
we— 2, (Be Pa fe CC", ABA RTL ESCA o( kh”) BRA O(h™), Alt, RMA 
Raa, SMDRMARA 

_ A aq) h® (2) Am e(m) f(b) = f(a) + i (a) + af (a) +--+ mit (a) ++ Rm4i 

  

其 中 ， 

amt} ?7 十 1 7 
已 n+1 = mont + a+ 0h) 

HH, 6’'e(0,1), HFS” #La, 0) LEA RAS ( He 4.2 FT), AT 

Ras = O(h™*?) 

Bvt, APE eC, SEA 
2 m 

F(0) = fla) +B F%a) + fa) +--+ ™ pom (a) + O(n) 
下 面 讨 论 实 值 函数 . 疡 了 "一 及 在 点 xo e 恨 "的 泰勒 级 数 展开 式 。 假 定 .Fe CC , ox Hix, 

表示 取 " 中 的 点 , & 2(a) =x, +0(K —x, )/ xz -xo1 。 定 义 函 数 由 : 了 一 六 为 

o(a) = f(z(a)) = f(@o + a(a — a)/||a 一 zol 

利用 链 式 法 则 ,可 得 一 阶 导数 为 

#(a) = fia) 
_ _ (@ — 20) = D§(2(a))De(a) = Dfe(a)) f= — 2 
= (@ ~ a0)" Df(z(a))7 /|je — a0 

  

二 阶 导 数 为



  

  

8a) = £8 (a) 

-的 
全 二 2reo 
= B= 20) pippya(ay)" (a) 

= pgp 2)" D*F (2a) (w - 20) 

= Terme ® ~ 20)" D8 (#(a))(@ ~ 26) 
其 中 ， 

af sob Lee sek, 

py |e BE ahs 

由 于 
j@= gz -aol 
=40+ a Fal (0) 4 R= Bl” 9100) + oe — wall) 

从 而 有 
f(a) = f(a@o) + 7 PL lao) (@ — ao) 

+ 57 — #0)" D?f(wo)(w ~ ao)+odlz 一 zol 
WRB e C°, ARASH AH RIERA R,, Bll 

f(@) = f(a) + {DS (wo)(w — 20) 
+ 5j(@ ~ wo)" D*f(@o)(@ — a0) + Ollie — aol*) 

最 后 给 出 中 值 定理 , 它 与 泰勒 定理 密切 相关 。 

定理 5.9 如 果 函 数 户 了 "一 R" 在 开 集 QCR" 上 可 微 , 那么 对 于 任意 两 点 WE0Q， 

Fife KEE M, 使 得 " 

f(x) — f(y) = M(x -y) 

成 立 。 口 

将 泰勒 公 式 ( 此 处 令 ma =1) 应 用 于 .中 的 每 个 元 素 即 可 得 到 中 值 定 理 。 容 易 看 出 , 针 
Mx Aly 之 间 的 线段 中 的 点 计算 怒 F( 对 于 不 同 的 行 , 线段 端点 不 同 ) , 矩阵 屠 中 的 各 行 就 

直接 对 应 着 Zr 中 的 各 行 。 
若 要 进一步 了 解 微 积分 的 相关 知识 ,可 参见 参考 文献 [ 183, 81, 88, 115，120,，134 ] 。



54 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

实 分 析 的 基础 知识 可 参见 参考 文献 [2, 112] , 更 深入 的 知识 可 参见 参考 文献 [89, 111 ] 。 

关于 符号 O 的 有 关 说 明 , 可 参见 参考 文献 [77] 的 第 104 页 至 第 108 页 。 

习题 

5.1 试 证 明 使 lm _.. A* =O 成 立 的 充分 条 件 为 14 1 <1。 

5.2， 试 证 明 对 于 任意 矩阵 4 及"” ,都 有 ” 

5.3 

5.4 

5.5 

5.6 

5.7 

5.8 

5.9 

5. 10 

|Al| = max |Ai(A)| 

提示 : 利用 习题 5.1 的 结论 。 

考虑 函数 

j(z)=(a z)(b z) 

其 中 ww 、 2 和 x 是 郊 维 向 量 。 

a. 计算 VCx) ; 

b. 计算 黑 塞 矩 阵 严 (x) 。 

CaaS: POR Al g: ROR? 5} 5 SOW f(x) =2°/6 +-.25/4 Al g(t) =[8t +5, 2¢-6]"', > F; Ro 

RW F(t) =flo(t)), AVARESIWTT IES (1) 0 

tiie fx) =m,0,/2, g(s, t) 日 =[4s +34, 2s + 引 7， 利 用 链 式 法 则 计算 Kg(s, )) ASIO(s, )). 
4&xe(t)=[es+!, O,t+1]", teRAS(x) = +22o + =[2 0, 2] < 本， 试 计算 

号 (xz(D) ) ,将 其 写 为 + 的 函数 。 
已 知 .xz) =o(g(x))， 试 证 明 对 于 任意 s >0, 存在 65>0, 使 得 如 果 lz || <5, A Il F(*) || <elg(x) I, 

利用 习题 5.7 的 结论 证 明 , 如 果 函 数 户 了 "一 及 和 9: 了 "一 到 满足 FKx) = -9(x) +o(9g(x))， 且 对 于 所 
AK 240, 都 有 9g(xY) >0, BAN THA EB)H x40, MAS(x) <0, 
令 

Sili,22) = 2} — 23 

fa(r1,22) = 22,22 

在 同一 张 图 中 绘 出 与 廊 (2 ,好 ) =12 和 卢 (2 ,和 2) =16 对 应 的 水 平 集 。 在 图 中 标记 出 满足 .Fox) = [及 

(2 和) ,万 (zi)] =[12, 16] 的 点 Y=[z, ao] 。 

写 出 下 列 函 数 在 给 定点 zo 的 泰勒 级 数 展开 式 ， 忽 略 其 三 次 及 更 高 次 项 。 

3.、j(z) = Tie-z2 十 Za 十 1 20 一 [10 

b. f(x) = xf + 22223 + x4, eo = [1,1]" 

c. f(a) =e! —72 + et +42 4. 2, 4+ 29 +1, Bo = (1, 0)"
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6.1 引言 

本 章 讨论 如 下 形式 的 优化 问题 
minimize f(x) 

subject to we 

其 中 , 函数 户 R" > R PRA A pe eR PMP, AE PS, AI 

FRAN x, RRS ABE), x eh n HE, RN x = [9,, %, +, 0, ]' © 

R", %,, 2%, °°, ©, ARM, HAO ARREE, REO fe n HEB lB] R" A —ThF 

集 , 称 为 约束 集 或 可 行 集 。 
上 述 优化 问题 可 以 视 为 一 个 决策 问题 , 旨 在 从 约束 集 0 中 找 出 “最 好 的 "决策 变量 向 

Bx, PREY” Me, BHR A AS) We, BAe SEAR 

集 D 上 的 极 小 点 。 同 一 问题 可 能 存在 很 多 个 不 同 的 极 小 点 。 在 这 种 情况 下 ,只 要 给 出 任 

一 极 小 点 就 可 以 了 。 
有 一 些 优化 问题 要 求 使 得 目标 函数 值 达 到 最 大 , 即 最 大 化 问题 。 对 于 这 类 问题 ， 需要 

寻找 其 极 大 点 。 极 小 点 和 极 大 点 统称 为 极 值 点 。 最 大 化 问题 可 以 等 价 转换 为 最 小 化 问题 ， 
只 需要 将 目标 函数 了 取 负 ， 即 变换 为 -了 即 可 。 因 此 , 不 失 一 般 性 , 可 以 只 考虑 最 小 

化 问题 。 
土 述 问 题 是 有 约束 优化 问题 的 一 般 形式 ， 约 柬 变量 只 能 从 约束 集 Q 中 取 值 。 如 果 

0 = R", 则 该 问题 就 成 为 一 个 无 约束 优化 问题 。 本 章 讨论 的 是 一 般 形 式 优化 问题 的 基本 

性 质 ,， 自然 包括 无 约束 优化 问题 。 本 部 分 中 的 其 他 章 将 讨论 无 约束 优化 问题 的 欠 代 求 

解 算法 。 

AR XEOMARGAR . A, ARR O URNA O={x:h(x) =0,9(x) <0}, 

其 中 , 天 和 39 表示 由 函数 组 成 的 向 量 , 这 种 形式 的 约束 称 为 函数 约束 。 本 章 讨 论 的 是 集合 

约束 的 情况 , 包括 Q. = 到" 这 一 特殊 情况 , 即 无 约束 的 情况 。 第 三 和 第 四 部 分 将 讨论 函数 

约束 下 的 优化 问题 。 

在 讨论 上 述 优化 问题 的 最 优 性 条 件 之 前 ,首先 给 出 两 类 极 小 点 的 定义 。 

定义 6.1 存在 一 个 多 元 实 值 函 数 广 了" -了 月 ,定义 域 为 Q C 有"。 对 于 定义 域 D 中 的 

—N x" | WRB He >0, THAR | x—-x' | <c,x ce O\x'| MHSx, FF 

A f(x) Sf(e*) RRA, WA’ ABKSAELKO PYH-PAPMD AR, soRet FH 

Axe ON}, REAS( x) S f(x") BRA, WAX ZBKSEELBO PH-4RA 

局 极 小 点 。 a
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如 果 将 上 述 定 义 中 的 .Kx ) S f(x) RRA (x) >.7x ) ,那么 局 部 极 小 点 和 全 局 极 

小 点 则 对 应 成 为 严格 局 部 极 小 点 和 严格 全 局 极 小 点 。 图 6. 1 给 出 了 当 ?” =1 时 , 即 某 个 一 

元 羡 数 的 局 部 极 小 点 、 全 局 极 小 点 和 严格 全 局 极 小 点 。 

F(x) 

1 
上 3 一 一 

o! x X2 X3 * 

网 6.1 某 函 数 的 极 小 点 : ,一 一 严格 全 局 极 小 点 ; zs 一 严格 局 部 极 小 点 ; x; 一 一 ( 非 严 格 ) 局 部 极 小 点 

函数 在 定义 域 0 上 的 全 局 极 小 点 “可 以 表示 为 .Kx ) = min.-of(xz) 或 x = 

arg min. .no7z) 。 如 果 不 存在 约束 , WUT LAREN x “= arg min, f(x) 或 x*= argminxz)。 
换 句 话说 , 对 于 实 值 函 数 几 arg min.fz) 指 的 是 能 够 使 函数 达到 最 小 的 自 变 量 。 通 常 可 

以 假定 arg min.FKx ) 是 唯一 的 (如 果 超 过 一 个 , 则 任 选 其 中 之 一 即 可 ) 。 比 如 , 对 于 某 个 一 
元 函数 户 R 一 了 ,PKz) =(2+1) +2% 可 知 无 约束 情况 下 , arg min f(a) = -— 1, SAF TEL 

xe QO, Mae SO, H/) AW arg min,,,f(x) =0, 

严格 的 说 ， 只 有 得 到 了 优化 问题 的 全 局 极 小 点 , 才 意 味 着 问题 得 到 了 解决 。 实 际 上 ， 
全 局 极 小 点 是 很 难得 到 的 。 因 此 , 在 实际 应 用 中 , 通常 只 需要 找 出 局 部 极 小 点 就 可 以 了 。 

6.2 局 部 极 小 点 的 条 件 

本 贡 讨 论 局 部 极 小 点 x "满足 的 条 件 。 首 先 , 回顾 一 下 关于 ?% 元 实 值 函 数 . 户 了 "一 玉 的 

求 导 问题 。 函 数 了 的 一 阶 导 数 丸 为 

Df= ES Of . 过 | 
Ox,' Ox’ ; On 

函数 了 的 梯度 VF 正 好 是 导数 Rr 的 转 置 , 即 VYf = ( 卫 记 7 。 函 数 了 的 二 阶 导数 了 "一 及 , 也 称 

为 黑 塞 矩 阵 , 可 表示 为 

    

She) +. 52 f(a) 
F(a) = D? f(x) = 

wet (@) F(a) 

例 6.1 求 二 元 函数 .Fi 2) =52 +8x, +2,", —2% -202 KH— Mp fe— Mh EK, 

一 阶 导数 为 

Df@) = (i (e))" = | SA (@), SL @)] = (6-+ 2 — 22,84 2 — Ao
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FRA 

. Fi(x) 52£-(2))_ [-2 1 _ 2 _ Ory 022021 = 

优化 问题 的 极 小 点 可 能 位 于 约束 集 Q 的 内 部 , 也 可 能 位 于 边界 上 。 为 了 讨论 位 于 边 

界 上 的 极 小 点 需要 满足 的 条 件 , 需要 引 人 可 行 方向 的 定义 。 

定义 6.2 对 于 向 量 @g e 了 "*， 加 和 0 和 约束 集中 的 某 个 点 守 E 人 ,如 果 存 在 一 个 实数 

a, >0, ES THA ac[0,a,],xr+adWREHREA, Px t+ade O, MHd Ax 

处 的 可 行 方向 。 醒 

可 行 方向 的 几何 演示 如 图 6.2 所 示 。 

  

图 6.2 可 行 方向 在 二 维 空间 内 的 演示 。@@ 是 一 个 可 行 方向 , 号 不 是 可 行 方向 

dn Sf: R° > REX se 0 处 的 可 行 方向 , 则 函数 了 沿 方 向 妈 的 方向 导数 

af/ac 可 表示 为 

of _ f(a +ad) — f(x) 
aa) 一 jim, a 

XthA—TE AR. WAR || d || =1, 那么 方向 导数 asd 表示 的 是 函数 了 的 值 在 x 处 沿 

Fill d MIBK, AHA MPM, 假定 yx 和 地 已 知 , 这 样 .ARx + ad) 就 变 成 了 关于 a 

的 函数 ， 有 

oa) = <i (e+ad) 
a=0 

应 用 链 式 法 则 ,可 得 

FF (a) = 4 fw + ad) Vile) d= (s@)d) =a" Fa 

FEAT GL, “Sd APL || a 1 =1) 时 ， 函数 了 的 值 在 x 处 沿 方向 过 的 增长 

率 可 以 用 内 积 (YFxz) , d) 表示 。 

例 6.2 XSABKS RP ORASx) = 20,2,, ELF MAH 
+ 

d= 34] 
2 2 /2 

  

Rf GA d OA wy -FHrA
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Of 1/2 T2923 +2173 + V2zizo 
aa =) = Vi(a)'d = [rer3, 2123-2122] 1/2 = rr 

1/V2 

Ht | adil =1, Ast, RHEE SKA KEA Hd HBKE, a 

介绍 了 前 面 这些 预 备 知识 之 后 , 下 面 给 出 并 证 明 极 小 点 所 满足 的 有 关 条 件 。 首 先 讨论 

极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 。 

定理 6.1 一 阶 必要 条 件 。 多 元 实 值 函数 了 在 约束 集 Q 上 一 阶 连 续 可 微 , 即 让 < C 1， 

约束 集 Q 是 疏 " 的 子 集 。 如 果 Y "是 函数 三 在 QQ 上 的 局 部 极 小 点 ， 则 对 于 xx * 处 的 任意 可 行 

AA, RA 

d'Vf(x*) =0 

成 立 。 口 

证 明 : 定义 

wa) =a* +adeN 

Heo x(0) =x", ELAS BK 

p(a) = f(x(a)) 

由 泰勒 定理 ， 可 得 

f(x" + ad) — f(a") = ¢(a) — 6(0) = ¢'(0)a + ofa) = ad’ Vf(x(0)) + o(a) 

HP, a20,0(a) AAHAMAR)(HOMA-—ABAPWMRKAS), Hx’ ZAR) 

点 ,因此 , Ha > OLB DH, BA S(x'+ ad) = f(x"), Pb(a) => O(0), HHA, 
d' Vf(x") 20 (2IM5.8), = 

图 6.3 给 出 了 定理 6. 1 的 几何 演示 。 

  

f=3 f=2 f=1 

6.3 ”有 约束 情况 下 极 小 点 一 阶 必要 条 件 演示 。x*': 不 满足 一 阶 必要 条 件 , xs 满足 一 阶 必要 条 件 

一 阶 必 要 条 件 还 可 以 采用 方向 导数 的 形式 进行 表示 ,， 即 对 于 所 有 的 可 行 方向 巡 , 都 有 

Of, 
aq (= ) 20 

tHE BL, STB oe”, EZR OA, BRS EL x ERT el od 的 增



60 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

长 率 都 是 非 负 的 。 利 用 方向 导数 的 概念 , 可 以 对 定理 6. 1 进行 证 明 。 由 于 对 于 x“* 处 任意 
可 行 方向 @, 总 存在 一 个 支 > 0 , 对 于 所 有 ae(0, 5) , 都 有 下 式 成 立 : 

f(a") < f(@* + ad) 

BA 
flat tad) ~ fla) . , 

“ a 

对 左 侧 求 w 0 时 的 极限 , 正好 是 函数 在 x* 处 沿 着 方向 df 的 方向 导数 , 因此 有 

OF (gr) > 0 
Od “ 

局 部 极 小 点 "位 于 约束 集 Q 的 内 部 时 ( 见 4.4 节 ), 可 视 为 定理 6. 1 的 一 种 特殊 情况 。 

在 这 种 情况 下 , 任意 方向 都 是 x "处 的 可 行 方向 , 因此 可 得 到 如 下 推论 。 

推论 6.1 局 部 极 小 点 位 于 约束 集 内 部 时 的 一 阶 必要 条 件 。 多 元 实 值 函 数 j 乒 在 约束 集 QQ 
上 一 阶 连续 可 徽 , 即 让 s CL ,约束 集 @0 是 了 "的 子 集 。 如 果 是 函数 了 在 Q 上 的 局 部 极 小 

点 ， 且 是 0 的 内 点 ， 则 有 

Vj(o”)=0 

成 立 。 口 

证 明 : 由 于 x* 是 @0 的 内 点 , 则 任意 ge 形 " 都 是 X%* 处 的 可 行 方向 ， 因 此 ， 对 于 任意 

Ce R" ,都 有 qd VFz 0 fe -daVf(x*) 三 0 同时 成 立 。 由 此 可 知 ,@ VCxX ) =0 对 

于 所 有 的 @ ER" 都 成 立 。 显 然 , VF(xz ) =0。 a 

例 6.3 考虑 如 下 有 约束 优化 问题 

minimize x} + 0.523 + 3x2 +4.5 

’ gubject to 21,22 20 

斌 回答 以 下 问题 ， 

axX=[1,3]7 是 否 满足 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 条 件 ? 

b. x =[(0, 3] 是 否 满足 局 部 极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 ? 

c. %=[1,0] 是 否 满足 局 部 极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 ? 

d. xx=[0,0] 是 否 满足 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 条 件 ? 

f#: At BRAE—-A-AK ADH S; ROR, f(x) =2, +0.5925 +392, 4+4.5, RE 

x=[a,, 0,]" BRS MKF Roe A 6.4 He, 

a. 在 Y =[1,3] 7 处 ,函数 三 的 梯度 为 VF(Y) = [2zi，za +3] =[2, 6]7。x 是 约束 
集 Q =1x: 罗 20, 和 0 的 内 点 ， 因 此 ， 只 有 当 Vf(w) =0 时 才 满 足 一 阶 必 要 条 

件 。 很 明显 ,点 汉 =[1, 3] 不 满足 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 条 件 。 

b. 在 Y=[0,3] 处 ,函数 了 的 梯度 为 FLY) =[0, 6] - ; 对 于 某 个 方向 @ =[d, d,]", 

A d'Vf(x) =6d,, WRAAX KH TTA GH, WLM d, 20, d, TARLER 

数 , 因此 , =[0, 3] "不 满足 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 条 件 ， 因 为 心 可 以 为 负 值 。 比 
如 , @ =[1, -1] "是 一 个 可 行 方向 , 而 di VFY)=-6 <0,， 显然 不 满足 一 阶 必要 条 件 。
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c. x=[1,0]' 2, BR EHRAAV (x) = 4   

      

[2,3]', Ad’ Vf(x) =2d, +3d,, Rd pm NN SN \ 

AXKOGTTF A, MLRBRA,>0,d J ON 

TAREE EKR, tee, d=[-5, 1] 是 TAR 
一 个 可 行 方向 , A VG) = -7<0, BPN 
此 ,x =[1,0]7 也 不 满足 局 部 极 小 点 的 一 NON ON 
阶 必要 条 件 。 pm NX 、 \ 

d. 在 Y=[0,0] 处 ,函数 三 的 梯度 为 VFKz) = NN \ 

(0,3]', Ad'Vf(x) =3d,, RAY d,20 . NA 

和 几 >0 同时 成 立时 ,df 才 是 可 行 方向 。 因 % 和 sl 
Be, = (0, 0] 满 足 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 

图 6.4 例 6.3 zi 条 件 ， 例 6.3 中 目标 函数 的 水 平 集 

例 6.4 图 6.5 给 出 了 移动 无 线 通信 系统 的 简化 模型 (为 了 便于 计算 ,基站 之 间 的 距 
离 已 按 比 例 缩小 ) 。 移 动 电 话 用 户 位 于 点 巡 处 ,如 图 6.5 所 示 。 

2 
  

  

  

主 基站 | 一 | 相 邻 基站 

1 1 

二- 

-————+| 移动 电话 用 户 

图 6.5 移动 无 线 通信 的 简化 模型 

可 以 看 出 ， 共 有 两 组 基站 天 线 ， 分 别 为 主 基站 天 线 和 相 邻 基站 天 线 。 两 组 天 线 以 相同 

的 功率 向 移动 电话 用 户 传 输 信 号 。 用 户 接收 到 的 基站 信号 功率 与 用 户 和 基站 之 间距 离 的 

平方 成 反比 关系 。 希 望 为 移动 电话 用 户 找到 一 个 合适 的 坐标 位 置 , 使 得 信号 干扰 比 最 大 ， 

即 用 户 接收 到 的 来 自主 基站 信号 功率 与 来 自 相 邻 基 站 信号 功率 之 间 的 比例 最 大 。 

利用 一 阶 必 要 条 件 可 以 解决 这 一 问题 。 用 户 与 主 基站 天 线 之 间距 离 的 平方 为 1+ 人 好， 
与 相 邻 基站 之 间距 离 的 平方 则 为 1+(2 -2) 2 。 因 此 ,信号 干扰 比 为 

1+ (2-2)? 
f(z) = 1+ Gea 

THK BERG, TAF 

, —2(2 — x)(1+ 2?) — 22(1 + (2-2)? f(a) = ( ) aap ( )*) 

_ 4(x? — 2x — 1) 
(1+ x2)? 

由 一 阶 必要 条 件 可 得 ,在 最 合适 的 位 置 Z kh, BAS (2c?) = 0 成 立 。 求 解 这 一 方程 可 
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得 z=1- 或 %=1+w ， 对 比 这 两 个 解 对 应 的 目标 函数 值 后 发 现 ,z"=1- 亿 才 是 用 

户 的 最 优 位 置 ， a 

KEY BF BT A os, BF Bee 2 ET AR 1 - V2 A + V2 SE 

优 解 。 在 接 下 来 的 例子 中 , 可 以 发 现 , 利用 一 阶 必 要 条 件 来 排除 备 选 的 最 优 解 并 不 适用 于 

所 有 情况 ; 但 是 , 在 某 些 情况 下 , 可 以 对 优化 问题 进行 适当 转换 , 使 其 能 够 满足 一 阶 必 要 

条 件 的 应 用 要 求 。 

例 6.5 考虑 如 下 的 集合 约束 优化 问题 ， 

minimize f(x) 

subject to 2EQ 

HP, O=}[a,, 2,]": a +95 =1}, 

3. 对 于 约束 集中 的 某 个 点 YegQ , 找 出 其 所 有 的 可 行 方向 。 

b. 找 出 约束 集 O 中 所 有 满足 一 阶 必要 条 件 的 点 ， 即 备 选 的 最 优 解 。 

c. 利用 一 阶 必要 条 件 是 否 能 够 从 备 选 的 最 优 解 中 排除 非 最 优 解 ? 

d. 利 用 极 坐 标 变换 ,对 决策 变量 向 量 w ee Q 进行 参数 化 , 将 其 写 为 单 变量 0 的 函数 : 

xy =cos@ zg =sin@ 

这 样 ， 该 问题 就 成 为 一 个 无 约束 问题 (决策 变量 为 0) ,利用 一 阶 必 要 条 件 可 导出 该 

问题 的 极 小 点 所 满足 的 必要 条 件 :w "egQ 是 局 部 最 优 值 , 那么 对 于 满足 某 种 条 件 的 

KAA Md, 都 有 CIVFxz") =0 成 立 。 试 指出 @ 应 该 满足 的 条 件 ， 

解 : 

a EEE x "eg 处 ,都 不 存在 可 行 方向 。 

b. 由 a 的 结论 可 知 ,约束 集 Q 中 所 有 点 都 满足 一 阶 必 要 条 件 。 这 就 意味 着 所 有 点 都 

是 备 选 的 局 部 极 小 点 。 

c. 一 阶 必 要 条 件 无 法 从 备 选 的 局 部 极 小 点 中 排除 非 极 小 点 。 

d. 构造 复合 函数 户 (9) =F(g(6)), 其 中 , 函数 g(9) 为 二 值 函数 妈 : 及 一 月: ， 自 变量 为 

6, M@kAx =[2,,2,]' .. BK g(0)4—-M FRA Dg(O) =[ -sind, cosd}", 

由 链 式 法 则 可 得 

h'(8) = Df (9(8))Da(8) = Dg(6)' Vf (9(9)) 

ZE Dg (Ox =g(OKEAREO tH, LHI, Dg(O)45 x =9( 0) 

JER , 

wR EO RABID HR, Sx'=9(0"), OP ALS BKK O) MBDA, RE 

Picket, Te h'(0°) = 0, 这 意味 着 对 于 所 有 与 约束 集 Q 在 x" 处 相 切 的 方向 

AKFRRHRH XN’ ERMA Md), BA d' V(x") =0, a 

接 下 来 给 出 局 部 极 小 点 满足 的 二 阶 必要 条 件 。 

定理 6.2 局 部 极 小 点 的 二 阶 必 要 条 件 。 多 元 实 值 也 数 乒 在 约束 集 Q 上 二 阶 连 疆 可 

徽 , 即 太 e @ ,约束 集 QI 是 下 " 的 子 集 。 如 果 w* 是 函数 扩 在 Q 上 的 局 部 极 小 点 ,到 是 % "处 
的 一 个 可 行 方向 , 且 @ TVfxz) =0, 则 有
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d' F(x*)d >0 

ie FARR MLE, 口 
证 明 : 利用 反 证 法 进行 证 明 。 假 定 在 局 部 极 小 点 "处 存在 一 个 可 行 方向 @E， 满 足 

d'Vf(x") =0, Hd'F(x')d<0, 4x(a) =x*+ad, ZX RF BR 

(a) =f(x*+ad) =f( x(a) ) 
ye ELT 得 

2 

o(a) = 4(0) + 60) + ofa?) 
根据 前 面 的 假设 ,可 得 由 (0) =dTVFx) =0, 6"(0) =d F(x')d <0, Ast, Sa RB) 

时 ， 有 
a? 

d(a) — (0) = 4"(0)F + 0a?) <0 

Bp 
f(z" + ad) < f(x") 

这 与 % 是 局 部 极 小 点 的 假设 相 了 矛盾 。 因 此 一 定 有 

6"(0) =d' F(x*)d >0 a 

推论 6.2 局 部 极 小 点 位 于 约束 集 内 部 时 的 二 阶 必要 条 件 。 多 元 实 值 函 数 乒 在 约束 集 0 

上 二 阶 连续 可 微 , 即 让 es C” , 约束 集 @Q 是 到" 的 子 集 。 如 果 "是 函数 六 0 一 R, rscCc 在 QQ 

上 的 局 部 极 小 点 ， 且 是 人 的 内 点 ， 则 有 

Vf(z")=90 

BSR P(x") EES (F(x) 20), CHA, STRAM MS deER’ , HA 

d' F(x*)d>0 口 

WER: 当 %“* 是 约束 集 的 内 点 时 ， 所 有 的 方向 都 是 可 行 方向 , 根据 推论 6.1 和 定理 6.2 

即 可 证 得 上 述 结论 。 a 

下 面 的 例子 说 明了 必要 条 件 的 非 充 分 性 。 

例 6.6 4828S BH f(x) =2’,f: ROR, HTS'(0) =0,/"(0) =0, Ast, & 

c=0 DH BL—M FKL LEAH, WH, ce =0 并 不 是 一 个 极 小 点 ， 如 图 6.6 所 示 。 OF 

例 6.7 FRAP BM f(x) =27 -22, ff. POR, RMVE(x) =[2x,, -27,]* =0 
可 得 到 满足 一 阶 必要 条 件 的 点 , Px =[(0,0])', BSH BREA 

ro-f 3 
FRAC, Pt TRH SE d, eR’ (ded, =(1,0]"), Ad\Fd, >0; HF 

Hey $ d,(4ed,=(0,1]"), RA da} Fd, <0, Ast, x=[0, 0] KALA LES 

H+, RRB, BRK f(c) =a oo HARWAC.7 HR, 2 

接 下 来 给 出 局 部 极 小 点 * "满足 的 充分 条 件 。
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A F(x) 
f(xj=x3 

0 “x 

Al6.6 点 Y=0 同 时 满足 一 阶 和 二 阶 图 6.7 PRBS (x) =2) -2) HR. x =0 HEP 

必要 条 件 , 但 不 是 极 小 点 要 条 件 ,但 不 满足 二 阶 必要 条 件 ,不 是 极 小 点 

定理 6.3 局 部 极 小 点 的 二 阶 充分 条 件 ( 局 部 极 小 点 为 内 点 ) 。 多 元 实 值 函 数 扩 在 约束 

集 上 二 阶 连续 可 微 , 即 让 es CE ,是 约束 集 的 一 个 内 点 ， 如 果 同 时 满足 

1. Vf(x") =0, 

2. F(x") >0, 

R) x ZB Sf H— PPB BM A, 口 
HM: bt fe C, THEZRMEAMTABEE, BP F(x") = 已 (x*)。 根 据 条 件 2 和 瑞 

AREA TH, toR AAO, HO<A,,,( F(x") Id || <d' F(x")d, FRERMZB HE 
41, TF 

fle’ +d) - fle") = 5d" F(a’)d + o(\idi?) > mS) ai? + octal?) 
因此 ,对 于 所 有 1 @ 下 足够 小 的 向 量 双 ,都 有 

f(a" +d) > f(z") 

定理 得 证 。 a 

$16.8 考虑 函数 Fwz) =e +e, SARS 

x =(0,0)'H, BH AVS(x) =[2x,, 2x,]' =0, 

对 于 所 有 的 E 下 2, 有 

rm- | ?|>。 
Y=[0,0]7 同 时 满足 一 阶 和 二 阶 必 要 条 件 、 二 阶 充 分 条 

件 , 是 一 个 严格 局 部 极 小 点 。 实 际 上 , 这 也 是 一 个 严格 

全 局 极 小 点 。 函 数 .fg) = 嘱 + 好 图像 如 图 6.8 所 示 。 国 

本 章 讨论 了 求解 无 约束 非 线性 优化 问题 的 理论 基础 。 网 6.8 MHL F(a) aa? ak RS 
在 接 下 来 的 章节 中 , 将 着 重 关 注 这 类 问题 的 迭代 求解 方 
法 ,这 些 方法 具有 很 高 的 实用 价值 。 比 如 , 实际 工作 中 可 能 会 遇 到 一 个 高 度 非 线性 的 目标 
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函数 . 具有 20 个 决策 变量 。 如 果 利 用 一 阶 必要 条 件 进行 求解 , 就 必须 求解 一 个 由 20 个 非 

线性 方程 、20 个 未 知 量 构成 的 方程 组 、 这 种 非 线性 的 方程 组 通常 会 有 多 组 不 同 的 解 。 此 
外 , 如 果 目 标明 数 是 二 阶 连续 可 徽 的 . 应 用 二 阶 必 要 或 充分 条 件 进 行 求解 ,需要 进行 210 

次 二 阶 求 导 。 这 意味 着 巨大 的 工作 量 , 和 迭代 求解 方法 可 以 避免 这 一 问题 。 首 先 将 讨论 单 变 

量 函 数 极 小 点 的 迭代 求解 方法 , 这 是 第 7 章 的 内 容 。 

习题 

6.1 

6.2 

6.3 

6.4 

6.5 

6.6 

考虑 如 下 优化 问题 : 

minimize f(a) 

subject to 2eEQ 

Fl. fA Ese OT een, Bl pe C?. PRBS, ARR Ox SPRIAGOE 4 AA, eo 

BT ac * SE PS (i) AA Het Sh Sr BRR ANE (ai) 68 AS Ak J BB AR NR ii) OTE eB RR 

a. f: ROR, Q=|x=s[a,,a,]°: 4,21], x° =[1, 2)", BS TEx” MOB RE WVs(x') =[1,1]" 

b. f; ROR, Q=|x=[a,, 2 )':4, 21, 2,22), x°=[1, 2], BES Ex’ SERRE AVS( x") = 

[1.0] ; 

c.f; POR, Q=|x=ja,, a5: 4, 20, 4,201, x° =[1,2]', RAS TE x UAE AVS x’) = 

[0, 0)", RaeRREA P(x") <1 ARERE) 
d. f; ROR, Qs xsia,. a)": 4,21, 0,22). x°=[1,2]), RRS TE x” IE AVS x") = 

[1,0]', eR 为 

iX2K PRL 

1 3 1 3 f(ri.r2) = 37 — 4a, + 了 22 一 16z2 

B/N ck AUER Aaa 

x” PRS TERE OO Fela, Axe OC O, iE ye AAs EYRE OES 

局 极 小 点 ， 

X “是 函数 了 在 约束 集 0 上 的 局 部 极 小 点 , 且 O CQ, 如 果 x* 是 人 的 一 个 内 点 , 试 证 明 r "同样 也 是 

约束 集 Q" 上 的 局 部 极 小 点 , 并 证 明 如 果 *x "不 是 9 的 内 点 , 这 一 结论 不 成 立 。 

上 且 标 函数 .六 为 一 元 单 值 函数 , 且 二 阶 连 续 可 微 , 即 .六 及 一 尺 , fs C ,约束 集 为 Q, 0 是 约束 集 Q 的 内 点 。 

a. 如 果 0 是 局 部 极 小 点 , 由 :一 阶 必 要 条 件 可 知 , 函数 了 的 一 阶 导数 ,P(0) =0; 由 二 阶 必要 条 件 可 知 ， 

函数 J 在 0 处 的 二 阶 导 数 J"(0) 关 0。 试 据 此 写 出 局 部 极 小 点 0 需要 满足 的 三 阶 必要 条 件 [包括 了 在 

0 处 的 三 阶 导数 ,AP(0) ],， 并 加 以 证 明 。 

b， 写 出 一 个 具体 的 函数 ./, 使 得 0 能 够 同时 满足 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 必要 条 件 , 但 不 是 局 部 极 小 点 (需要 

给 出 证 明 过 ) 

ce. 当 J 是 三 阶 多 项 式 时 , 0 同时 满足 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 必要 条 件 , 是 否 能 够 作为 0 是 局 部 极 小 点 的 充分 

条 件 ? 

BeOS ACA ee, AL BEBE AT ok, BIS: ROR, feC*, ARRAN =[0, 1], 2°=0 是 局 部 

极 小 点 、 

a. 由 一 阶 必要 条 件 可 知 . 丙 数 在 0 处 的 一 阶 导数 /0) 关 0; 由 二 阶 必要 条 件 可 知 , 如 果 . 广 (0) =0，
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6.7 

6.8 

6.9 

6. 10 

6.11 

6. 12 

6.13 

ABA f FEO SAS — BERS "(0) 20, GRRL Ht RAB) ed O Fe BETA EY) = Pe RE (LE f HE 

0 处 的 三 阶 导 数 .J”(0) ), 并 加 以 证 明 。 

b. 写 出 一 个 具体 的 函数 , 几 使 得 0 能 够 同时 满足 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 必要 条 件 , 但 不 是 局 部 极 小 点 (需要 

给 出 证 明 过 程 ) 。 

AtseeA f; R"OR, x, eR" ARKA OCR’, iXiEH 

ao + arg min f(a#) = arg min f(y) 
~ @2en pen 

AH, O’ = ly: y-x, € Ot, 

75 S40 F CAA aK fF; ROR; 

f(a) =a" i ?+ E 十 6 

  

a. 试 求 J 在 点 [1, 1] "处 的 梯度 和 黑 塞 矩阵 ; 

b. 试 求 y 了 在 点 [1, 1] " 处 沿 函 数值 增长 最 快 方向 的 方向 导数 (方向 向 量 为 单位 向 量 ) ; 

c. 寻找 能 够 满足 内 点 情况 下 的 一 阶 必 要 条 件 的 点 , 并 说 明 该 点 是 否 同时 满足 二 阶 必要 条 件 。 

函数 为 

f(41,£2) = zire + Zr1 

a， 试 确定 在 x'@o= [2, 1] 7 处 函数 下降 最 快 的 方向 ; 

b， 朱 数 ,j 在 4 处 沿 下 降 最 快 方向 的 增长 率 是 多 少 ? 

c. OR RCS TE x? MYT Ia d =(8, 4] ' 的 增长 率 。 

考虑 二 元 单 值 函数 .六 ROR: 

f(z)=a' 2, jj 中 + 

a. 试 求 函 数 .在 点 [0, 1] -处 沿 方向 [1, 0] 的 方向 导数 ; 

b. 找 出 所 有 满足 局 部 极 小 点 一 阶 必 要 条 件 的 点 ,并 判断 函数 是 否 存在 局 部 极 小 点 。 如 果 存 在 ,， 找 出 

所 有 的 局 部 极 小 点 ， 否 则 , 请 给 出 解释 。 

考虑 如 下 优化 问题 : 

minimize — 2? 

subject to |x2| <x? 

xz, 20 

FH, 2,, 2% €R, 

a. [%, 2)" =O RARER BORA? Re, Of RA ARM, AAMT O A 

MMAR d, #4 d'vf(0) 202 

b. FBT a, 2]! =0 FEAR AR PRA RE RAR? 或 者 

不 是 其 中 任何 一 种 ? 

考虑 如 下 优化 问题 : 

minimize f(a) 

subject to we 

ih, Apres, RP OR, f(x)=5a,, AER x 为 二 维 向 量 x = [ zi, 和] 7 ,可 行 集 为 

OQ={|x=[2,,%]': a +a Sl}, 

a. XY"” =[0, 1] 是 否 满足 一 阶 必要 条 件 ? 
b. x"” = [0, 1] 是 否 满 足 二 阶 必要 条 件 ? 

c. ”=[0, 1] 是 不 是 局 部 极 小 点 ? 

考虑 如 下 优化 问题
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6. 14 

6. 15 

6. 16 

6.17 

6.18 

6.19 

minimize f(a) 

subject to # EO 

Ah, Appa Oy oc AaB: R’OR, f(x) = -32,, Aix AOA ete =[2,, 2)", WTR 

AQ = |x =[a,,%]': 2, +0; <2) . 试 回答 以 下 问题 . 并 给 出 完整 的 证 明 。 

a. YY" =[2,0] ' 是否 满足 一 阶 必要 条 件 ? 

b. x” =[2.0] 是 否 满足 二 阶 必要 条 件 ? 

ce" =[2, 0] 是 不 是 局 部 极 小 点 ? 

考虑 如 下 优化 问题 : 

iinimize 2) 

subject to 2EQ 

BP, Q=lareR®: Gf +ab Sl}. f(x) =. 

a. FRU PTA Ya AL — Bh BE RS 

b. 在 所 有 满足 一 阶 必 要 条 件 的 点 中 , 找 出 能 够 满足 二 阶 必要 条 件 的 点 ; 

c. 在 所 有 满足 一 阶 必要 条 件 的 点 中 , 找 出 局 部 极 小 点 。 

考虑 如 下 优化 问题 : 

minimize f(a) 

subject to 2EN 

其 中 , Bre BCy soa aS, R’R, f(x) =32,, Aix AOE x =[x,, 2,1", WTB 

Q = jx = [ay a)" ya +02 22), RR BIL, IER EATEN, 
a x°=[2, 0] 是 否 满足 一 阶 必要 条 件 ? 

b. x "=[2, 0] 是 否 满足 二 阶 必要 条 件 ? 

c. =[2, 0] 是 不 是 局 部 极 小 点 ? 

提示 : 绘制 出 函数 了 的 水 平 集 和 约束 集 的 图 像 。 

考虑 如 下 优化 问题 : 

minimize f(a) 

subject to wEQ 

FHP, Eps PR BOY — CAA PR BE, R’ OR, f(x) =4aj 2, AiR 为 二 维 向 量 x = [zi， 如 ] ,可行 
#0 = |x: a5 +22, -2, 20,2, 20, 7, SO}, 

a x°=0=(0,0] RAWE—-MOB AH? 

b. xz "=0 是 否 满足 二 阶 必 要 条 件 ? 

c. % =0 是 不 是 局 部 极 小 点 ? 

考虑 如 下 优化 问题 : 

maximize f(a) 

subject to 2 EQ 

Hp, wT OC |xeR’, x, >0, x, >0}, f: QOR Abpph BW f(x) =log(x,) +log(a,), log #mA 

自然 对 数 , 自 变量 为 = [zi , 各] ,x "是 问题 的 最 优 解 。 试 回答 以 下 问题 , 并 给 出 完整 的 证 明 。 

a. % 有 没有 可 能 是 可 行 集 0 的 内 点 ? 

b. 是 否 存在 满足 二 阶 必要 条 件 的 点 ? 如 果 存 在 , 请 给 出 , 

FETE n TIO, My, w,, 假定 存在 一 个 实数 未 E 疏 , 使 其 与 局 ,2 ,，…, 和 的 盖 值 平方 和 最 小 , 试 

找 出 丈 。 

某 艺术 品 收藏 家 站 在 距离 墙 为 英尺 的 地 方 , 墙 上 挂 着 一 幅 长 度 为 a 英尺 的 艺术 作品 (绘画 作品 ) , 该 

作品 的 下 缘 距 离 收藏 家 眼睛 的 垂直 上 距 离 为 上 英尺 , 如 图 6. 9 所 示 。 试 确定 合适 的 上 距 离 x, 使 得 收藏 家 的 

视角 0 达到 最 大 ，
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6.20 

6.21 

提示 ， 

(1) 最 大 化 9 相当 于 最 大 化 tan(6) ; 

(2)#% 6 =6, -6,, WA tan( 0) =(tan(,) —tan(,))/(1 
+tan( 6, )tan(8,)) 

图 6.10 给 出 了 胎 心 监测 系统 的 简化 模型 (为 了 简化 计算 ， 
距离 已 经 做 了 等 比 缩小 处 理 ), 心跳 传感器 所 处 的 位 置 

为 Y。 外 

传感器 接收 到 的 心跳 信号 的 能 量 与 传感器 和 心跳 信号 源 
(胎儿 或 母亲 的 心脏 ) 之 间 的 距离 平方 成 反比 。 试 确定 传 感 图 6.9 艺术 品 收藏 家 眼睛 位 
器 最 为 合适 的 位 置 , 使 得 信号 干扰 比 最 小 , 即 来 自 胎儿 心 置 和 作品 位 置 示意 
跳 的 能 量 与 母亲 心跳 的 能 量 之 间 的 比值 最 大 。 
革 水 陆 两 用 飞机 需要 从 点 A( 位 于 陆地 上 ) 转 移 到 点 B( 位 于 水 中 ) ,如 图 6.11 所 示 。 飞 机 在 陆地 和 水 
中 的 速度 分 别 是 内 和 v, « 
a， 如果 飞机 以 最 短 的 时 间 完 成 从 A 到 B 的 转移 , 请 利用 一 阶 必要 条 件 证 明 最 优 路 径 满足 斯 涅 耳 定律 ， 
即 图 6. 11 中 的 夹 角 和 和 包 满 足以 下 关系 ; 

绘画 作品 

    

  

URES A 

  

sin A, VL 

sinOg v2 

b. BUTT BU AE i ETE RE? 

  

  

  

  

x 

6.10 胎 心 监测 系统 的 简化 模型 

> 

BEBE = Vy 

速度 
  

  
图 6.11 水 陆 两 用 飞机 的 运动 路 径
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6. 22 

6. 23 

6. 24 

6.25 

6. 26 

6. 27 

6. 28 

6. 29 

MRKRA—-REHESLAAPLE, ZA-TREZ, PAT, 收益 (2, ) 美 元 , 卖 给 zs 个 单位 的 十 

地 卖 给 另 一 个 买主 , 收益 为 大 (和 ) 美 元 , 那么 , 希望 能 够 合理 地 调整 x, 和 罗 的 大 小 , 使 得 卖 地 的 总 收 

益 达 到 最 大 (在 土地 总 面积 一 定 的 前 提 下 ,xz, 和 zs 的 分 配 比 例 没 有 限制 ) 。 

a、 试 针对 该 问题 建立 一 个 如 下 所 示 的 优化 模型 ; 

maximize f(a) 

subject to 2EN 

‘Si A trPAe Ss, eT O. 绘制 出 可 行 集 。 

b. 令 收 益 函 数 Uitz,) = a,2,,4=1,2, 2H, a ea, BE RHIERM, Ba, oo, 试 在 可 行 集中 找 出 

所 有 满足 一 阶 必要 条 件 的 点 ， 并 给 出 过 程 。 

c.， 从 所 有 满足 一 阶 必要 条 件 的 可 行 点 中 , 找 出 所 有 满足 二 阶 必要 条 件 的 点 。 

aA RS: R’ OR 为 

f(z) = (zy — xe)! +7? — 22 - 27, 427241 

JOR x s[a,, 0)", MRE R, UL AP 满足 局 部 极 小 点 了 一 阶 必要 条 件 的 点 ; 并 判断 它 
们 是 否 满足 二 阶 必要 条 件 。 
ad WA xe O 处 的 可 行 方向 , 试 证 明 对 于 所 有 的 B >0, Bd 也 是 * 处 的 可 行 方向 。 
约束 集 Q = [xe R"; Ax =b|, ULF de R", 4A Ad =0 lit, d Bee OX 处 的 可 行 方向 。 

考虑 如 下 优化 问题 ， 

minimize f(a) 

subject to 2\,72 20 

Kp, AeA ARS, ROR, RARE x =[2,,2,]'. V&(0)40, 8 

OF of 
Ory Ox 

试 证 明 0 不 可 能 是 该 问题 的 极 小 点 。 
某 最 小 化 优化 问题 的 目标 冰 数 为 凡 x) =c Y, 可 行 集 为 QC 展 ", 其 中 , e 为 非 零 向 量 ce 下" 。 试 证 明 该 

问题 的 最 优 解 不 可 能 位 于 O 的 边界 上 ， 

葵 虑 如 下 所 示 的 优化 问题 ， 

(0) <0, (0) <0 

maximize ¢,2; + cere 

subject to zy +272 <1 

2X), 22 20 

其 中 , cu 和 c: 为 常数 , 且 cl > cs 0。 这 是 一 个 线性 优化 问题 ( 见 第 三 部 分 ) 。 假 定 该 问题 存在 一 个 最 优 

可 行 解 x”， 试 利用 一 阶 必要 条 件 证 明 最 优 可 行 解 x "是 唯一 的 , 且 x"=[1,0] 。 

提示 : 首先 证 明 *x "不 会 位 于 约束 集 的 内 部 , 然后 证 明 x "不 会 位 于 直线 也 = |x: zi =0, Oa, <1], L, = 

jx; O<a, <1, x =0| ML, = |x; O<a2,<1, x, =1-2,}_b, 

BAW. [2,4]... (e,.y,]), nB2 BMFCOAE HR PHA, Ble,,y,eR,7=1,2, 

, 7。 和 希望 找到 一 条 直线 , 能 够 对 这 些 点 进行 "最 准确 的 报 会 (“REA WA LEW PRE), 

ate, Fie HF PAL 

f(a.b) = = oar, +b-y,)* 
i=] 

ARB a Alb FRAGA, HK BIAB A. 

a. >
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6.30 

6.31 

6. 32 

6. 33 

6. 34 

~ i< 
¥=7 dom 

_ 1 n 

Yap du 

1 nm 

not 
1 

浊 tl 

a
i
 

ye 

V a I 
al

e 
M
 

1 s. {| 

XY = Yi 

TEAR PRA f(a, 6) WEA 2’ Qz -2e'z4+d, HP, z=[a, 6]',Q=Q'eR”’ ce R’, de R,AAX, 

YX’, YAXYRRA Q.c fd. 
b. fH 2;,¢=1,-- nhSAS, MEAMHRM a’ Mo’, HBAREBAD REAHMEA”, Al 

FAX. YX? PAX a Ab 证 明 [o* ,5 ] 7 是 函数 了 唯一 的 局 部 极 小 点 。 

tem. X - (X= 1" (zs -已 ?。 

c. HERBY =a°X+b' , KPa Mb RE-TAAPRUM, RBKABRRTHBA a’, RKO R 

AI LAR b= Y -a° X BA, 

EP ABES [x x1 xO ER" 1=1,2,--,p, FR-TOEHMB eR’, 使 其 与 

XO es oe?) AS TE) A 

id ， 
~ SO je - 2 |? 
Pp i=l 

KAS), HALOS se BP eA, He RA lx, x?) BD 

之 间 的 关系 。 

考虑 函数 . 刻 0 一 下 , 且 一 阶 连 续 可 微 , 约束 集 RCR" 是 凸 集 且 .re C!。 给 定 某 个 点 Y"” e0Q, 如 果 存 在 

一 个 实数 c >0, 使 得 x "处 的 所 有 可 行 方向 @@, BA d’ Vex’) Scilla] Maz, MEAs’ BRB SE 

约束 集 Q 上 的 严格 局 部 极 小 点 。 

证 明 更 为 一 般 化 的 二 阶 充分 条 件 ,， 如 下 所 示 : 

EH. OER WFR, AAO, BRSHO LNA, ABET ye c’, x AO PHE 

个 点 。 如 果 存 在 实数 ec >0, 使 得 对 于 x "处 所 有 的 可 行 方向 @(d 关 0) ， 有 以 下 不 等 式 成 立 : 

1.、dTVFxz 0; 

2. d'F(x’)d=c|\d|*. 

则 x "是 函数 的 严格 局 部 极 小 值 。 

考虑 如 下 所 示 的 二 次 型 函数 .F 了 "一 了 及; 

f(z) = jzTQz —a2'b 

Hep, Q=Q' >0, tik, 4HM4 x WE-WMUBAE, x BRR SHB )DA, 

考虑 线性 系统 方程 必 = QQ +bu,., ’ k20, 其 中 av; eR, Wi eR, 初始 条 件 为 mo =0。 寻找 合适 的 控制 

wWAfaS uo, u,, 使 得 

a
l
e
 

T
i
M
:
 

一 QTn 十 rou 

i=1 

达到 最 小 , 其 中 , g, 7 >0 为 给 定 的 常数 。 这 一 目标 函数 的 物理 意义 为 在 保证 zx, 尽 可 能 大 的 同时 使 得 

输入 信号 总 能 量 闷 ，,xd 尽 可 能 小 。 常 数 9 和 ?表示 这 两 个 目标 的 相对 权重 。



第 7 章 一 维 搜索 方法 

7.1 引言 

本 章 将 讨论 目标 函数 为 一 元 单 值 函 数 . 广 到 一 尺 时 的 最 小 化 优化 问题 ( 即 一 维 问题 ) 的 

选 代 求解 方法 。 这 些 方 法 统称 为 一 维 搜索 法 , 也 称 为 线性 搜索 法 。 由 于 以 下 两 个 方面 的 原 

因 , 一 维 搜索 法 受到 普遍 重视 。 第 一 , 一 维 搜索 法 是 多 变量 问题 求解 方法 的 一 个 特例 ; 

第 二 , 一 维 搜索 法 是 多 变量 问题 求解 算法 的 一 部 分 (7. 8 节 中 将 加 以 讨论 ) 。 
和 迭代 算法 从 初始 搜索 点 忆 "出 发 ,产生 一 个 欠 代 序列 zx ，z2 ,…。 在 第 大 =0, 1, 2， 

… 次 迭代 中 , 通过 当前 迭 代 点 Z%” 和 目标 末 数 了 构建 下 一 个 迭代 点 z“ 7 。 某 些 算法 可 能 

只 需 用 到 人 送 代 点 处 的 目标 函数 值 ; 另外 一 些 算法 还 可 能 用 到 目标 函数 的 导数 ,/, 甚至 是 
二 阶 导 数 . 疡 。 本 章 将 介绍 以 下 算法 ， 

。 黄金 分 割 法 (只 使 用 目标 函数 值 姓 

。 斐 波 那 契 数 列 方法 (只 使 用 目标 函数 值 .万 
。 二 分 法 (只 使 用 目标 函数 的 一 阶 导 数 .请 ) 
。 割 线 法 (只 使 用 目标 冰 数 的 一 阶 导数 . 广 ) 

。 牛顿 法 (同时 使 用 目标 函数 一 阶 导 数 .六 和 二 阶 导 数 . 广 ) 

关于 一 维 搜索 法 的 分 类 和 介绍 , 更 详尽 的 内 容 可 参见 参见 参考 文献 [27] 。 

7.2 黄金 分 割 法 

黄金 分 割 法 可 用 于 求解 一 元 单 值 本 数 . 产 R 一 及 在 闭 区 间 [ ao, b] 上 的 极 小 点 。 后 两 节 

讨论 的 斐 波 那 契 数 列 法 和 二 分 法 也 都 是 针对 这 一 问题 的 。 该 问题 的 唯一 前 提 是 目标 函数 
在 区 间 [ao，b ] 上 是 单 峰 的 , 即 存在 唯一 的 局 部 极 小 点 , 如 图 7. 1 所 示 。 

这 些 方法 的 思路 为 挑选 区 间 [as，p ] 中 的 点 ， 

计算 对 应 的 目标 函数 值 , 通过 比较 不 断 缩小 极 小 点 

所 在 的 区 间 。 如 何 选择 合适 的 点 , 是 这 些 方法 的 核 - 

心 , 其 指导 思想 是 利用 尽 可 能 少 的 计算 次 数 来 找 出 
函数 了 的 极 小 点 ， 即 不 断 压 缩 极 小 点 所 在 的 区 间 , 直 | i 
到 达到 足够 的 精度 水 平 。 40 b 

如 果 在 每 次 迭代 中 只 计算 一 个 点 的 目标 函数 值 图 7.1 单 峰 函数 
刀 将 无 法 开展 比较 并 压缩 极 小 点 所 在 的 区 间 。 因 此 , 每 次 需要 计算 两 个 点 处 的 目标 函数 
值 放 如 图 7.2 所 示 。 可 以 按照 对 称 压缩 方式 来 缩小 极 小 点 所 在 区 间 , 即 

a1 — Ap = bp — by = p(bo — ag) 
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其 中 
_1 

A、~ 人 5 

计算 目标 函数 了 在 这 些 中 间 点 处 的 值 , 如 果 灰 ai) < 抱 记 ) , 那么 极 小 点 应 该 位 于 区 间 

[au, 5 中 ; BM, ASfla,) Sf(b,), Beh RMAF xX fal[a,, 6) )F, MAI 7.3 Aras. 

a1=a0 bo-b1 
  tt 

1. | 
T T T 

a ay by bo 

图 7.2 计算 中 间 点 的 函数 值 对 区 间 进 行 压缩 

F(x) 

   
  

1 
1 
1 
1 
1 
{ 
1 
1 
| 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

40 x* ay by bo x 

B73 4 fla,) <f(b) MN, Bhaia* ela, d,] 

FRU Lah, FEM T RAS a, AT AS EN p < SORE 

WERE ES TL aA by. WIE , 通过 多 次 计算 , 即 可 获得 精度 水 平 

足够 的 区 间 。 和 希望 能 够 以 尽 可 能 少 的 计算 次 数 来 达到 这 一 目的 。 以 图 7. 3 所 示 的 冰 数 为 

例 , 由 于 厌 @ ) < 恋 思 )， 极 小 点 已 经 被 压缩 到 ze [ao, 太 ]。 由 于 w 已 经 位 于 区 间 [ ao， 
jb 中, 且 .Foi) 已 知 , 因此 , 可 令 四 人 作为。 这 样 ,只 需要 计算 及 其 对 应 的 目标 函数 值 

J 即 可 。 为 此 , 需要 确定 合适 的 参数 p, 使 得 每 次 迭代 只 需要 计算 一 次 目标 函数 ,/ 的 值 。 不 

失 一 般 性 , 可 认为 初始 区 间 [ oo, 加] 的 长 度 为 1。 由 图 7.4 可 知 ， 

    

p(by — ao) 一 入 一 Do 

Hb, -a, =1-p, b, —b, =1-2p, WF 
p(1 — p) =1—2p 

整理 后 , 可 得 一 元 二 次 方程 

p? —3p+1=0. 

解 之 可 得 

_ 3+V5 _3-v5 
2” 2 

要 求 p <> 因此 

3 一 V5  
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a2 aj=b by bo 

bo-ao=1 

图 7.4 确定 合适 的 参数 p 使 得 每 次 迭代 只 需 计算 一 次 函数 的 值 

ak. ie 

1 
| 

1 pP a yp — = >a _ > 
1 
T 

na. 

V5—1 

2 

or
 

  工 一 5 一 

故 有 

p 3-VvV5 VvV5-1 1-p 
l-p V5-1 2 1 
  

; l-—p 1 

即 BT 人 的 比例 划分 区 间 , 能 够 使 得 短 区 间 与 长 区 间 长 度 之 间 的 比值 等 于 长 区 间 与 整个 区 间 

长 度 的 比值 。 这 意味 着 这 种 划分 方式 服从 由 古 希 腊 几 何 学 家 提出 的 著名 的 黄金 分 割 法 则 。 

利用 黄金 分 制 法 开展 区 间 压 缩 , 意味 着 每 一 步 只 需要 确定 一 个 新 点 并 计算 一 次 目标 函数 

的 值 ( 第 工 步 除外 )。 区 间 按 照 1 ~-p=0. 61803 的 比例 逐步 压缩 。 因 此 , 经 过 入 步 压 缩 之 
后 , 极 小 点 所 在 区 间 长 度 将 压缩 到 初始 区 间 长 度 的 (1 -p) =(0.61803) ,这 称 为 总 压 

缩 比 。 

例 7.1 利用 黄金 分 割 法 确定 函数 

f(z) = x* — 1423 + 60x — 702 

在 区 间 [0, 2] 中 的 极 小 点 (该 函数 来 自 于 参考 文献 [21] 中 的 示例 )。 要 求 将 极 小 点 所 在 区 

闻 的 长 度 压 缩 到 0.3 之 内 。 

经 过 和 信步 压 缩 , 区 间 [0, 2] 可 被 压缩 到 原 区 间 长 度 的 (0.61803)”, 因此 ,可 以 按照 以 

下 方式 选择 N， 

(0.61803)" <0.3/2 

求解 可 得 N =4， 即 经 过 4 步 压 缩 即 可 达到 目的 。 

第 1 次 迭代 : 选 定 两 个 中 间 点 al 和 bb : 

a, = a9 + p(bo — ao) = 0.7639 

b; = ag + (1 — p) (bo — ag) = 1.236 

其 中 ,p=(3 -个 )/2。 计 算 对 应 的 目标 函数 值 
jal) = 一 24.36 

f(b1) = 一 18.96 

HF f(a,) <f(b,), Ase, Kila Rea A 

”
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[ao, 61] = [0, 1.236} 

第 2 次 选 代 : 以 @l 作 为 本 次 迭代 中 的 妨 ， 按照 以 下 方式 确定 as : 

ag = ao + p(b) — ag) = 0.4721 

A te RA, 

f(az) = —21.10 

f (be) = f(ar) = 一 24.36 

wT f(b.) <f(a,), Ast, Ril psk—H RHA 

(az, by] = (0.4721, 1.236] 

% 3 KRK: Sa, =0,, KB FFAAE d,: 

bg = ag + (1 — p)(by — ae) = 0.9448 

iH # A BAMA, 

f(a3) = f(b2) = —24.36 

f(b3) = —23.59 

wT (bs) >f(a,), RM mB—-b RHA 

a2, bs] = (0.4721, 0.9443] 

HARKER: 4b, =a,, FERwWPAFAME a,: 

a4 = a2 + p(bg — ag) = 0.6525 

HHA AR BRA, 

f (a4) = —23.84 

f (ba) = f (a3) = —24.36 

wt f(a,) >f(o,), BR) AE i £4 AL a,, b,] =[0. 6525, 0.9443], KMKE bd, - 

a, =0.292 <0.38, 满足 精度 指标 要 求 。 四 

7.3 斐 波 那 契 数列 法 

利用 黄金 分 割 法 进行 区 间 压 缩 过 程 中 , 参数 p 始终 保持 不 变 。 如 果 在 区 间 压 缩 过 程 
中 , 允许 参数 p 不 断 调 整 ， 比 如, 第 天 次 迭代 使 用 参数 px; 第 上 +1 次 迭代 使 用 参数 pr， 
以 此 类 推 , 可 产生 一 种 新 的 搜索 方法 。 

与 黄金 分 割 法 的 理念 类 似 , 在 新 方法 中 , 需要 确定 一 个 参数 序列 , 即 m, 0 入 pe 乏 1/2， 

大 =1, 2, …， 使 得 每 次 迭代 中 只 需要 计算 一 次 目标 函数 值 即 可 。 两 次 迭代 的 中 间 点 选择 方 
式 如 图 7.5 所 示 , 由 此 可 见 , 两 次 迭代 中 的 参数 满足 

pk — py) = 1— 2p, 

整理 后 ,可 得 
Pr 

1— py 

存在 很 多 组 序列 站, mms， … 能 够 满足 上 式 , 上 且 0 <p,<1/2。 显 然 , 黄金 分 割 法 中 的 参数 序 
¥l\ p, =P. =P, =": = (3 —V5)/2 就 能 够 满足 要 求 。 

  Pett =1—-
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假定 已 经 给 定 了 一 个 序列 pl , pz ，… 能 够 满足 以 上 条 件 , 将 其 应 用 到 压缩 过 程 中 , 经 

过 六 次 欠 代 之 后 , 可 将 极 小 点 所 在 区 间 的 长 度 压 缩 到 初始 区 间 长 度 的 

(1 = p,)(1 一 po) = py) 

采用 不 同 的 序列 Pi , pz，…, 总 压缩 比 也 不 同 。 显 然 , 总 压缩 比 越 小 越 好 。 因 此 , 接 下 来 的 问题 

就 是 如 何 选择 合适 的 序列 , 使 得 总 压缩 比 达 到 最 小 。 这 可 以 采用 有 约束 优化 问题 进行 描述 : 
minimize (1 —,)(1—,)--:(1— py) 

Pr subject to a k=1,---,-N-1 
~ Pr 

1 
0<p,<5,k=1,-,N 

  

  

oe | 

Px 1 1-29, ， Px 
1 I 1 1 

FBAIKIER | + } — 
| ak by 

1 1 

Fe > Pras(t—Py ) 
eee K++ 

ak+1 br+1 I 
| 一 | 

1-p,, 

PY 7.5 相 邻 两 次 迭代 中 间 点 的 选择 

在 给 出 上 述 优化 问题 的 最 优 解 之 前 , 首先 介绍 斐 波 那 契 数列 刃 , 灰 , 否 ,… 的 有 关 知 

识 。 按 惯常 做 法 , 令 已 ;=0, 书 =1; 对 于 大 >0, 有 

Fai = Fat Fro 

由 此 可 得 斐 波 那 契 数列 的 前 8 项 为 
Fy Fo F3 F4 Fs Fe F; Fs 

1 2 3 5 8 13 21 = 34 

即 上 述 优化 问题 的 最 优 解 可 采用 斐 波 那 契 数列 表示 ， 

  

  

和 Fiy41 

py =1- Fy; 
2 Fn 

Py—-k4+1 
a 1 F 一 

N-k+2 

Fy 
Py=l- Fy 

Ep, FRR LRA RB PNB k TIC, WERE RMR BME IX — ZF AK, 

该 方法 以 上 述 序 列 p , pz, … 作 为 参数 序列 。 本 节 后 面 将 证 明 斐 波 那 契 数列 法 的 最 优 性 。 

斐 波 那 契 数列 法 的 总 压缩 比 为
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(1—p,)0 一 p2) (1 — py) = a “a2 ao = rey = ion 

由 于 该 方法 使 用 的 最 优 参数 序列 mi , Ps，…, 因此 , 总 压缩 比比 黄金 分 割 法 要 小 。 也 就 是 
说 ,对 于 同样 长 度 的 初始 区 间 , 在 相同 的 迁 代 次 数 下 , 斐 波 那 契 数列 法 得 到 压缩 区 间 比 黄 

金 分 割 法 要 小 , 因此 , 可 以 说 前 者 要 优 于 后 者 。 
需要 指出 的 是 , 斐 波 那 契 数列 法 存在 一 个 奇怪 之 处 : 

局 1 =j-2=- 
PN Fy 2 

    

即 最 后 一 次 迭代 的 参数 为 1/2。 

前 面 已 经 多 次 提 到 过 , 在 每 次 迭代 中 , 需要 选择 两 个 中 间 点 ， 一 个 来 自 于 上 一 次 大 

代 , 另 一 个 根据 对 称 原 则 确定 。 但 是 , 如 果 pw =1/2, 两 个 中 间 点 将 在 区 间 中 点 上 重合 , A 
此 ,也 就 无 法 对 区 间 进 行 压 缩 了 。 为 了 避免 这 一 问题 , 可 令 最 后 一 次 迭代 的 参数 为 
py =1/2-6, 8 是 一 个 很 小 的 正 实数 。 这 就 意味 着 , 新 的 迭代 点 稍稍 向 区 间 中 点 的 左 侧 或 

右 侧 偏离 。 这 种 细微 的 修正 , 不 会 影响 到 斐 波 那 契 数 列 法 的 应 用 效果 。 
由 此 可 得 , 最 后 一 次 迭代 中 , 对 极 小 点 所 在 区 间 的 压缩 比 可 能 是 

1 
1 py=5 

1 1+ 2¢ 
1 (py ~e)= 5 tE= 5 

Bis He 4 EOE POE BS A , SIT TY Ben BU, (RA A ts eA 

更 小 的 点 。 这 意味 着 , 在 最 坏 的 情况 下 , 斐 波 那 契 数列 法 的 总 压缩 比 为 
1 工 十 2 

Py 

  

  

例 7.2 考虑 如 下 目标 函数 : 

jz) = 太一 14z3 二 60z2 一 70z 

试 利 用 裴 波 那 契 数列 法 确定 函数 在 区 间 [0, 2] 上 的 极 小 点 ,要 求 将 极 小 点 上 所 在 区 间 的 长 

度 压 缩 到 0.3 之 内 。 

考虑 最 坏 的 情况 , 经 过 N 步 选 代 之 后 , 极 小 点 所 在 区 间 已 经 压缩 到 初始 区 间 的 

(1+2e)/PV,。 因 此 ， 可 按照 如 下 方式 确定 迭代 次 数 : 
1 十 2e 。 最 终 区 间 长 度 0.3 _，0 15 
Fyn 和 初 始 区 间 长 度 ”“ 2 
  

因此 ， 

1+ 2e 
之 一 一 一 一 

Frit? 015 

如 果 令 e 委 0.1， 只 需要 人 =4 次 和 迭代 即 可 满足 要 求 。 

1_p -至 -5 
MF 8
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计算 
a1 = ao + pi(bo — ao) = ; 

by = a9 + (1 — pi) (bo — a0) = 3 

al) = -24.34 

f(b1) = —18.65 

fail) < f(b1) 

由 此 可 得 ， 区 间 被 压缩 为 
5 

[a9, 51] = | i 

第 2 次 迭代 : 与 第 一 次 欠 代 类 似 ， 可 得 

1 一 下 -3 
em 5 

1 
a2 = ag + p2(bi — ao) = 5 

3 
b=a=7 

f (a2) = —21.69 

f (be) = f(a1) = —24.34 

f(a2) > f(b2) 

1 5 
[a2, bi] = E ‘| 

第 3 次 只 代 : 类 似 地 ， 可 计算 得 到 

区 间 被 进一步 压缩 为 

bs = ag + (1 — ps)(b1 — a2) =1 
f(a3) = f(b2) = —24.34 

f(b3) = -23 

f(as) < f(s) 

区 闻 被 压缩 到 

oo 加 = | 

HARKER: Se =0.05, 7 _ 

工 一 04 一 Aol F, 2 
a4 = a2 + (p4 — €)(b3 — ag) = 0.725 

ba = a3 = 3 
4 

f (a4) = —24.27 

f (ba) = f (a3) = —24.34 

f(a4) > f(b)
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区 间 被 压缩 到 
[aq, 3] = [0.725, 1] 

由 于 ps -aq =0.275 <0.3, 精度 已 经 满足 要 求 ， 和 迭代 过 程 结 束 。 a 

接 下 来 证 明 斐 波 那 契 数 列 的 最 优 性 ,需要 说 明 的 是 , 直接 略 过 这 一 部 分 也 不 会 影响 到 

本 节 的 完整 性 。 
前 面 已 经 提 到 过 , 斐 波 那 契 数列 疾 中 的 参数 pl, pp，…， pw pk =1 -有 eV 了 es 是 

通过 求解 如 下 的 优化 问题 得 到 的 : 
minimize (1 —,)(1—p,)---(1— py) 

subject to Pes = 1-78 »k=1,°,N-1 
~ Pr 
  

0< pK <5: k=1,---,N 

容易 验证 斐 波 那 契 数 列 法 中 的 参数 pl , p,，…, pw 能 够 满足 该 优化 问题 的 可 行 性 (见习 题 

7.4) 。 斐 波 那 契 数列 法 的 总 压缩 比 为 (1 -pp )…(1-pv) =1Rws。 因此 , 为 了 证 明 方法 

的 最 优 性 ,只 需要 证 明 对 于 可 行 集中 的 任意 序列 pm ，…, pv MBA (1 -p,)-- (1 -p,) S1/ 

有 即 可 。 

为 了 便于 描述 , 令 六 =1 -pk 代入 人 上述 优化 问题 后 ,可 得 

minimize 7 YN 

1 
subject to Pei = — — 1, k=1,---,N-1 

k 
1 
a< re <1, k=1,---,N 

注意 如 果 mm ,和 , HET, = 二 -1， MA4AM4 r,,.<1, Ar, 21/2. AR, 4AM 
k 

r,., 2/3 <1, Air, 21/2, Auk, RRRATOM Lp AAR r, <1, Atk, 

上 述 问题 的 约束 简化 为 
1 

Trt =——-1, k=1,---,N-1 
Tk 
1 >a, k=1,---,N Tk 9 

FEMRSE UE AA ZB, ee BEA BUA Pe S| BR, HES PAA RARE PS v.11, 

满足 
1 1 

一 一 一 |， Sn; k=1,2,--- ?7K 十 1 Th Tk 7 

引 理 7.1 4SkE2e, 

_ — Fe-a — Fr-iri 
"* Fy_g — Fart a 

证 明 : 利用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 当 天 =2 时 ， 有 

1 l-r, Fo 一 Fir, 
Tg = — -—1 = —— = - 一 一 

ry ry F_y — Fori
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这 说 明 , 无 =2 时 结论 成 立 。 假 设 该 结论 在 大 2 时 也 成 立 ,， 那么 接 下 来 只 需 证 明 在 下 +1L 时 

也 /成立 。 显 然 

1 
Pro = mh 1 

— —Fee3 + Fre-2t1 | Fe-2 — Fe—iti 
© Fea Fear. Fh-a — Fear 

— — Faeo + Fr—-3 — (Fe-1 + Fe-2)r1 

  

  

Fra — Feira 

— Frei Feri 
Fy — Fein 

He Fit 42 PET SE RAB SK AAPM MI KAK, = 

引 理 7.2 Ske2at, 

| (-1)*(Fy_-2 — Fk—-171) > 0 口 

证 明 : 利用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 当 大 =2 时 ,有 

(-1)?(Fo — Fini) 一 1 一 ma 

Wr, =1/(1+r,) <2/8, Attl—-r,>0, HAK=2NBCKRA, MEKBBCK RSQ 时 

RL, RARFRA BRERA K+ NERS, A 

1 
  (—1)**? (Fy — Fer) = (CD re 元 - (1 一 El) 

十 

44] 227.1, 得 到 

7  -- Fea 一 下 xy 

ee Fy — Py ait 

l/r,  RAAEXP, TE 

(—1)**? (Faea — Fert) = reg1(-1)*(Fe-2 — Fe-11ri) > 0 

得 证 。 a 

5127.3 当 K>>2 时 ， 有 

(-1)¥ tr, > (-1e+1 Fe 口 

+1 

EM: WE r= 2-1, ney, Tm Sl, 结合 引 理 7.1 可 得 

分 子 分 母 同时 乘 以 (-1)“,， 有 
(一 DTICRE 1 一 有 六) 

(—1)*(Fy_2 一 下 -1rl) 

8152 7.2 TA, (-1)*(F,_, -F,.7,) >0, EXMIBE A HRA(-1)*(F,_, -F. 7), TH 
(—1)*** (FR — Fer) < (-1)*( Fo — Fe-171) 

<1 

整理 后 ,可 得
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(—1)8** (Fea + Feri > (—1)**1 (Feo + Fe-1) 

根据 斐 波 那 契 数列 相 邻 项 的 关系 式 ， 可 得 

(-1)**" Fears & (-1)**1 

两 边 同 时 除 以 Ex， 即 可 完成 证 明 。 = 

接 下 来 ,就 可 以 开始 证 明 斐 波 那 契 数 列 法 的 最 优 性 , 并 证 明 其 作为 最 优 解 的 唯一 性 了 。 

定理 7.1 存在 序列 ，.…， 7v，NE2 满足 以 下 约束 
1 

Tee =— 1, k=1,°°,N-1 
Tk 

1 
Tk 2 os k=1,---,N 

则 有 
1 

并 w+1 

更 进一步 ， 当 且 仅 当 和 =Fv_eiiEw ka 天 =1，…，N 时 ， 

1 

Fwv+i 

  Tr TNS 

  TyTN 

换 名 话说, 斐 波 那 契 数列 法 中 的 参数 四，:…，, yw 是 优化 问题 思 = 本 /Fy in, K=1, °°, N 

的 唯一 最 优 解 。 4 

证 明 : #13) 7.1 HAS, + ty, PRATE HMM THE, TH 

rye ty = (-1)% (Fy_2 — Fw—iri) = (-1)% Fn-2 + Fn (-D 474 

由 引 理 7.3 可 得 

F 
Mec tNS (-1)* Fy_2 + Fya(-)\*1 

1 

= (-1)% (Fy-2Fw41 - Fy -1 FN) 
N41 

i= (-1)" (Fy oF yar -Fy_,Fy) =1 成 立 ( 证 明 过 程 留 作 习 7.5) ， 因此 ， 

  

  

  

mw 二 

由 此 可 得 ， 当 且 仅 当 

r r = 1 tN = 

有 

7 一 Fy 

Fwy 

和 恰好 是 斐 波 那 契 数列 法 的 参数 ， 因 此 , 7 一 旦 确定 , 12， 1 ，…，7wy 即 可 唯一 确定 。 

a 

关于 斐 波 那 契 数列 法 及 其 变 体 的 更 为 详细 的 讨论 , 可 参见 参考 文献 [ 133] 。
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7.4 二 分 法 

与 前 面相 同 , 本 节 继 续 讨 论 求 解 一 元 单 值 丽 数 户 耿 一 及 在 区 间 [ as，b ] 的 极 小 点 问 

题 。 同 样 的 , 仍然 要 求 函 数 了 在 区 间 [ as ，b ] 为 单 峰 函 数 。 不 同 的 是 , 要 求 函 数 .是 连续 

可 微 的 , 这 样 , 在 区 间 压 缩 过 程 中 , 可 以 使 用 冰 数 的 一 阶 导 数 . 广 。 

二 分 法 是 一 种 利用 目标 函数 的 一 阶 导 数 来 连续 压缩 区 间 的 方法 , 计算 过 程 比较 简单 。 

首先 ,确定 初始 区 间 的 中 点 zi =(ao + bp)/2。 然 后 ,计算 函数 了 oO NHK 

2 )。 如 果 .FGco) >0, 说 明 极 小 点 位 于 262" 的 左 侧 , 也 就 是 说 , 极 小 点 所 在 区 间 可 以 

Fea AL ay, 2]; RZ, WR) <0, 说 明 极 小 点 位 于 xz 的 右 侧 , 极 小 点 所 在 区 间 

NSA Lae, bo], Bea, WRG (eo) =0, 说 明 xz PRA SHR), BA 

停止 。 

按照 以 上 方式 , 每 次 欠 代 都 可 以 得 到 一 个 新 的 区 间 。 在 第 天 次 迁 代 中 , 计算 出 极 小 点 

所 在 区 间 的 中 点 , 记 oe, ARH (ae) HOES Be f(a ) 不 等 于 零 ], 可 以 将 当前 

区 间 奈 缩 为 5 左 侧 或 右 侧 的 区 间 。 如 果 .F(z49 ) =0, ARE oc? BRERA, 搜索 过 程 

结束 。 

二 分 法 与 黄金 分 割 法 和 斐 波 那 契 数列 法 存在 两 个 明显 的 区 别 。 首 先 , 二 分 法 使 用 的 是 

目标 函数 的 导数 . 广 ， 而 不 是 黄金 分 割 法 和 斐 波 那 契 数 列 法 所 使 用 的 函数 值 ; 其 次 , 在 每 次 

迁 代 中 , 区 间 的 压缩 比 为 1/2。 因 此 , AN BIER Sa, 整个 区 间 的 总 压缩 比 为 (1/2)*。 

这 一 总 压缩 比比 黄金 分 割 法 和 斐 波 那 契 数 列 法 的 总 压缩 比 要 小 。 

例 7.3 再 次 考虑 例 7.1 中 的 函数 ，: 

f(x) = 24 — 1423 + 60a? — 70x 

利用 二 分 法 找 出 区 间 [0, 2] 内 的 极 小 点 ,精度 要 求 为 区 间 长 度 不 能 超过 0.3。 黄 金 分 割 法 

至 少 需要 4 次 迭代 才能 达到 要 求 。 如 果 采 用 二 分 法 ， 所 需 的 迁 代 次 数 N 应 满足 

(0.5)” < 0.3/2 

可 以 看 出 ， 只 需要 3 次 即 可 满足 精度 要 求 。 a 

7.5 牛顿 法 

继续 考虑 一 元 单 值 函 数 .在 区 间 上 求 极 小 点 的 问题 > 本 节 假 设 函数 连续 二 阶 可 微 , 即 Z2 

处 的 .7z”) .7Z ) 和 JJ(Z 5 ) 均 可 求 得 。 这 样 ,可 以 构造 一 个 经 过 点 (z2 , KZ ) ) 处 的 

二 次 函数 , 该 函数 在 ”的 一 阶 和 二 阶 导数 分 别 为 J"(z5 ) AF "(ae ) , EE BAR: 

ale) = Fle) + fe )(a 一 z9)+3Czt)Gz 一 st) 
RA, A ace) =f(a), g(a) =f'(e) Alaa) =f" a). q(a) TUNE 
PRR f(a) UE, 因此 , 求 函 数 的 极 小 点 可 近似 于 求解 g 的 极 小 点 。 函 数 9 的 极 小 点 应 

满足 一 阶 必 要 条 件 ;
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0 = q(x) = f(x) + f"(@)(e — 2) 

Sa aa) | WAG 

Fi(2) (e+I) = alk) 一 Fig) 

例 7.4 FAP MRA oF BRM Ke; 

f(a) = 5 —sinz 

初始 值 为 0 -0.5, 精度 为 ée=10>, Bp ate? _ a") | <e 时 停止 选 代 。 

计算 函数 了 的 一 阶 和 二 阶 导数 : 

f'(z) =z — cosz, f’(z) =1+sinz 

  

  

由 此 可 得 

0.5 一 cos 0.5 05_ 05 一 cos0.5 
z 一 05 一 本 Tsm05 

一 0.3775 
一 05 一 479 
= 0.7552 

以 此 类 推 , 可 得 

“《(z0) .02710 @ — 2a) _ Fe) _ a _ 9 = 0.7391 
mS Fe) ~* Les 

“(z(2) .461 x 10-5 BC) ay) _ 9-461 x 10° 2) =a — Tey 2 a3 0.7390 

!(z(3) 1.17 x 10-9 (4) (a) FN) _ sy 17xio _ on 
7” FG@) ~* 1.673 0.7390 

由 于 | zt -zt | <e=10, RRR, vO ROM ERA S'(2) = -8.6 x10 ~0, 
AaB Pa "(ae ) =1.673 >0, 这 说 明 2 =a Z—-A PBR) EF, a 

4 f"(x) >0 对 于 区 间 内 所 有 的 z 都 成 立时 , 牛顿 法 能 够 正常 运行 , 如 图 7.6 所 示 。 

但 是 ,如 果 在 某 些 点 处 , 有 JJ"(z) <0, 牛顿 法 可 能 收敛 到 极 大 点 ,如 图 7.7 所 示 。 

19 

fq 

q(x) 

F(x) 

  

1 
1 
上 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
i 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
J 
    

Ah) et) x xtk+t) x(k) x* 

图 7.6 f"(x) >0 BLASER 图 7.7 f"(xr) <0 RAF HR
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牛顿 法 能 够 不 断 地 迫使 目标 琢 数 了 的 一 阶 导数 趋向 于 零 , 实际 上 , S g(a) =f (x), 
以 得 到 一 个 迭代 公式 , 用 于 求解 方程 9(Z) =0: 

(FAY) = lk) _ ee 

这 说 明和 牛顿 法 可 以 用 于 求解 方程 。 

例 7.5 利用 牛顿 法 求解 方程 ; 

g(x) = 2° — 12.20? + 7.452 + 42 =0 

4th a =12, g(x) 8 —M FEA g' (x) =Ba" -24. 4a +7. 45, 

开展 两 次 迭代 ,可 得 

  

102.6 
(1) = = 也 146.65 11.33 

14.73 
(2) = 一 ”一 一 一 一 x 11.33 116.11 11.21 

用 于 求解 方程 g(Z) =0 时 , 牛顿 法 也 称 为 牛顿 切线 法 。 采 用 几何 演示 的 方式 可 以 很 

容易 看 出 这 一 名 字 的 由 来 , 如 图 7.8 所 示 。 

g(x) \ 

  

  NO te?) xtk+t) x(k) x 

图 7.8 牛顿 切线 法 

在 点 zZ… 处 绘制 9(z) 的 切线 , 交 于 z 轴 上 的 点 z“ 人 ,希望 能 够 更 接近 于 9(zZ) =0 的 
根 Z” 。 注 意 9g(z) 在 点 交 ”处 的 斜率 为 

故 有 

(FEL) — p(B) — 

es SOT HY Bee, WFR AD We a ALP BS LEER gar) /g! (ac) AE RB, PARA HT RES 
失效 , 如 图 7.9 所 示 。 因 此 , 初始 点 的 选择 非常 重要 。
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9(C) 

g(x) 

x0) x* X(O) x(2) x 

  4 

图 7.9 PHD AAD g(a) =0 BAR x" Ha Bi 

7.6 UBF 

从 迁 代 公式 可 以 看 出 , 牛顿 法 需要 用 到 目标 函数 /的 二 阶 导数 : 

ety) = pty Le) 
f(z) 

如 果 二 阶 导 数 不 存 在 , 可 以 采用 不 同 点 处 的 一 阶 导 数 对 其 近似 得 到 。 比 如 ,可 以 利用 下 式 

近似 计算 J"(zt ) 
fie) — fie) 

2) — pk) 

RIX — UE ICA FETE RAH, BT RIIERANK 

tt) = g(t) Baty 
fe) — fic) 

BAAMMNTIEANRE, BK ie Ee oO? Mao, SET BE, 

可 得 割 线 法 的 另外 一 个 迭代 公式 : 

De)ztk-D -Petk-Djzt 
的 
  

这 两 个 公式 是 等 价 的 。 

可 以 看 出 , 与 牛顿 法 相同 , 制 线 法 也 不 需要 计算 函数 值 .fxz“) , 也 是 不 断 迫 使 函数 
的 一 阶 导数 . 广 趋 近 于 零 。 因 此 , 割 线 法 也 可 以 用 于 求解 方程 9(z) =0, 其 迭代 公式 为 

(E) _ zk 一 1) 
zkfD = gh) SOE gtz0) 

g(x*)) — g(x) 

RD 9(t™ aD — g(a Do) 
站 g(x) — g(alk-)) 

割 线 法 求解 方程 的 过 程 如 图 7. 10 所 示 ( 注 意 与 图 7.8 的 对 比 ) 。 不 同 于 牛顿 法 使 用 9 OR 

率 来 确定 下 一 个 迭代 点 ,， 割 线 法 使 用 的 是 第 大-1 工 个 和 第 于 个 迁 代 点 之 间 的 割 线 确定 

Bk +1 MERA. 
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i- 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 

  

at. 

a glk) xt) xt) xt) X   
图 7.10 制 线 法 求解 方程 

例 7.6 利用 割 线 法 求解 方程 

g(x) = 2Z3 -12.2z2 + 7.452 + 42 =0 

MAR, #74684 a) =18 for =12, 进行 两 次 迭代 ， 可 得 

zt = 11.40 

a?) = 11.25 a 

例 7.7 在 某 电 路 中 ， 某 电阻 上 电压 的 衰减 模型 为 V(t) =e ,其 中 ,VY( 站 表示 在 时 
刻 纪 电阻 上 的 电压 值 ; 尺 表 示 电 阻 值 。 

如 果 在 时 刻 志 ， 己 ，…， 丰 分 别 测量 电压 ,得 到 吧 个 电压 值 丰 ,网 ，…，V。 和 希望 根据 

这 些 数据 得 到 关于 电阻 值 召 的 最 佳 估计 。 所 谓 最 佳 估 计 ， 指 的 是 估计 值 能 够 使 得 测量 电 

压 和 预测 电压 之 间 误 差 的 平方 和 最 小 。 

由 此 可 得 ， 目 标 函数 为 

F(R) = SiMe FP 
?一 1 

利用 割 线 法 求 其 极 小 点 。 目 标 函 数 的 一 阶 导 数 为 

j( 有 =2》 (人 -erRa)e-Rt 
i=1 

相应 的 迁 代 公式 为 
Ry, -— Ree 

Rei = Re - ‘ 2 一: eV; 一 e 一 Ri )e 一 Re 让 —(V;- e7 Ru—1ti \e— Raitt; 

n 
x >》 (HK _ e Reti)e—Retiz, - 

i=1 

  

关于 割 线 法 的 进一步 讨论 ,可 参见 参考 文献 [32 ] 。 牛 顿 法 和 割 线 法 都 属于 二 次 拟 合 
方法 。 在 牛顿 法 中 , z“” 是 二 次 拟 合 函 数 的 平稳 点 , 该 拟 合 函 数 与 目标 函数 在 点 Z5” 处 
的 一 阶 导数 ,. 广 和 二 阶 导数 .六 相等 ; 在 割 线 法 中 , z“”… 也 是 二 次 拟 合 函 数 的 平稳 点 ,该 函 

数 ,与 目标 函数 在 Z“ ”和 ”处 的 一 阶 导 数 相 等 。 割 线 法 只 用 到 了 目标 函数 的 一 阶 导数 大 " 
(RAISES), BEAM. WUE, MRS oO 为 某 个 二 次 函数 的 平 
稳 点 , 该 函数 与 目标 函数 在 zx ” 、zZ“ ”和 2z"“ ”处 的 值 相 等 , 则 又 可 得 到 一 种 新 的 极 小 点
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求解 方法 , 迭代 过 程 只 需 计算 目标 函数 值 ， 如 下 所 示 : 

ght) = raf (x) + oof (t*—Y) + oor f (2*-?)) 

2(di2f (2) + dao f(z*—-Y) + doi f(z*—-?))) 

FEB, a = (a)? - (8)? 8, sa? — a? (GERALE E 7.9), TIE 

met AH EAS MI PRs”, (SEIN ITE 3 SA Bee Bf, 一 开始 也 

需要 3 个 初始 点 。 有 时 称 该 方法 为 逆 抛 物 线 插值 法 。 

类 似 地 , 还 可 以 采用 更 高 阶 的 多 项 式 对 目标 函数 进行 拟 合 (或 插值 ) 。 比 如 , 令 2 全 

为 某 三 次 拟 合 函 数 的 平稳 点 , 该 函数 与 目标 函数 在 Z9 、z% 和 2 一 处 一 阶 导数 .万 相 

等 , 由 此 可 推导 出 更 高 阶 的 迭代 公式 。 

由 于 以 上 方法 各 有 优 缺 点 , 因此 , 实际 应 用 可 以 各 种 方法 联合 使 用 , 取长补短 。 比 如 ， 

黄金 分 割 法 在 稳健 性 方面 优 于 逆 抛物 线 插值 法 , 但 收敛 速度 慢 。 布 伦 特 方法 则 是 在 结合 这 两 

种 方法 的 基础 上 得 到 的 一 种 新 方法 , 比 黄金 分 割 法 收敛 速度 快 , 同时 还 保持 了 其 稳健 性 刁  。 

7.7 RH 

  

前 面 讨 论 的 方法 有 一 个 应 用 前 提 , 即 需要 提供 目标 函数 极 小 点 所 在 的 初始 区 间 。 这 一 

区 间 确 定 是 极 小 点 所 在 的 上 下 边界 , 因此 , 寻找 这 一 初始 区 间 的 方法 称 为 划 界 法 。 

为 了 寻找 某 个 单 峰 函数 极 小 点 所 在 的 区 间 [a, pg] ， 只 需要 找 出 3 个 点 w <c <b, 使 得 

函数 值 满足 .Fec) <J(a) 和 .Fec) <J(b) 即 可 。 划 界 法 的 计算 过 程 比 较 简 单 。 任 选 3 个 点 

2o <2 < 如 ， 如 果 . 扩 2) <7zo) 且 大 Di) <Fzo)， 那么 极 小 点 所 在 的 区 间 就 是 [ zo，2za ] ; 

FW, WAR F(a) >f(a,) >f(a,) , WEPRE—-ThS x, >a, BA f(a, ) <Jf(za ) 是 否 成 立 ， 

如 果 成 立 , 极 小 点 所 在 区 间 就 是 [zx , ws ] , 和 否则, 重复 该 过 程 , 直到 能 够 找到 一 个 zs , 使 得 

.Faza) <Fxzs) 成 立 。 通 常情 况 下 , 新 点 的 选择 应 该 保证 其 与 前 一 个 相 邻 点 的 距离 超过 其 前 

两 个 点 之 间 的 距离 。 比 如 , 可 以 令 相 邻 各 点 之 间 的 距离 倍增 , 如 图 7. 11 所 示 。 如 果 .7zo ) 

<J(2i) <F(z)， 也 可 以 采用 类 似 的 过 程 反 向 搜索 极 小 点 所 在 的 区 间 。 

fx) A 

  

Le 2 4€ :     
Xo % 和 X3 

图 7.11 利用 划 界 法 确定 极 小 点 所 在 区 间 的 过 程
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根据 以 上 流程 , 最 后 将 得 到 3 个 点 和 _..2,_,Aax,, WES.) <f( 2,2) ASf(y,.,) < 
.7z)， 极 小 点 所 在 的 区 间 就 是 [z, ，, 图] 。 接 下 来 就 可 以 利用 前 面 讨论 的 方法 ,如 黄金 分 
割 法 、 斐 波 那 契 数列 法 和 二 分 法 等 对 区 间 进 行 压缩 , 求 出 目标 冰 数 的 极 小 点 了 。 需 要 注意 
We, 在 划 界 法 中 , 已 经 计算 得 到 了 目标 函数 值 .zz ) 、 (xz ) 和 (zs)。 如 果 求 取 目 

标 函 数值 涉及 的 计算 量 比较 大 或 存在 一 定 的 困难 , PRAIA oe, PAE REP 
一 个 点 。 比 如 ,如 果 使 用 黄金 分 割 法 , 可 令 和 ， - =p(z -和 )， 其 中 ,p=(3- 

且 )/2, 这 样 ， 就 是 把 x，, 作 为 黄金 分 割 法 中 的 一 个 起 始点 了 , 可 以 省 去 一 次 目标 函数 值 
的 求 取 工 作 。 为 了 达到 这 一 目的 , 在 划 界 法 中 , 应 该 按照 zx =ze ,+(2 -p)(z -ra) 
的 方式 来 选择 新 点 , 也 就 是 说 , 相 邻 点 之 间距 离 的 扩展 倍数 为 2 -p=1.618。 

7.8 ”多维 优 化 问题 中 的 一 维 搜索 

一 维 搜索 方法 在 多 维 优化 问题 中 发 挥 着 重要 作用 , 特别 是 对 于 多 维 优 化 问题 的 迭代 求 
解 算法 而 言 ( 接 下 来 几 章 中 将 专门 讨论 ) , 通常 每 次 锡 代 都 包括 一 维 搜索 的 过 程 。 令 目标 
MBH Sf; R" OR, 求 其 极 小 点 的 迁 代 算法 中 的 迭代 公式 为 

at) — gl) 4 a, |’) 

其 中 ，x49) 为 给 定 的 初始 搜索 点 ，a, =0 为 步 长 ,其 确定 方式 为 使 函数 

on(a) = f(x + ad) 
达到 最 小 ; 向 量 gw 称 为 搜索 方向 。 这 就 是 多 维 优化 问题 中 的 一 维 搜索 过 程 , 如 图 7. 12 
所 示 。 通 过 开展 一 维 搜索 , 可 以 保证 在 某 些 条 件 下 ， 

Fe) < fie) 
本 章 讨 论 的 所 有 一 维 搜索 方法 (包括 划 界 法 ) 都 可 以 

用 于 求 取 函 数 由 的 极 小 点 。 比 如 , 可 以 使 用 割 线 法 来 确 
定 al。 利 用 链 式 法 则 计算 函数 由 的 一 阶 导数 

d.(a) = dV F(a + ad) ZA 

这 意味 着 如 果 利 用 割 线 法 开展 一 维 搜索 ,需要 用 到 

目标 函数 的 梯度 V 太 初始 搜索 点 Yo 和 搜索 方向 de 
(习题 7. 11 要 求 利 用 MATLAB 实现 崎 线 法 ) 。 当 然 , 也 

可 以 使 用 其 他 的 一 维 搜索 方法 ， 见 参考 文献 [43, 88] 。 
一 维 搜索 方法 在 实际 应 用 中 存在 一 些 问题 。 首 先 ， Co) 

HWA HOR AF Po, WR A ob, OE EE AWS 
量 ; 在 某 些 极端 情况 下 , 小, 甚至 并 不 存在 。 其 次 , 实际 应 x +04" 
用 经 验 表明 , 应 该 将 更 多 的 计算 资源 配置 到 多 维 优化 算 mA 
法 而 不 是 追求 高 精度 的 一 维 搜索 上 。 这 意味 着 应 该 为 一 
维 搜索 算法 设计 合适 的 停止 条 件 , 并 使 得 即使 一 维 搜索 
结果 精度 偏 低 , 仍然 能 够 保证 目标 顶 数值 了 在 两 次 欠 代 中 得 到 足够 程度 的 下 降 。 一 个 最 基 

本 的 理念 是 要 保证 步 长 w 不 要 太 小 或 太 大 。 

vA +a) 

图 7.12 多 维 优化 问题 中 的 一 维 搜索
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实际 应 用 中 存在 一 些 常 用 的 停止 条 件 。 首 先 , 选 定 3 个 常数 : es (0, 1),，y >1 和 和 

7E(e,1)。 通 过 要 求 

bela) < bx(0) + can; (0) 

可 以 保证 不 会 太 大 。 通 过 要 求 

be (yor) & bx(0) + eyornd),(0) 

可 保证 a, BAK. 这 称 为 Armijo 条 件 。 

如 果 将 Armjjo 条 件 中 第 二 个 不 等 式 调整 为 

br (ak) = be(0) + non; (0) 

就 成 为 了 Goldstein 条 件 。 

Armijo 条 件 中 的 第 一 个 不 等 式 和 Goldstein 条 件 联合 称 为 Armijo-Goldstein 条 件 。 

Wolfe 条 件 只 包括 函数 和 的 一 阶 导 数 办 : 

CD) 

Wolfe 条 件 的 一 个 变 体 称 为 强 Wolfe 条 件 : 

11. (ax)| < n\ej,(0)| 

Armijo 划 界 法 是 一 种 简单 实用 的 ( 非 精 确 ) 一 维 搜索 方法 。 一 开始 先 为 步 长 ww 选 定 一 

个 备 选 值 。 如 果 能 够 满足 预定 的 停止 条 件 ( 通 常 是 Armijo 条 件 中 的 第 一 个 不 等 式 ), 则 停 

止 搜索 将 其 作为 步 长 ; 否则 , 在 该 备 选 值 上 乘 以 一 个 缩小 系数 re (0, 1), 通常 选 7=0.5， 

再 次 检验 其 是 否 满足 停止 条 件 。 如 果 一 开始 选 定 的 备 选 值 为 w”…, 那么 经 过 和 m 次 迭代 之 

后 , 步 长 为 ae =r"a'” 。 实 际 上 , 该 算法 就 是 从 备 选 值 持续 回 湖 ,， 直到 满足 停止 条 件 。 简 

而 言 之 , 该 算法 就 是 从 序列 or =7"a'…, =0, 1, 2,… 中 选择 一 个 能 够 满足 停止 条 件 的 

最 大 值 作 为 步 长 。 

关于 实用 化 一 维 搜索 方法 的 更 多 信息 ,可见 参考 文献 [和 8 ] 的 第 26 页 至 第 40 页 、 参考 

文献 [96] 的 10.5 节 、 参 考 文献 [ 11] 的 附录 C、 参 考 文献 [491 和 [50] 于 。 

习题 

7.1 某 函 数 在 区 间 [5, 8] 上 是 单 峰 的 。 试 确定 一 个 极 小 点 所 在 的 最 终 区 间 , 为 获得 该 区 间 ,， 黄金 分 割 法 至 

少 需 要 开展 4 次 迭代 而 斐 波 那 契 数列 法 只 需要 开展 3 次 友 代 。 斐 波 那 契 数 列 法 中 的 s 可 以 任 选 。 

7.2 某 函 数 为 所 Y) = 好 +4cosx, Xe 及 ,， 试 确定 函数 J 在 区 间 [1, 2] 中 的 极 小 点 x" 。( 需 要 注意 的 是 ，cos 

z 中 xz 的 单位 为 rad) 

a. 绘制 函数 . 败 z) 在 区 间 [1, 2] 上 随 z 的 变化 曲线 ; 

b. 利用 黄金 分 割 法 将 极 小 点 z "压缩 到 长 度 为 0.2 的 区 间 内 。 利 用 下 表 列 出 所 有 的 中 间 结 果 : 

他 ”感谢 Dennis M，Goodman 提供 文献 [49] 和 [50] 。
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7.3 

7.4 

7.5 

7.6 

7.7 

7.8 

7.9 

7.10 

  

HERR kK a, br = Ka, F(D,) 新 的 区 间 

1 ? ? ? ? [?, 7] 

2 ? ? ? ? [7.7] 

  

  

c. 利用 斐 波 那 契 数列 法 重新 完成 问题 b, « =0.05, FA LAIMA PHAR, 
  

RRB kK py ay b, fan fly) 新 的 区 间 

1 ? ? ? 2 ? [?, 7] 

2 ? ? 2 ? ? [?, ?] 

  

d. 利用 牛顿 法 完成 问题 b, 迭代 次 数 与 黄金 分 割 法 的 迭代 次 数 相同 , 初始 值 zx =1。 

函数 .Kxz) =8e!-” +7log(z) ,log 表示 自然 对 数 ， 

a. 利 用 MATLAB 绘制 函数 .Kz) 在 区 间 [1, 2] 上 随 z 的 变化 曲线 ,并 验证 函数 了 在 [1, 2] 上 的 确 是 

单 峰 的 。 

b. 编写 一 个 MATLAB 程序 ,利用 黄金 分 割 法 将 函数 .的 极 小 点 所 在 区 间 从 [1, 2] 压 缩 到 长 度 只 有 

0. 23。 利 用 习题 7.2 中 给 出 的 表格 列 出 所 有 中 间 结 果 。 

c. 重复 问题 b, 将 黄金 分 割 法 替换 为 斐 波 那 契 数列 法 ,e =0.05。 利 用 习题 7.2 中 给 出 的 表格 列 出 所 有 

中 间 结 果 。 

pi, pr, …, pw 表示 斐 波 那 契 数列 法 中 用 到 的 参数 序列 , 试 证 明 , 对 于 所 有 的 上 =1, …, N, 0 拓 p 和 1/2， 

都 有 下 式 成 立 : 
Pk 

1— px 

TRUER, WRF, FP, E-SERIES, DRAM FIER k=2,3,---, PAPA: 
Fro epi — Feo Fe = (-1)* 

  Prai = 1— 

试 证 明 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 为 
r -点 [05 (9 

"一 万 2 2 

假定 有 一 种 非常 高 效 的 计算 指数 函数 的 方法 , 试 结合 该 方法 ,利用 牛顿 法 设计 一 种 迭代 方法 , 求 出 log 

(2) 的 近似 值 ，log 表示 自然 对 数 。 初 始 值 为 z'"…' =1, 执行 两 次 迭代 即 可 。 

考虑 方程 9g(Z) =(er -1)/(er +1) =0, YeR， er 表示 2 的 指数 (0 是 该 方程 的 唯一 解 ) 。 

a. 写 出 利用 牛顿 切线 法 求解 该 问题 的 算法 步骤 ,可 利用 简单 记 法 : snhz =(er -ez)/2。 

b.， 寻找 合适 的 初始 值 x'" , 使 得 整个 迭代 陷 人 周期 性 循环 , 即 好 "=z@ =z40 =…。 不 需要 明确 计算 出 初 

始 值 的 大 小 ,只 需要 给 出 初始 值 应 该 满足 的 方程 就 可 以 了 。 提 示 : 绘制 函数 9 的 图 像 。 

c. WIEN TREE RIT, A 件 。 

基于 二 次 拟 合 的 思想 ,设计 一 种 求解 目标 函数 极 小 点 的 一 维 搜索 方法 ， 只 使 用 zt2 YA? Bh 
的 目标 函数 值 .所 zt45 ) SCP yA f(a*-?) ) 来 导出 ike > 

Hear, ATR A eid S oy = (a? )? - (282)? 8, =a? — 2") , TERA MATLAB 编程 时 ,这 种 

简化 记号 也 很 方便 ， 需 要 注意 的 是 ,该 方法 需要 8 个 初始 点 。 

利用 MATLAB 编程 实现 割 线 法 。 

a. 编写 MATLAB 程序 , 利用 割 线 法 求解 方程 g(Z) =0, 迭代 的 停止 规则 为 lz 沁 -xz 1<lxzble,e>0 为 

给 定常 数 。 

b. 函数 9(z) =(2xz -1)? +4(4 -1024z) ， 利 用 割 线 法 求解 方程 9g(z) =0 的 根 , 初始 值 为 z(-0 =0， 

2'40) =1,e=10 一 ,并 给 出 在 所 求 出 的 根 下 ,函数 9(z) 的 值 。 
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7.11 

7.12 

Sa MATLAB 2X, AAPA SAL Ae RAK, KR RHMRMASRAKT RE 

THERA M SCE . SATA, Le, PRAT Ltt 4% A linesearch_secant, 按照 

alpha = linesearch_secant('grad', x, dg) 的 方式 进行 调用 , 其 中 ,grada.m 为 能 够 计算 目标 函 

数 梯度 的 M 文 件 , zx 表示 当 前 迭代 点 , Q 表示 搜索 方向 ; alpha 表示 函数 的 返回 值 ( 即 选 代 的 最 佳 步 

长 , 在 接 下 来 的 习题 8. 25 和 习题 10. 11 中 将 会 用 到 ) 。 

注意 : 在 本 书 的 习题 解答 手册 中 , 使 用 的 停止 规则 为 | drVHx +ad) | <e |a Yiz) | ,为 预 设 精度 ,Y 
了 表示 梯度 , x 为 当前 和 欠 代 点 , 如 为 搜索 方向 。 该 停止 规则 的 含义 为 按照 比例 e 来 降低 目标 函数 在 方 

向 了 上 的 方向 导数 。 在 编程 实现 中 , 令 e =10 ,一 维 搜索 的 两 个 初始 点 分 别 为 0 和 0.001。 

如 果 利 用 梯度 算法 求 函 数 

  

下 
的 极 小 点 。 初 始 值 为 * =(0.8, -0.25)", 

a. Wx =[0.8，-0.25] "作为 当前 迁 代 点 , 扎 z) 在 x'”… 处 的 梯度 负 方 向 作为 搜索 方向 , 请 为 开展 一 

维 搜索 做 好 准备 工作 , 即 利用 图 7. 11 所 示 的 划 界 法 找 出 最 佳 步 长 所 在 的 区 间 ，e =0.075。 

b. 利用 黄金 分 割 法 将 最 佳 步 长 所 在 区 间 的 长 度 压 缩 在 0.01 之 内 。 按 照 习题 7.2 中 所 给 表格 的 形式 列 

写 出 所 有 的 中 间 结 果 。 

c. 利用 斐 波 那 契 数列 法 重复 完成 问题 b。



8.1 引言 

本 章 讨论 一 类 求 取 实 值 函数 在 及 " 上 的 极 小 点 的 方法 , 它们 在 搜索 过 程 中 用 到 了 函数 

的 梯度 ,， 故 称 为 梯度 方法 。 在 接 下 来 的 讨论 中 , 将 用 到 水 平 集 、 法 向 量 和 切 向 量 等 概念 ， 

这 些 概念 和 术语 已 经 在 本 书 第 一 部 分 进行 过 比较 详细 的 讨论 。 
重 温 函 数 .六 疏 " 一 及 水 平 集 的 概念 , 水 平 集 指 的 是 能 够 满足 六 x) =e 的 所 有 = 组 成 的 

集合 , c 为 常数 。 因 此 , 对 于 点 xo es 了 及 , 如 果 .FKxo) =c, 则 可 以 说 该 点 是 水 平 为 c 的 水 平 集 

中 的 元 素 。 图 8. 1 以 几何 的 方式 直观 地 演示 了 二 元 单 值 枉 数 .六 了 一 及 水平 集 的 概念 。 

      

  

水 平 集 ( 册 线 ) 

图 8.1 冰 数 的 水 平面 (水 平 为 c) 

如 果 函 数 了 在 z 处 的 梯度 Vs) 不 是 零 向 量 ,那么 它 与 水 平 集 7z) =e 中 任意 一 条 
经 过 xu 处 的 光滑 曲线 的 切 向 量 正 交 。 因 此 ， 一 个 实 值 可 微 函 数 在 某 点 处 函数 值 增加 最 忆 
的 方向 正 交 于 经 过 该 点 的 函数 水 平 集 。 也 就 是 说 , 在 梯度 方向 上 ， 自 变量 的 细微 变动 ,所 
导致 的 目标 函数 值 的 增加 幅度 要 超过 其 他 任意 方向 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 回 顾 一 下 函数 了 在 
点 羡 处 ， 在 方向 中 上 增长 率 的 记 法 : (Y(z) ,@) ，| dl = 1。 由 于 | g 1 =1., 由 柯 西 - 施 
瓦 欧 不 等 式 可 得 - 

(wj(). 田 <lyytajl 
BS d =Vslx)/ | V(x) |, 则 有 

(esa). T 人 ) = 1vyl 
因此 ,可 以 看 出 ,梯度 方向 VJ(x) 就 是 函数 了 在 x 处 增加 最 快 的 方向 。 反 之 ,梯度 负 方向 
- VCx) 就 是 函数 了 在 x 处 减少 最 快 的 方向 。 由 此 可 知 ,， 如果 需 要 搜索 函数 的 极 小 点 ， 梯 
度 负 方向 应 该 是 一 个 很 好 的 搜索 方向 。 
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令 x ”作为 初始 搜索 点 , 并 沿 着 梯度 负 方 向 构造 一 个 新 点 x' -au V(x), RRB 
理 可 得 

f(a -aVf(@)) = fw) -— all VF(@)I? + ofa) 

Ae, weve) 40, PA4a>0 PB), A 

f(z —aVf(@)) < fie) 

UZ, RAR, WSR A RB ABER, x — a V(x) MEF x A 

善 。 这 为 极 小 点 搜索 工作 提供 了 很 好 的 启发 。 

可 以 设计 一 种 方法 实现 以 上 理念 。 给 定 一 个 搜索 点 YY”…, 由 此 点 出 发 , 根据 向 量 

-axYF xz 和 ) 指 定 的 方向 和 幅 值 运动 , 构造 新 点 ze ,其 中 , as 是 一 个 正 实数 ， 称 为 步 

长 。 这 样 , 可 得 到 和 迭代 公式 : 
mk+1I) 一 了 ON) 一 anv f(a) 

这 称 为 梯度 下 降 方法 (或 简称 为 梯度 方法 ) 。 在 搜索 过 程 中 , 梯度 不 断 变化 ， 当 接近 极 小 点 

时 , 梯度 应 该 趋 近 于 0。 可 以 设 定 很 小 的 步 长 ,每 次 欠 代 都 重新 计算 梯度 ; 当然 也 可 以 设 

置 很 大 的 步 长 。 前 者 的 工作 量 非常 大 , 而 后 者 则 容易 在 极 小 点 附近 产生 锯齿 状 的 收敛 路 

径 , 优势 在 于 梯度 的 计算 次 数 要 少 一 些 。 梯 度 下 降 方法 包括 很 多 种 不 同 的 具体 算法 ,最 常 

用 的 算法 为 最 速 下 降 法 , 接 下 来 将 详细 讨论 。 

梯度 方法 便于 实现 , 且 大 部 分 情况 下 能 够 很 好 地 运行 。 因 此 , 实际 应 用 非常 广泛 。 参 

考 文献 [85 ] 的 第 481 页 至 第 515 页 中 给 出 了 关于 最 速 下 降 法 应 用 到 最 优 控制 器 计算 中 的 

详细 讨论 , 有 兴趣 的 读者 可 深入 学 习 。 第 18 章 利用 梯度 方法 完成 了 一 类 神经 网 络 的 训练 。 

8.2 最 速 下 降 法 

最 速 下 降 法 是 梯度 方法 的 一 种 具体 实现 ,其 理念 为 在 每 次 迭代 中 选择 合适 的 步 长 m， 

使 得 目标 函数 值 能 够 得 到 最 大 程度 的 减 小 。 

实际 上 可 以 认为 是 函数 由 (a) A7Cx'o - 
aVFx'e5 ) ) 的 极 小 点 ,， 即 

ak 一 arg min f(a —aVf(a)) 

总 体 而 言 , 最 速 下 降 法 是 按照 以 下 方式 运行 

的 ; 在 每 步 迭 代 中 , 从 迭代 点 “出 发 ， 沿 

着 梯度 负 方 向 - YFx'… ) 开 展 一 维 搜索 , 直 

到 找到 步 长 的 最 优 值 ， 确 定 新 的 迭代 点 
       

xz。 图 8.2 给 出 了 最 速 下 降 法 的 一 个 典 “人 0 
型 的 迭代 搜索 过 程 ,以 及 所 产生 的 迭代 点 图 8.2 最 速 下 降 法 产生 的 迭代 点 序列 
序列 。 

可 以 看 出 , 最 速 下 降 法 的 相 邻 搜索 方向 是 正 交 的 , 命题 8.1 将 讨论 这 一 问题 。 

命题 8.1 利用 最 速 下 降 法 搜索 函数 万 到: 一 了 月 的 极 小 点 ， 选 代 过 程 产 生 的 序列 为
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fe Pe ABA, RAD yO Be yh?) _ yD ER at PAA kSO BRS, 口 

证 明 :, 由 最 速 下 降 法 的 选 代 公式 可 知 

(zt) _ De) glk +?) _ a(k+1)) 一 Ono (Vf (ae), Vi (e*t))) 

As, ATENPMAL, RHA 

(Vi(e™), Vie) = 0 
EE a,2—PAEREK, ABM O,(a) Af(x™ -aVf(x)) MRD, Ast, HAAR 

极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 和 链 式 法 则 ， 可 得 

0 = o, (ax) 

= ee (an) 

= Vf (2 — oxVf(@))" (-VF(e™)) 

= ~(Vf(e"), Vee) 
得 证 。 | 

命题 8. 1 ZEAA, V(x? EAT PACER f(x) f(a?) | 在 x 汪 处 的 切 平 面 。 在 选 

代 过 程 中 , 每 产生 一 个 新 的 迭代 点 ,对 应 的 目标 函数 值 都 会 下 降 。 

命题 8.2 ”利用 最 速 下 降 法 搜索 函数 矿 朴 " 一 及 的 极 小 点 ， 选 代 过 程 产 生 的 序列 为 

fe | Pg, HRV xe) 40, ABA (KEY) < )。 口 
证 明 : 已 知 

zt 一 oO 一 akYjFle(5) 

其 中 ,al 大 0 是 函数 

. 6k(a) = f(a —aV f(a) 

HRD, aed, THA asd, BA 

bk (ak) < be (a) 

利用 链 式 法 则 ， 可 得 

64(0) = SE (0) = (ws le — ov s(@™))) VF(2) = —iV F(a)? <0 
wTVf(x) 40, Att, (0) <0, KHAAA—ta>0, HTHAM aE (0, a], BA 

b,(0) >, (a) RE, RA 

F(@™*Y) = bear) < be(&) < $x (0) = fe) 
得 证 。 7 

Ar 8.2 ULAA T Rea BRYA PF RREHE: Revs (x ) 40, BEA Fe?) <f(x™), 
WERE k, WURAV E(x ) =0, BE x? RR) ee, dT, YP ae , 

这 可 以 作为 设计 和 迭代 停止 规则 的 基础 。 
在 实际 应 用 中 , 采用 数值 计算 方法 很 难 恰好 得 到 梯度 为 零 的 结果 , 因此 , YKxz'“ ) =0 并 

不 适合 直接 作为 停止 规则 。 一 种 实用 的 停止 规则 是 计算 梯度 的 范 数 | YFKx'2 ) ‖ , 如 果 小 

于 某 个 预 设 的 阔 值 , 则 迭代 停止 。 此 外 , 还 可 以 计算 相 邻 两 个 迭代 点 对 应 的 目标 函数 值 之
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差 的 绝对 值 | Kxz'ei ) -Kx ) | ,如 果 小 于 某 个 预 设 阔 值 , 则 选 代 停止 , 即 当 

feetrD) 一 (oO)|<e 
时 , 和 迭代 停止 ,se >0 为 预 设 阔 值 。 还 有 -一 种 停止 规则 是 计算 相 邻 两 个 迭代 点 差 值 的 范 数 
1 ze 一 we YP, BY 

\Jar*+1) _ a'*) || <e 

时 , EIEGEAR, © >O BULB, Sh, ROD HEE RA 1 LU a EL ABE ey EB 
则 , 比如 

fe) — f@™)) 
Fe 

或 

zte+D 一 | 

jem, * 
以 上 这 两 种 相对 停止 规则 要 优 于 前 面 的 绝对 停止 规则 , 因为 相对 停止 规则 是 尺度 无 关 的 ， 比 

如 , 等 比例 缩放 目标 函数 的 值 , 对 是 否 满足 停止 规则 | Kx Fox'o) |/| Foxzto) | <e 并 
没有 影响 ; 同 理 , 等 比例 缩放 决策 变量 , 也 对 是 否 满足 停止 规则 | zew*b -xb 7y lzel <e 
没有 影响 。 

为 了 避免 相对 停止 规则 中 的 分 母 过 小 , 可 按照 以 下 方式 进行 修改 ; 
fet) — f@™)| 
max{1,|f(#®)|} 

€ 

<eé 

2) — 2 
oom SE max{1, Je} 

需要 指出 的 是 , 这 些 停止 规则 适用 于 本 书 第 二 部 分 讨论 的 所 有 和 迭代 求解 方法 。 

例 8.1 利用 最 速 下 降 法 求解 函数 

jzizaz3) 一 (21 一 4 二 (za 一 3)2 十 4(za + 5)4 

的 极 小 点 。 初 始 搜索 点 为 wo =[4,2-1]7,， 开展 3 次 和 迭代 。 

目标 函数 的 梯度 为 

Vf(z) = [4(zi ~— 4)°, 2(x2 — 3), 16(@3 + 5)°]" 
Ath, xO kay de EA 

Vi (ae) = (0, —2, 1024] 7 

Me x Hae K, 

og = arg min f(a@® — aV f(a)) 
az0 

= arg min(0 + (2 + 2a — 3)? + 4(—-1 — 1024a + 5)*) 
azo 

= arg min ¢9(a) 
az0
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应 用 7.6 节 中 的 割 线 法 开展 -一 维 搜索 ， 可 得 

ap = 3.967 x 107% 

利用 MATLAB 绘制 了 函数 (al) 的 图 像 ， 如 图 8.3 所 示 。 步 长 确定 之 后 ,可 得 新 的 

BRAD, 

a) = 2 — ag Vf (a2) = (4.000, 2.008, —5.062] " 

  

    
  

$o(@) 
7000 - 7 7 

6000 |} 

5000 | 

4000 

3000 

2000 , 
/ 

f 

1000 / 
、 多 

0 ， . 
0 0.002 0.004 0.006 0,008 9.01 

a 

图 8.3 PRK (a) MAR 

FRYE? , HATH 

V f(w) = (0.000, -1.984, 一 0.003875] 

Be xO LOK a: 

ay = arg min(0 + (2.008 + 1.984a — 3)” + 4(—5.062 + 0.003875a + 5)*) 
a20 

= arg min ¢) (a) 
az0 

再 利用 割 线 法 开展 一 维 搜索 ,可 得 ai =0.5000， 函 数 由 (a) 的 图 像 如 图 8.4 所 示 。 步 

长 确定 之 后 ， 可 得 

ge?) =) — a, V f(a") = [4.000,3.000, 一 5.060] 

最 后 计算 XG@ ， 计 算 XG2 处 目标 函数 的 梯度 : 

V f(a) = [0.000,0.000, 一 0.003525]7 

确 定 步 长 Oy: 一 

as = argmin(0.000 + 0.000 + 4(—5.060 + 0.003525a + 5)*) 
az0 

= arg min ¢o(a) 
az0 

利用 割 线 法 开展 一 维 搜索 ,可 得 om =16.29, BK d, (0) HARA 8.5 HR, 

BRA XO RH 

a3) = [4.000, 3.000, —5.002] "



96 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

注意 函数 的 极 小 点 就 是 [4, 3，-5] ,可 以 看 出 ， 只 需要 8 次 选 代 就 得 到 了 函数 的 极 小 

点 。 但 是 , 并非 总 是 如 此 。 寺 万 不 要 因为 这 个 例子 , 就 得 到 关于 最 速 下 降 法 选 代 次 数 的 任 

何 结论 。 

$ (+) $2(@) 
1 一 一 -一 一 16 

上 / x 10-6 

0.8} - \ 

  

  

0.8 \ 

tN Of AN 
， 1 : ， ， 0 人 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 10 12 14 16 18 20 
a a 

          

  

  

图 8.4 PRR od, Co) HAR 图 8.5 PA b, (a) OAR 

前 面 并 没有 提 到 数值 计算 ,实际 上 , 前 面 这 个 例子 就 是 利用 计算 机 完成 的 (并 不 是 手 

算 的 ) 。 在 这 个 例子 中 , 为 了 演示 最 速 下 降 法 的 运行 步骤 ,我 们 一 步 步 地 列 写 了 中 间 结 果 ， 

实际 上 整个 运算 过 程 是 利用 MATLAB 完成 的 (证 明 过 程 留 作 习题 8.25) 。 a 

将 最 速 下 降 法 应 用 到 二 次 型 函数 中 , 观察 其 运行 情况 。 目 标 函 数 为 

f(a) = 52 Qe —b'a 

Ap, Qe RR AMMIEEHM, beR",xeR", MASAE—-NiR)A, Vikwtowe 

AO Kis, FAT D(x" Qx) =x'(Q+Q") =2x'Q, D(b' x) =b", KA 

Vi(z) =Qz—b 

Q AX PME TA AIRES, Ea, SPF —A A Ax (A4#A'), BP 

量 是 否 转 置 对 标量 本 身 没有 影响 , 故 有 

(z 4z) =-zI4z=zTr4z 

因此 

a! Ax = at Az + jzT4Tz 

= jzT(4 + 4T)z 

全 jzT7Qz 

(A+A')'’=Q'=A+A'=Q 

PRIS HREM N F(x) =Q=Q' >0, AS AHBIL, Ag” =VF(x), EX 
二 次 型 函数 , 最 速 下 降 法 的 迭代 公式 为 

(b+D 一 m( _ gp glh)



第 8 章 梯度 方法 97 
  

Hep. 

a, = arg min f(a) — ag'*)) 
azo 

= arg min (iew _ ag™)7 Q(a™ 一 ag'*)) _ (a*) _ ag'*)"®) 

azo 

4A mea RR, ATE x Mb Ko, TR, WR gy =0, WERKE 

Jk, RATA” =x*, Alt, Beg” 40, Ha, 20 BAR o,(a) =f(x™ - 

og” ) Wika, Alle, BARB) AI — ARE, BAG 

de (a) = (2 — ag) Q(-g™) — b'(-g) 
当 ag" Qg =(x"7Q-b" )g it, h(a) =0, AF 

2©)TQ _ b! 一 g)! 

ae (K)T @(k) a. = g 9g 
t g®)T Qg®) 

FACT OL, pr ee — PRCT, HP RPA AR RA 
k)T A(k 

ott) og)  9"9 Hay 
9) Qg®) 

其 中 ， 
9 一 V f(a) = Qr“*) _—b 

例 8.2 目标 函数 为 

f(v1,%2) = 27 +23 

MER MI RAO ECR RA, BTV —KARGA RM 

kx s0eR’, wA 8.6 te, 

2%, SAMBAA 
2 

f(wr,a2) = +23 

a}, Hak FR A ARG ARE OS RARE 
复 ， 形 成 馈 上 元 ,， 选 代 效率 较 低 ， 如 图 8.7 所 示 。 这 是 最 速 下 
降 法 的 一 个 主要 缺陷 ,在 后 续 几 章 中 将 讨论 一 些 更 为 复杂 的 轩 8 6 和 用 最 还 下 技术 下 全， 
方法 ， 能够 解决 这 一 问题。 7 Bi) =m +a ABN as 

下 一 节 将 讨论 最 速 下 降 法 的 收敛 特 性 , 有 助 于 更 好 地 理解 该 方法 。 

Co > Cy f: =Co 

    
图 8.7 最 速 下 降 法 在 狭 容 的 谷底 内 搜索 极 小 点
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8.3 梯度 方法 性 质 分 析 

收敛 性 

作为 一 种 迭代 方法 ,， 最速 下 降 法 能 够 随 着 和 迭代 的 进行 , 产生 一 个 迁 代 点 序列 , 除了 初 
始 迭 代 点 , 每 个 迭代 点 都 是 从 前 一 企 欠 代 点 中 按照 一 定 方式 衍生 而 来 的 。 顾 名 思 义 ,该 方 

法 中 的 "下降 " 二 字 指 的 是 随 着 和 欠 代 的 进行 ,目标 函数 值 是 随 之 下 降 的 (也 就 是 说 , 算法 具 
有 下 降 特性 ) 。 

如 果 对 于 任意 起 始点 , 算法 都 能 够 保证 产生 一 组 迁 代 点 序列 , 最 终 收敛 到 满足 局 部 极 
小 点 一 阶 必要 条 件 的 点 , 那么 该 算法 就 被 认为 是 全 局 收敛 的 。 如 果 要 求 初 始点 足够 靠近 极 
小 点 , 算法 产生 的 迭代 点 序列 才能 收敛 到 满足 局 部 极 小 点 一 阶 必要 条 件 的 点 , 那么 算法 就 
不 是 全 局 收敛 的 , 而 是 局 部 收敛 的 。 算 法 的 局 部 收敛 性 决定 了 初始 点 应 该 离 极 小 点 多 近 才 

能 保证 算法 收敛 到 极 小 点 。 对 于 全 局 或 局 部 收敛 的 算法 , 评价 算法 究竟 有 多 快 收 和 敛 到 极 小 
点 的 指标 是 收敛 率 。 

本 节 将 讨论 梯度 下 降 法 , 包括 最 速 下 降 法 和 步 长 固定 梯度 法 的 收敛 特性 。 为 了 分 析 算 
法 的 收敛 特性 ， 需 要 将 目标 函数 设 定 为 二 次 型 汪 数 。 从 便于 分 析 讨 论 的 角度 出 发 , 将 目标 
函数 设 定 为 

V(@) = f(@) + 52° Qa" = 5(@-2*)"Q(e-2") 

FP, Q=Q' >0, Bsa x" ORT E Qx =b El, Bl x"=Q'b, MAV SS RA 

Fe — PE BO Qx” , FENIOTAWEZAT, ACS AD P51 BE, 

引 理 8.1 BRAX 

zk+D — glk) _ ay gl) 

满足 

V(al*)) = (1-4) Vie) 
HP, g? =Qx-b, wWRg™ =0, y, =1; #RG™ 40, 

(KT Og(*) (k)T @(k) 

加 sg gH Corns - cr) ol 
WEAR; 4PM, wR” -0, LRAKCRKRRSA; At, FRg” 4OR 

MOL, BATH 

  
人 

TV(z() _ V (alt) 

V(al*)) 

的 值 。 为 方便 推导 ， 记 =x x7, AV) =Sy Qu”, TH 
T(e(e+D)) 一 wwe _ zr+)TQ(z(k+1) z*) 

1 : = 5 (@) — 2" — ang) Q(a — 2* — ang) 

1 1 = sy Qu — ang Qu” + sada Qg®
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因此 

Ve) —V(el)) — 20n9)Qy® — at Qg® 
V (al*)) ~ y)T Oy) 

由 于 

g® 一 Qza“*) _b= Qa”) — Qu* = Qy® 

故 有 
yT Qy® = gTQ7Ig) 

g® TQy®) = giT git) 

代入 前 面 的 式 子 中 , 可 得 

V (wl) — V(alF +) g™ Qg*) g)T gf) 
V(a) ~ OKT Q~ gi) (2 g®)'Qg®) ax = Vk 7 

HF y, =1-Vixe""? )/Vix™), V BSE PA, ALLIS k, BA y,<1, WR 

WERK, Ay, =1, BA Vix") =0, Sree? =x", 在 这 种 情况 下 ,对 于 所 有 

的 15+1, 有 xx = ,7 =1。 这 说 明 当 且 仅 当 g459 =0 Rg” EMS OQ 的 特征 向 量 时 ， 

3 =1( 见 引 理 8.3) 。 

接 下 来 就 可 以 给 出 并 证 明 梯 度 方法 主要 的 收敛 定理 了 。 该 定理 给 出 了 梯度 方法 产生 

TERA SI | | BEAU ONS Ne | Bl xP x" BY lim, xx = HEBER, 

定理 8.1 [xO RRA RAAEE EER AR, OP HX ag, ER 
引 理 8.1 中 的 方式 定义 ， 且 假定 对 于 所 有 天, MA y, >0, PA, SARS 

Do 

Dk = 90 
k=0 

BE, fx | A ea de xO FAKED RX" 口 
证 明 : 根据 引 理 8.1,， 可 知 VCx4i) =(1 -yo)VY(CZzC2 )， 进 一 步 可 得 

  

天 一 1 

V(e) = (Ile - 加 Ve) 
i=0 

Sy, PLN, SELRRSZ, As, RF Ry, <1 HHH, ZES ARH Vix ) 一 0 

a, xP ox", HEAD, HHS TY (l-y,) = 08, Vix) 0, m TT" a 

-7y) =0 与 闷 ，，-log(1-y) = om 是 等 价 的 (只 需求 前 者 的 自然 对 数 即 可 ) 。 由 引 理 8. 

1 可 知 ， 1 -¥, 20, 因此 ， log(1 -7yi) 是 存在 的 (log(0) 认 定 为 一 名 ) 。 定理 的 证 明 就 可 以 

转换 为 证 明 当 且 仅 当 

时 ， 之 ， -log(1 一 7;) = ©, 

首先 证 明 , HD ye, AY -log(l-y,)= 0 ATER ERKS c RH
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A log(ax) <x -1[ 4 # KF log(a) fo a2 -1 45 ARE TA BAH), Ast, log(1 -¥%i) <1 -% 

-1=-%,  -log(1-y,)2y,. BA, ¥ Yo y= om 时, DY -log(1 -y,)=@, 

接着 证 明 当 2 -log(1-7,)=~ #8, AD yi=— RARE, MED” <0, 

Mt y, 90, FAZReM tee Rix <1, Sx RBRIETIN, A log(x) =2(x-1) 

成 立 [ 这 也 可 以 通过 绘制 log(z) 和 2(z -1) 的 图 像 观 察 得 到 ] 。 因 此 ,， 当 衬 足 够 大 时 ,有 

log(1-y;) 22(1-y,-1) = 2y,, BLA -log(1-%1) <2%1, BAH Y” —log(x -y,)<e. 

BHWREHAF HH, Bi, YO -log(1-¥i) =o H, 2H Ly, = om。 

证 明 完 成 。 = 

定理 8. 1 中 关于 yx >0 对 于 所 有 大 都 成 立 这 一 假设 非常 重要 , 这 与 梯度 方法 的 下 降 性 

质 是 相对 应 的 ( 见习 题 8. 28) 。 如 果 放 弃 这 一 假设 , 定理 8. 1 中 的 结论 并 不 成 立 ,， 也 就 是 
说 , 定理 8. 1 并 不 能 推广 到 一 般 情况 。 请 看 下 面 的 示例 。 

例 8.3 给 出 一 个 反例 , 证 明定 理 8.1 中 关于 7 >0 对 于 所 有 上 天 都 成 立 这 一 假设 是 必 

不 可 少 的 。 比 如 ,按照 合适 的 方式 选择 步 长 ao, 使 得 yo = -1/2, yw =l1/2, 大 =0,1,2， 

…(@@ = 天时， 可 以 进行 类 似 选 择 ) ， 由 引 理 8.1 可 知 

V (wR) = (1 — 1/2)(1 + 1/2)V (w"*)) = (3/4)V (e?*?) 

Fst, Vix) 30; wt Ve?) = (3/2) Ve), TH Vie) 0, HT Ee 
Vix) 一 0,， 这 说 明 对 于 任意 的 初始 点 wo0 ,都 有 YY 一 0、 但 是 ,对 于 所 有 的 大 ,都 有 

Sue! 7 2 

KA, HAAR, y, SON, 281 PHRARERE, = 

根据 定理 8. 1, 接 下 来 可 以 讨论 具体 的 梯度 方法 ,如 最 速 下 降 法 和 步 长 固定 梯度 法 的 
收 生性。 为 此 ， 引 入 瑞 利 不 等 式 , 对 于 任意 的 @ =@7 >0, 有 

Anin(Q)|la? <2" Qa < Amax(Q) ll 
其 中 , Auu(@) 表 示 矩 阵 @ 的 特征 值 中 的 最 小 值 , 即 最 小 特征 值 , Aus(@) 表 示 @ 的 最 大 
特征 值 。 当 @@ = @7 >0, 有 

_ 1 

nin QP) = i) 
Amax(Q7*) = Xmin(@) 

Amin(Q7")||al|? < #' Qua < Amax(Q™)|fee\I? 

5128.2 QAnxn 对 称 正定 矩阵 , PP Q=-Q' >0, THAW MEER", F 

Amin(Q) < (a'r)? < Amax(Q) 

Amax(Q) ~ (w™Qa)(2™Qu'x) ~~ Amin(Q) 

证 明 : 利用 瑞 利 不 等 式 以 及 上 面 给 出 的 对 称 正定 矩阵 的 性 质 ， 可 得 
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Cr II _ Amax(Q) 
(@7Qz)(e°Q'z) ~ Amin(Q)lie|/?>min(Q)liell? — Amin(Q) 

(Ta? la _ Amin(Q) 
(© Qa)(e" Qe) ~ Xnax(Q)[e”Amax(Q Nel? Ymax(@) 

证 明 完 成。 四 
接 下 来 给 出 最 速 下 降 法 的 收敛 性 定理 。 
定理 8.2 STREET RA, TERM, BA XY 一 YY。 口 

iE, SARAK Fg” =0, 那么 x( =Y* 且 结论 成 立 。 因 此 , 假定 对 于 所 有 开 , 都 有 

g(0 #0。 最 速 下 降 法 的 步 长 为 
g\)T gl*) 

oe gTQG) 
HERA y, WHEAK YP, TH 

(g®)T g(*))2 
= (g')T Qg*))(g®) TQ 1gl*)) 

注意 ， 对 于 所 有 上 天， A Vy >0, 根据 引 8.2, 可 得 Vn (Agpin (Q)/A max (Q) ) 50, ib, 

之 ,yy = o , 由 定理 8.1 可 推 得 xx x’, 

. 

RS Ee KAR RENO. EKA, MPH kK, HK a, =a € R, 相 

应 的 迭代 公式 为 

  Yk 

xt) = gl) — ag(*) 

RAT IS se Be EE SCA, APR, Ale, ZEA IEANY, AR RES 

索 确 定 步 长 we。 显 然 , 该 方法 的 收敛 性 与 步 长 we 有关。 步 长 w 应 该 也 不 是 随意 选取 的 。 
接 下 来 的 定理 给 出 了 当 方 法 收敛 时 ，a 必须 满足 的 充 要 条 件 。 

定理 8.38 对 于 步 长 固定 梯度 法 ， 当 且 仅 当 步 长 

2 
0 < Qa < 一 一 一 Xmax(Q) 

at, x x", 口 
证 明 : 充分 性 。 首 先 证 明正 向 成 立 。 利 用 现 利 不 等 式 ， 可 得 

1 (HT Q-1gl*) < (k)T g(k) 

9 Q 9 Nmn(@J9 9 

  

结合 办 的 计算 公式 ， 可 得 

tk = 0 (Amin(Q))? Geeren _ a) >0 

Bb, HT HAK, y, -0OKkS, AY” y, = ©, WEBS. TREX” x", 

Le RP RER ROR, AAT, ATMA TET, MEA
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as0 或 w2>2/Auu(@@)。 选 择 合适 的 Y0) ,使 得 x() -是 给 阵 @@ 的 特征 向 量 ,对 应 特征 

1BA Arma (Q) 0 HT 
zk+I 一 mp) a(Qa) — b) = a) — a(Qa) — Qa*) 

可 得 
iptD 一 2 一 -2 _ o(Qar) — Qa*) 

= (In - aQ)(2 — *) 

= (In — aQ)"** (al — 2”) 
=(1- aAmax(Q))**" (2 — g*) 

RG RR x x 26K QMHEOE REY, SFRMAHRER, TE 
lz 一 = 上 Ormmax(Q)|P*? fx — 2 | 

HT a<0 Rae2/d,,,(Q), KA 

|l — OAmax(Q)| 2 1 

Ash, ix“? x" | KTR O, HA [x | RSH) x, HAR, 证 明 

    

完毕 。 a 

例 8.4 利用 步 长 国定 梯度 法 求解 函数 ， 

 T|4 2V2 T|3 
JP) = 了 | 5 [ete 5] +26 

的 极 小 点 。 

和 迭代 公式 为 
zerD — g(*) _ aV f(a) 

和 欠 代 过 程 中 , 步 长 we 取保 持 不 变 。 

为 了 能 够 利用 定理 8.3 确定 步 长 的 范围 ,首先 对 函数 中 的 纸 阵 进行 对 称 化 处 理 ， 将 函 

数 变 换 为 二 次 型 函数 的 形式 ， 

f(a) = 7° | 8 ‘a ata! ; +24 
2/2 10 

FEE STARIOE , ARIE 6 F912, FREE M8.3, Te HAH <a<2/l2H, THE 

初始 值 Y'o ， 步 长 固定 梯度 方法 能 够 收敛 到 极 小 点 。 a 

收 化 率 
接 下 来 讨论 梯度 方法 的 收敛 率 , 特别 关注 最 速 下 降 法 的 收敛 率 问题 。 为 此 , 引入 定理 8.4。 

定理 8.4 利用 最 速 下降 法 求解 二 次 型 函数 的 极 小 点 ， 在 任意 第 无 次 和 代 ,， 都 有 

Amax(Q) ~ Amin (Q) 

Vee) gy) 7 
证 明 ; 在 定理 8.2 的 证 明 过 程 中 , Bh y, SAnin(Q)/Amx(Q), Ar, 

TY(et)) 一 Y(e(k+D) > Amin(Q) 

V (w*)) TRY ax(Q) 
整理 后 , 即 可 得 到 以 上 结论 。 a
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定理 8.4 是 讨论 最 速 下 降 法 收敛 率 的 起 点 。 定 义 

re = 19 
为 矩阵 @ 的 条 件数 。 因 此 , 由 定理 8.4 可 知 

V(@ltt)) < ¢ 一 *) V (a?) 

ASR (1-1/1) AU BCR, CEPI Ve ) | BO ASE AEC BN fe | eB x” Het 

FE) PARTE BREA, KAS, (1-1/7) Ba, Viet? ) FOV (xe ) 缩 小 

WERK, BOR Vix ) I O GRE ER, WRC - 1) 随 着 7 的 减 小 而 
减 小 。 如 果 7 =1, 则 有 As (Q@) =Aw(@)。 以 二 元 函数 ,为 例 , 其 等 值 线 是 圆 ， 如 图 8.6 

所 示 。 在 这 种 情况 下 ,最速 下 降 法 能 够 经 过 一 次 迭代 即 收敛 到 极 小 点 。 随 着 > 的 增加 ， 

1VYCxze Ext 人 的 收敛 速度 下 降 。7 增加 , 意味 着 二 元 函数 ,等 值 线 成 为 椭圆 ,离心 率 
增加 , 如 图 8.7 所 示 。 参 考 文献 [88] 的 第 238 页 至 第 239 页 从 另外 一 个 角度 对 收敛 率 进行 

了 说 明 , 有 兴趣 的 读者 可 自行 学 习 。 

为 了 更 深入 地 分 析 {x*4 上 的 收敛 性 , 引入 以 下 定义 : 

定义 8.1 FEAR |X|, HBSS ve, BP lim, |x —x "| =0, eR 

WY RF Lx | AIMS op, HEP, peER, 

如 果 对 于 所 有 2D >0,， 有 

in je 一 2 _ 
k 一 co et 一 下 

则 称 收敛 阶 数 为 mm。 = 

需要 注意 的 是 , 在 该 定义 中 , 0/0 认定 为 等 于 0。 

序列 收敛 的 阶 数 是 收敛 率 的 评价 指标 ， 阶 数 越 高 , 收敛 率 越 高 , 收敛 速度 越 快 。 有 时 候 

HH BE BME ABR ( WA SCAR 96] ) WOR p =1( — BPSK) , lim, || x"? —x*|| / 

Ie — 2x" =1, UPROAR ERY, WFR p =1 A lim, ., |p"? -x "Vl -x"| <1, 则 
PRU SAR ERY, MFR p >1, NUR RBA HERD, WSR p =2( BSE) , WR — 

次 型 的 。 

例 8.5 1. 令 Z0 =1K, 有 2 一 00， 因此， _ 

|zte+)| 1/(RTT1) 人 
lz(DOpP A /kP +1l 

如 果 2 <1,， 序列 |z49 | 将 收 仇 到 0; 否则 ,， 当 力 >1 时 ， 序列 将 趋向 于 无 穷 。 如 果 

2 =1, 序列 将 收敛 到 1。 因 此 , 该 序列 的 收敛 阶 数 为 ( 即 线性 收 伊 ) 。 

2. Sa =y' O<y<l, Fx”—0, Ast, 

    jo) | _ ett _ nktl—kp _ ,k(1—p)+1 

PP Or TT
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如 果 九 <1, 序列 1z9 | 将 收 华 到 0; 否则 , D >1 时 ,序列 将 趋向 于 无 穷 。 如 果 2 = 

1 序列 将 收 黎 到 y。 因 此 , 该 序列 的 收 伊 阶 数 为 1。 

3. Sa =y g>1o<y<1, F2™ 一 0, 因此， 

zet+D| T(e ”) 

|x(*) |p ~ (ya) 

wR pa<g, FI ix” | HAO; SM, pogh, FAKRKRATAR, wR 

2 =g， 序 列 将 收敛 到 1( 实 际 上 ， 上 式 将 始终 为 1) 。 因 此 , 序列 的 收 化 阶 数 GQ, 

4. 令 2XD =1 对 于 所 有 天 都 成 立 ,， 显然 了 一 1， 因 此 
(ETI) 

ene eo m= 0 

对 于 所 有 2 都 成 立 。 因 此 , RA {ao | 的 收敛 阶 数 为 om 。 a 

WSL LARS ORR, ATA MARL, Yh ABT, WR CEE 
Bc, HGlal<cilhi Miz, ABARTH a =O(h) ( Zn h HBX). Alle, MR 

lee — a || = O(a — a* ||?) 

则 表明 收敛 阶 数 至 少 为 2( 见 定 理 8.5) 。 比 如 ， 

jx") — 2" || = O(a — 2" |?) 
意味 着 收敛 阶 数 至 少 为 2。 在 第 9 章 分 析 牛 顿 法 的 收敛 性 时 , 将 用 到 这 些 知 识 。 

定理 8.5 已 知 序列 jx | AS xe, oR 

je) — 2*|| = O(||a — 2° |) 
那么 ,序列 的 收敛 阶 数 ( 如 果 存 在 ) 至 少 为 D。 口 

WEAR: Ss RRA [XO | UM, HF 

2) — || = O(||x™ - 2°") 
因此 ,一定 存在 一 个 c,， 当 无 足够 大 时 , 有 

lat) ~ 2" | 
[而 = 

agit pq*) _ ~y(a-P)a*   

接 下 来 有 

lz 一 下 le — 2° le(o -ze|lp-。 
| 一 一 人 

< cle 一 zl 

  

对 上 式 取 极限 ,可 得 

|) — 2 
pce a — el 

S FET IK SMP SK, 故 

<c lim |ja) — 2*|P-° 
大 一 co 

lim \aF+2) _ x" || 

pie a) —aye ” 
联合 前 面 两 个 不 等 式 ， 可 得
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¢ jim zt — @*||P-8 > 0 

4 F lim, || x -x*||=0, Tike sSp, RMA AI MAMMA p, a 

类 似 地 , 可 以 证 明 , 如 果 

| 全 一 四 = oz 一 人 四 ) 
序列 的 收敛 阶 数 ( 如 果 存 在 ) 一 定 大 于 p。 

例 8.6 给 定 一 个 标量 序列 1Z9 | ， 收 伊 阶 数 为 六 LAR 

  

zts+ 一 2 
jm, jf) — 28 =0 

MBAET A, |? -2| 一 0, 因此 ，|2t9 | 的 极限 一 定 是 2。 可 以 看 出 ，| zes0 -2 | = 

0o( |zt9 -2| ) ,由 此 可 知 ,了 D >3。 = 

任意 收敛 序列 的 收敛 阶 数 不 会 小 于 1( 证 明 过 程 留 作 习 题 8.3) 。 接 下 来 ,利用 一 个 示 
例 , 说 明 步 长 固定 梯度 法 的 收敛 阶 数 大 于 1。 

例 8.7 利用 步 长 固定 梯度 法 求 一 元 函数 六 耻 一 限 的 极 小 点 
x 

f(z) = 2Z2 一 可 

选 代 公 式 为 JerD0 =Xt0 -af'(0z()， 步 长 w=1/2， 初 始点 为 X(0 =1。 矿 表示 函数 三 的 一 

阶 导 数 。 

首先 ,证 明 该 方法 能 够 收 健 到 函数 耻 的 局 部 极 小 点 。 函 数 的 导数 为 小 (zZ) =2z -人 妇 ， 

将 其 与 步 长 一 同 代 入 到 迁 代 公式 中 ,可 得 
ztHD = p(F) — gy fl(g(F)) = 5 ie) 

wpa =1, Tae = (1/2)2*", HTL, BHERB KMS fA ABR) #0, 

接 下 来 ， 计算 方法 的 收敛 阶 数 ， 注 意 
|zCk+1)| _ 1 

jn) /2 2 
可 知 收敛 阶 数 为 2。 a 

可 以 证 明 , 在 最 坏 情况 下 , 最 速 下 降 法 的 收敛 阶 数 为 1。 也 就 是 说 , 在 某 些 情况 下 , 最 
速 下 降 法 的 收敛 阶 数 为 1。 在 证 明 该 命 三 之 前 , 先 引入 如 下 引 理 ; 
引 理 8.3 ”对 于 最 速 下 降 法 而 言 ， 如 果 对 于 所 有 天, g 人头 0， 那 么 当 且 仅 当 四 (9 248 

阵 @ 的 一 个 特征 向 量 时 ，y， =1。 口 
证 明 ; 对 于 最 速 下 降 法 而 言 ， 对 于 所 有 有 大, g 40, F 

(g®)7 g))? 
GQ) (G®Q7*g®) 

AFTATAREDZSNBE, RAL, Ty, =1, AV(x"*?) =0, RERF 

et) =x", 因此 ，



106 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

z* 一 2 -akg( 

LA Ae ARB Q, HREME D, TH 

0 =g — a4, Qg™ 

整理 后 ， 可 得 

1 
(k) _ _= plk) ag” = on? 

A g” ZH Q HEA, a 

由 该 引 理 可 知 , 如 果 9 儿 不 是 全 的 特征 向 量 , BBA y, <1(y, RA REM 1), API 

一 结论 , 可 导出 定理 8.6。 该 定理 讨论 的 是 最 速 下 降 法 在 最 坏 情况 下 的 收敛 阶 数 。 

定理 8.6 最 速 下 降 法 在 求解 目标 函数 卫 的 极 小 点 时 ,产生 一 个 收 和 伍 的 迁 代 点 序列 

[xz ， 该 序列 在 最 坏 情况 下 的 收 伊 阶 数 为 1。 也 就 是 说 ,存在 一 个 目标 函数 汪 和 某 个 初 

He xO | FEB ETE x | WK Sk Pe H 1, 口 

证 明 : 目标 函数 六 下" 一 及 为 二 次 型 也 数 ， 黑 塞 矩 阵 为 人 有。 矩阵 @@ 的 最 大 和 最 小 特征 

值 分 别 X soa Q) FP A rnin Q) 5 Ammar (Q) >Amin(Q) o ATER [x | AMSA 1, 

REZERRA—AX? , ROR TFER C>0, REX 

|jx** — 2*|| > cle — 2" || 

成 立即 可 (见习 题 8.2) 。 利 用 瑞 利 不 等 式 ， 可 得 
V (w**9)) = 了 (et w*)" Q(a(*t)) _ z*) 

< Amax(@) \|ae*+2) _ a* || 

KAHL, A 

结合 引 理 8.1 以 及 上 面 这 两 个 不 等 式 ， 可 得 

Jo) — at > [0 — ae) SE a — 2] 
Ak, Fete Ax, RERREHFER A<1, Ay, <d PT, 

WH CARRM, ARRERAY, wRHTHAK, Ag” 40, UNS Gg” HEAR 
HRA 

(g°*)T gf*))? 
%** (G®7Q9) (GTQ *g) 

BAS Bn =2 OG, Re EO Se’, Rie” x KEBEQ HHS, 
ABA g® =Q(x x") 40 LFA Q HERS, HPMB.1 THe, HTML, g” = 
(xD —¥© )/a, BAR Q 的 特征 向 量 [ 因为 对 应 于 特征 值 M(@) 和 Ai (@) 的 两 个 特 

征 向 量 是 正 交 的 ] 。 而 g 避 位 于 其 中 的 某 一 个 正 交 方向 上 , 因此 , 由 引 理 8.3 可 知 , 对 于 任 

意 有 和 一 定 是 加 的 某 个 特征 值 ,而 这 两 个 特征 值 都 严格 小 于 1。7. =2 时 ,定理 得 证 。
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接 下 来 考虑 多 为 一 般 取 值 时 的 情形 , + 0,400, REE Q HASMEZER MH ER 

量 , 分 别 对 应 特征 值 和 AM (@) 和 和 人, (@)。 选 择 合适 的 初始 点 (0 ,使 得 x 40 ET 

向 量 Di 和 ps 张 成 的 子 空间 ， 且 不 等 于 其 中 任何 一 个 。 注 意 , g(0 =Q@Q(xz'(0 -x) 也 位 于 向 量 

Di 和 pa 张 成 的 子 空间 , 但 不 等 于 其 中 任何 一 个 。 类 似 地 , 在 等 式 Yei = 9 -axg 委 两 侧 

左 乘 抵 阵 @， 整 理 后 可 得 g4 = (了 -as@)g 。@@ 的 特征 向 量 同 时 也 是 了 -ax@@ 的 特征 向 

量 。 因 此 ,对 于 所 有 天, g 避 都 位 于 Di 和 ps? 张 成 的 子 空间 。 也 就 是 说 ,序列 1g 人 9 | RRA 
Di 和 思 张 成 的 二 维 子 空间 内 ,接着 参照 多 =2 时 的 证 明 过 程 即 可 完成 证 明 。 = 

下 一 章 将 讨论 牛顿 法 。 如 果 初 始点 的 选择 比较 合适 , 该 方法 的 收敛 阶 数 至 少 为 2。 

习题 

8.1 利用 最 速 下 降 法 求解 函数 

jztz2) 一 Z1 十 502 + 5a +2343 

的 极 小 点 , PIMA xe <0, FER PAUGER TT, A ARTA PAR Hk PBR 

8.2 FRI x | HEB OE) x" , 证 明 如 果 存 在 c >0, 使 得 对 于 足够 大 的 上 ,有 

ja) —a*|| ela — 2°? 

那么 序列 的 收敛 阶 数 ( 如果 存在 ) 最 大 为 了 p。 

8.3 序列 {x4 能够 收敛 到 x" ,证明 不 存在 p <1, 能 够 使 得 
(K+) _ gp 

jim, oa >0 

8.4 序列 | zt 上 | 的 表达 式 为 zto9 <2 ， 
a、 求 序列 }z 人 9 | 的 极限 ; 

b. 求 序列 1zt9 上 的 收敛 阶 数 。 

8.5 Fev a | Alf y™ | 按照 递 推 的 方式 进行 定义 ,如 下 所 示 : 
ze+1) — ag (*) 

yh) = (ye 

HH acR, beR, 0<a<l, b>1, & 40, y 40, ly! <1, 

a. HES a WRI, Wa Ale Ham, HLA a” 0, 

b. HER y HRIAR, Wy? A b mn, HULA yy 0, 

c. APRA ao | Aly | UE 

d. 计算 能 够 使 得 lz 1 和 clxz'0 1(0 <c <1) 成 立 的 最 少 递 推 次 数 上 。 提 示 : ARBBA a Me KRM, 

可 以 使 用 符号 「 z] 表 示 不 小 于 z 的 最 小 整数 。 _ 

计算 能 够 使 得 1g 避 1 生 cly 1(0 <c <1) 成 立 的 最 少 递 推 次 数 K。 

f， 对 问题 e 和 问题 d 的 结果 进行 比较 , 着 重 分 析 e 特别 小 时 的 情况 。 

® 

8.6 利用 黄金 分 割 法 求 某 个 函数 的 极 小 点 , 亿 表 示 第 左 次 迭代 得 到 的 区 间 长 度 , 计算 序列 1 如上 的 收敛 

阶 数 。 
8.7 目标 函数 为 .F. 了 一 及 , 一 阶 导数 为 六 ,导数 下 降 搜 索 法 (Derivative Descent Search，DDS) 是 一 种 比较 

简单 的 一 维 搜索 方法 , 可 用 于 求 函数 的 极 小 点 。 具 体 流 程 为 在 点 yx 包 处 , 沿 着 导数 的 负 方 向 进行 搜 

BR, BRA a>0, BRA a) =a -af' (2),
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8.8 

8.9 

8. 10 

8. 11 

8. 12 

假定 目标 函数 为 一 元 二 次 函数 所 z) = -aoz -br +c, 其 中 ,ab 和 为 常数 ,oa >0。 

写 出 目标 函数 极 小 点 z" 的 表达 式 ( 用 aa、5 和 表示 ) 。 

针对 该 目标 函数 ./， 写 出 DDS 方法 的 选 代 公式 。 

假定 DDS 方法 收 伍 ,证 明 其 能 够 收敛 到 z” 。 

(RE DDS 方法 收敛 , 求 出 其 收敛 阶 数 。 

确定 步 长 e 的 取 值 范围 ,保证 对 于 任何 起 始点 xz , 该 方法 都 收敛 ( 仅 针对 该 目标 函数 .六 。 

目标 函数 为 

wm 
P
P
 

g
p
 

f(x) = B(x? + 23) 十 4zlzz 十 5zl +6za 十 7 

其 中 , xz = [zi, 如] 7 e 取 。 利 用 步 长 固定 梯度 法 
zk+D = alk) _ OW f(anl*)) 

求 该 函数 的 极 小 点 。 试 确定 步 长 a 的 最 大 取 值 范围 ,能够 保证 算法 全 局 收敛 。 

这 是 一 个 求 根 问题 , 求 方程 如 (z) =0 的 根 ,其 中 

1 十 271 十 372 

ha) = ft +32, + a 

利用 和 迭代 公式 x620 = -ap(xt ) 进行 求解 , 其 中 , a 是 一 个 与 上 无 关 的 标量 。 

a. H#ORM h(x) =0 HR x", 

b. Wi o MRAM , PREMERA KREBS KF h(x) =0, 

c. 当 a 偏离 问题 b 中 给 出 的 最 大 取 值 范围 时 , 请 给 出 一 个 形 如 [zx , 0] " 的 初始 值 x'(" ,使 得 该 方法 的 下 降 

性 质 不 能 得 到 保证 。 

目标 函数 ,六 玉 一 了 为 

f(z) = 5 (23 + 22) + (1+ a)a122 — (41 + 22) +6 

其 中 , 参数 w 和 记 为 未 知 实数 。 

a， 将 函数 J 写 为 常见 的 多 变量 二 次 型 的 形式 。 

b. 确定 a 和 避 的 取 值 范围 , 保证 函数 ./ 存在 唯一 的 全 局 极 小 点 , 并 求 出 这 一 极 小 点 。 

c. 采用 选 代 方 法 求 函 数 j 了 的 极 小 点 ， 选 代 公式 为 

Ptk+1)  golk) 一 ev F(a) 

RAT 0 Ab 的 取 值 范围 , 使 得 对 于 任意 初始 值 x() ,该 方法 都 能 够 收敛 到 函数 了 的 极 小 点 。 

目标 函数 及- 为 7/z) = 于 (zc)*， cs 及 , 利用 如 下 迭代 公式 来 求解 函数 的 极 小 点 : 

TY(k+1i) 一 了 _ gy, f!(2(*)) 

其 中 , 为 函数 了 的 导数 ，o, 为 步 长 , 满足 0 <a, <1。 
a. HS ao") Mo) WERK, 式 中 应 包括 ok。 
b. 证 明 当 且 仅 当 

和 au 二 Oo 

k=0 

时 ,该 方法 全 局 收敛 。 
提示 , 注意 使 用 问题 a 的 结果 , 且 对 于 任意 序列 | ,| C(0, 1), 都 有 

[[0— ax) =0 6 Sag = 00 

k=0 k=0 

BRRMKS: RORAS(c) = 2° -2, RASK ERR oc = 2 -af' (2) RBS HMR
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8. 13 

8. 14 

8.15 

8.16 

8.17 

8.18 

8.19 

点 ， 试 确定 a 的 最 大 取 值 范围 , 保证 该 算法 是 局 部 收敛 的 ( 即 对 于 所 有 与 局 部 极 小 点 z "足够 接近 的 初 
tic , BAe” 2"), 

Bee BA f(a) = (2 -1)?, we R, MERA IER BRD, RAR oY ag 一 

oa2 天 (z09 ) ,外 为 函数 /的 导数 , 0 <a <1。 请 分 析 该 方法 是 否 具有 下 降 性 质 以 及 是 否 是 全 局 收敛 的 。 

目标 函数 . 刻 了 一 及 连续 三 阶 可 微 , 即 .Fe C , 一 阶 导数 为 .六 , 二 阶 导数 为 , 放 ， 有 了 唯一 的 极 小 点 z“ , 利用 

步 长 固定 梯度 法 求解 极 小 点 : 

plkt)) — 7 lk) 一 of! (2'*)) 

BE f"(a0") 40, a =1/"(2"), FRE BUMS xc" , 试 证 明 方 法 的 收敛 阶 数 至 少 为 2。 

目标 函数 为 访 z) = lazx -六 外，a 和 声 表 示 即 维 向 量 及 ", 且 wz 关 0， 

a. 写 出 函数 了 极 小 点 2 "的 解析 式 ( 用 & 和 声 表 示 )。 

b. 利用 梯度 方法 求解 函数 了 的 极 小 点 ， 迭 代 公 式 为 

glkA) glk) af! (2) 

矿 为 函数 了 的 导数 ,， 试 确定 步 长 w 的 最 大 取 值 范围 , 保证 在 任意 初始 点 zx'"" 下 , 该 方法 都 能 够 收敛 
Ea", 

考虑 如 下 优化 问题 ， 

minimize | 4z 一 2 

xh, Ac R™*", m=n, be R”, 

a. TR ARAM LE—-TF#OKRM RM, SHRREAREE, 

b， 如果 采 用 步 长 固定 梯度 法 求解 该 问题 , 试 写 出 其 迭代 公式 。 

c. 令 

1 0 

als 
试 确 定 b 中 步 长 固定 梯度 法 步 长 a 的 最 大 取 值 范围 , 保证 能 够 收敛 到 函数 的 极 小 点 。 

Bima: R"OR" HSf(x) =Ax+b, HH, AcR"", beR", GHA TH, x 是 函数 大 的 零点 [ 即 

JCxz ") =0], 利用 和 迭代 方法 求解 x ,和 迭代 公式 为 
ptk+l) 一 zk) -af(zte)) 

HP, aeR,a>0, MRM FER , ASE xP —x* || < lx -x 放 对 所 有 天 都 成 立 , 则 称 

该 方法 是 全 局 单调 的 。 

a. 假定 矩阵 4 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ,， 试 证 明 方法 全 局 单调 的 必要 条 件 为 4 的 所 有 特征 值 都 是 非 

负 的 。 

提示 : 可 使 用 反 证 法 。 

b. 令 

4 ‘| =| 4] 
确定 ce BACAR, AEC AT SO (BUM PERE HA A a, 都 有 x( ox), 

FRB, R"OR Wf(x) =x" Qx -x"b, DER", QI nxn MOM PIER SEMEL I 
BOR CS tha, Bb xe ~Q'b, 试 证 明 当 且 仅 当初 始点 x OPES g =Qx - 

已 是 矩阵 @ 的 一 个 特征 向 量 时 , 该 方法 一 次 迭代 就 能 够 收敛 到 极 小 点 ,， 即 xx) =@-D。 

利用 最 速 下 降 法 re 和 =x2-asg 忆 求 二 次 型 函数 J 的 极 小 点 , 函数 了 的 黑 塞 矩 阵 为 @ >0。Aas 和 Amn 

分 别 表示 和 抢 阵 @ 的 最 大 和 最 小 特征 值 , 请 判断 下 面 两 个 不 等 式 是 否 有 可 能 成 立 。( 所 谓 不 等 式 有 可 能 

成 立 , 指 的 是 存在 一 些 具 体 的 函数 . 放 通过 选择 合适 的 初始 点 x'@ 能 够 使 得 不 等 式 成 立 。)
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8.20 

8. 21 

8. 22 

8.28 

8.24 

8.25 

8.26 

A, Wy F2/A imax 

b. a >1/A gin 

利用 步 长 固定 梯度 法 求 函数 

f(z) = a! iS a ata! 3 — 22 

的 极 小 点 。 

a. 确定 步 长 的 取 值 范 围 , 使 得 算法 能 够 收敛 到 极 小 点 。 

b， 如 果 步 长 设 定 为 1000( 非 常 大 ) ， 试 找到 一 个 初始 点 "使 得 算法 发 散 (不 收敛) 。 

利用 步 长 固定 梯度 法 求 以 下 两 个 函数 户 形 一 形 的 极 小 点 , 并 分 别 给 出 步 长 a 的 最 大 取 值 范围 , 保证 方 

法 是 全 局 收敛 的 。 

a. f(z) =1 十 2zl 十 3(z2 十 2Z2) 十 4ztza 

3 3 
b. f(z) =a" | 3 | x + (16, 23)a + x? 

MCS, R"OR Wy f(x) =p Ox -x'b, DER", QE nxn 的 对 称 正定 实 矩 阵 。 利 用 迭代 公式 
w+) 一 ze( gang 

求 函 数 J BRA, 9 =Ox-b, a, =g\ "g/g Og ,Be 及 是 给 定常 数 ( 当 B =1 时 就 成 为 

最 速 下 降 法 ) 。 试 证 明 当 且 仅 当 0 <B <2 时 , 序列 |xY9 | 收敛 到 函数 了 的 极 小 点 yw” =Q@-1D。 

RRS; R"R W f(x) =>x'Qx -x'b, beR", QEnxnHMMPEELEe, MABRAR 

tt = pl) — gy g(t) 

RBS BR, Bg"? = Ox —b ARB SE xO SOE, ao, WK, RUE A 4st 

BRAT k, y, >0 ABR, BORE FRR RE g® 40, BA L(Y) <f(x)], 

AFAR F a AER ASR Bi tr ee: R"SR MARANA : 

att} = ol) 4 oath) 

Hp, dd, - BAe n HEM, HK 0 FERRE f(x +ad't2 ) 达 到 最 小 的 方式 求 取 , 即 

a, = arg min f(a + ad'*)) 

TEAS FUE hk, rR et? — ye TERE VE"? ) (ERR FEEE) . 

编写 一 个 简单 的 MATLAB f2)% , SCL TE PRE, Ap — He Seat PR AAR ( Ee AE 7. 1. 

Hie oa AeA MATLAB PRC). PLEMLIN |g || <e, Hebe =10°, A, ARF ROR 

习题 8. 1， 并 将 输出 结果 与 手 算 结果 进行 对 比 ,， 以 测试 程序 的 准确 性 ; 接 下 来 , 将 初始 点 调整 为 [ -4， 

5, 1] ,确定 能 够 满足 停止 规则 的 最 少 迭 代 次 数 , 并 给 出 最 后 一 个 和 迭代 点 所 对 应 的 目标 函数 值 ,， 观察 

其 与 0 的 接近 程度 。 

利用 习题 8. 25 中 编写 的 MATLAB 程序 , 求解 Rosenbrock 函数 的 极 小 点 ， 

f(a) = 100(x2 — x7)? + (1 — 2)? 

初始 点 为 Y6) =[-2,2]- 。 当 函数 ,的 梯度 范 数 小 于 10 时, 停止 迭代 。
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在 确定 搜索 方向 时 , 最 速 下 降 法 只 用 到 了 目标 函数 的 一 阶 导 数 (梯度 ) 。 这 种 方式 并 
非 总 是 最 高 效 的 。 在 某 些 情况 下 ,如 果 能 够 在 欠 代 方法 中 引信 高 阶 导 数 , 其 效率 可 能 将 优 
于 最 速 下 降 法 。 生 顿 法 (有 时 候 也 称 为 牛顿 - 拉 弗 森 方 法 ) 就 是 如 此 , 它 同时 使 用 一 阶 和 二 

阶 导数 来 确定 搜索 方向 。 当 初始 点 与 目标 函数 的 极 小 点 足够 接近 时 , 牛顿 法 的 效率 确实 要 

优 于 最 速 下 降 法 。 给 定 一 个 选 代 点 之 后 , 首先 构造 一 个 二 次 型 函数 , 其 与 目标 函数 在 该 点 

处 的 一 阶 和 二 阶 导 数 相 等 ,以 此 可 以 作为 目标 函数 的 近似 表达 式 ; BER ERIK A PRL 

的 极 小 点 ,以 此 作为 下 一 次 和 迭代 的 起 始点 。 重 复 以 上 过 程 , 以 求 得 目标 函数 的 极 小 点 。 这 

就 是 牛顿 法 的 基本 思路 。 如 果 目 标 困 数 本 身 就 是 二 次 型 机 数 , 那么 构造 的 近似 函数 与 目标 
函数 就 是 完全 一 致 的 。 否 则 , 如 果 目 标 函 数 不 是 二 次 型 函数 , 那么 近似 函数 得 到 的 极 小 点 

给 出 的 是 目标 函数 极 小 点 所 在 的 大 体位 置 , 如 图 9.1 所 示 。 

  

近似 函数 的 极 小 点 & 
X1 MX 人 kt1) Xx 

图 9.1 目标 函数 的 二 次 型 近似 函数 (用 一 阶 和 二 阶 导 数 构造 而 来 ) 

当 目 标 函 数 .7 R*_*R 二 阶 连 续 可 微 时 , 将 函 数 了 在 点 *(9 处 进行 泰勒 展开 ,忽略 三 次 
以 上 的 项 , 可 得 到 二 次 型 近似 函数 

fla) ~ f(a) + (@— 2)" g® + 一 aiTPlem)j at) 全 qta) 
为 了 简化 描述 ， 令 go = Vfl), 将 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 条 件 应 用 到 函数 4， 可 得 

0 = Va(a) = 9) + F(x) (a@ — 2?) 

WR F(x) >0, RR @ HDA 
ght) < g(h) — Fg ®)-1g(*) 

这 就 是 牛顿 法 的 选 代 公式 。
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例 9.1 利用 牛顿 法 求解 Powell 函数 的 极 小 点 : 

f (21,22, 23,04) = (41 + 1022)? + 5(ag — x4)? + (zg 一 2zs) 十 10(z1 — 24) 

$146 &A x =[3, -1,0,1] ,开展 3 次 迭代 。 

3G xO HT BBE f(x) =215, BRA 

2(zl + 10x) + 40(21 — x4)? 

20(zl 十 10x2) 十 4(za 一 273)3 

4 

VF (a) ~ 10(x3 一 xa) 一 8(z2 一 2z3s)3 

一 10(zs 一 Xa) 一 40(zi 一 x4)? 

RASH F(x) A 

2+ 120(x1 — 24)? 20 0 —120(#1 — 24)? 

20 200+12(za — 2x3)? —24(x2 — 2x3)? 0 

0 一 24(z2 一 2zsj” 10+ 48(x2 — 2x3)? 一 10 
—120(21 — x4)? 0 —10 10+ 120(21 — x4)? 

FH 1 KIRK: 

g® = (306, —144, —2, —310] " 

482 20 0 —480 

20 212 -24 0 (0)) — 
Fie") 0 -24 58 -10 

—480 0 -10 490 

0.1126 —0.0089 0.0154 0.1106 
F(a)! = —0.0089 0.0057 0.0008 —0.0087 

0.0154 0.0008 0.0203 0.0155 

0.1106 -—0.0087 0.0155 0.1107 

F(a )~1g — (1.4127, 0.8413, —0.2540, 0.7460} " 

故 有 

we) = 2 _ Fre ())-1g) — 一 [1.5873, 一 0.1587,0.2540,0.2540] 

f(a) = 31.8 

第 2 次 和 迭代， 

g') = [94.81, -1.179, 2.371, 一 94.81] 7 

215.3 20 0 —213.3 
20 205.3 -1067 0 @)) = 

Fe) 0 -1067 31.34 —10 
—213.3 0 -10 223.3 

F(2)-1g™ — (0.5291, —0.0529, 0.0846, 0.0846] " 

aw?) = 2) — (ae) —1g() — (1.0582, —0.1058, 0.1694, 0.1694] * 

f(a) = 6.28 

第 3 次 迭代 :
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g42) (28.09, —0.3475, 0.7031, 一 28.08] 

96.80 20 0 -9480 
20 2024 -4744 0 (2)) _ 

F(a) 0 4.744 19.49 —10 
一 94.80 0 —10 104.80 

x‘) — (0.7037, —0.0704, 0.1121, 0.1111]? 

f(a) = 1.24 a 

TER, TE—RIER FE (CIERRA SA hk), FMRATT WA 
1. 求解 F(x” ja = -g\” ， 得 到 a™® ; 

2. 确定 下 一 个 迭代 点 wx43D = +a™, 

第 1 步 需要 求解 一 个 2 维 的 线性 非 齐 次 方程 组 , 因此 , 应 该 设计 一 种 高 效 的 求解 方 

法 ,以 提高 牛顿 法 的 实用 程度 。 

第 7 章 中 , 牛顿 法 指 的 是 一 种 一 维 搜索 法 , 适用 于 单 变量 函数 , 除了 求 极 小 点 所 在 区 

间 之 外 , 还 可 以 用 于 方程 求解 。 类 似 地 , 此 处 的 牛顿 法 也 可 用 于 求解 多 元 方程 

g(z) =0 

HP, ve R’,g: R°OR", IN, F(x) RRM g 在 x 处 的 雅 可 比 矩 阵 , E(x) 
An xn i, Fi, J) PICK A (09,/du,)(¥), 1,7 =1, 2, +, n, 

9.2 ”牛顿 法 性 质 分 析 

在 单 变 量 的 情况 下 , 如 果 冰 数 的 二 阶 导数 .P” <0, 牛顿 法 无 法 收敛 到 极 小 点 , 如 图 7.7 

所 示 。 与 此 类 似 , 在 多 变量 的 情况 下 , 如 果 目 标 函 数 的 黑 塞 矩阵 严 (x…”) 非 正定 , 牛顿 法 确 

定 的 搜索 方向 并 不 一 定 是 目标 函数 值 下 降 的 方向 。 甚 至 在 某 些 情况 下 , 即使 严 (x… ) >0， 
牛顿 法 也 不 具有 下 降 特 性 , 即 可 能 出 现 .7x4 和 5) 兰 几 Ye ) 。 比 如 , 当初 始点 Y'" 远离 目标 

函数 的 极 小 点 时 ,就 有 可 能 出 现 这 种 情况 。 本 节 最 后 给 出 了 修正 措施 , 可 以 解决 这 一 问 

题 。 尽 管 存在 一 些 缺 陷 , 但 牛顿 法 的 一 大 优势 在 于 ,如 果 初 始点 离 极 小 点 比较 近 , 那么 将 

表现 出 相当 好 的 收敛 性 。 接 下 来 将 针对 这 一 点 开展 讨论 。 
为 了 方便 分 析 , 选 定 目标 函数 ,为 二 次 型 水 数 。 此 时 , 牛顿 法 只 需要 一 次 迭代 即 可 从 

任意 初始 点 Y 收敛 到 函数 的 极 小 点  , "满足 YFz ”) =0。 令 目标 函数 为 

f(x) = 52' Qe 一 DID 

其 梯度 和 黑 塞 矩 阵 分 别 为 _， 

g(x) = Vf(a) = Qu—b 

F(x)=Q 

AIFF RUAIERAS, EER OR, A 

we) = g) _ F(a2))-1g 

= 2 — QQax —b] 

=Q'b 

= g*
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由 此 可 知 ,目标 函数 为 二 次 型 天 数 时 , 对 于 任意 初始 点 Y'" , 牛顿 法 的 收敛 阶 数 为 m 

(注意 与 习题 8. 18 相 比较 , 在 习题 8. 18 中 , 采用 的 是 最 速 下 降 法 ) 。 

为 了 分 析 一 般 意 义 下 牛顿 法 的 收敛 性 , 需要 用 到 5. 1 节 中 的 一 些 结论 。 令 ixz} 表 示 

利用 牛顿 法 求解 函数 . 广 要 "一 阴极 小 点 时 所 产生 的 迭代 点 序列 , 可 证 明 |x 生 上 至 少 以 阶 数 

为 2 的 收敛 率 收敛 到 x ” 。 

定理 9.1 BRS AWHEA TH, Bx’ ER” BLV(x*) =0, F(x) Tik, MA, 对 

于 所 有 与 “足够 接近 的 (0) ,牛顿 法 能 够 正常 运行 ， 且 至 少 以 阶 数 为 2 的 收 化 率 收 你 到 .“。 

口 

证 明 : 对 函数 了 的 梯度 VF 在 Yito 处 进行 泰勒 展开 ， 可 得 

Vi (@) — VF (2) — F(e@®)(@ — 2) = O(|a — 2 ||?) 

Wt BR f Sse TM, F(x") TH, Bs, FAPMe>0, c, >0 Fc, >0, KFS 

x, xe |x: ||x-x"| <e] i, FARE: 

IVF (w) — Vee) — F@)(@ — 2) || < ela — 2 |? 
3) 85.3 5a, F(x) REDE 

|F(@)* || < ee 

目标 函数 梯度 VF 的 泰勒 展开 式 的 余 项 包含 了 函数 了 的 三 阶 导 数 ， 由 于 它 是 连续 的 ,因此 能 

够 位 于 集合 jx :| -| 二 e| 中 ,由 此 可 得 上 面 的 第 一 个 不 等 式 成 立 。 
&x%e {xi||x-x'|| Sel, FRREAP He FRAN’, HTVE(x') =0, TH 

Fe) (2 — a) — VF (ae) || < callzto 一 人 | 

WA RIERRAA OSS BM RA xe, HHA, TH 

[je — 2 || = |x — 2 — Fe) Vf@e)| 

= ||F@) > (Fe )(2 — a) — VF(@))|| 

< |F@) Fa) @® — a) —Vvf@)| 

结合 前 面 给 出 的 这 些 不 等 式 以 及 常数 cj ，cy ， 可 得 

|e? — w*|| < cyeg|ax 一 人 

IESE a , RAF 

je — a || < 二 
C102 

其 中 , ae(0, 1)。 由 此 可 得 

je — 2" || < alle 一 天 "| 

利用 归纳 法 ， 易 知 
zte+1) 2 < €1C9|\a) _ a” || 

ja — 2 | <ale — 2*| 

因此 ， 

jim ia) — a*|] = 0
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BARI [x LP ae, WF |e Px" || <c,c, || x —x"|]/?, Bev se ese By 2, 

Bp |x") —x"l| =O || x-x"|]*). . z= 

提醒 : 定理 9.1 中 并 没有 要 求 x "是 局 部 极 小 点 。 比 如 , 如 果 x "是 一 个 局 部 极 大 点 , 函数 
三 阶 连 续 可 微 , 玉 (x ) 可 道 , 那么 如 果 选 择 一 个 合适 的 初始 点 , 牛顿 法 仍然 能 够 收敛 到 *” 。 

定理 9.1 表明 , 如 果 初 始点 靠近 极 小 (大 ) 点 , 那么 牛顿 法 将 具有 非常 好 的 收敛 性 。 但 

是 ,如 果 初 始点 离 极 小 (大 ) 点 较 远 , 牛顿 法 并 不 一 定 收敛 (有 时 候 会 导致 黑 塞 矩阵 为 奇异 

和 矩阵, 方法 失效 ) 。 特 别 是 在 求解 最 小 化 问题 时 , 该 方法 不 一 定 具 备 下 降 特性 ,也 就 是 说 ， 

有 时 候 会 出 现 . 疙 xz47 ) F(xz69 ) 。 幸 运 的 是 , 可 以 对 牛顿 法 进行 一 些 修 正 , 使 其 保持 下 

降 特 性 。 在 讨论 修正 方法 之 前 , 先 给 出 如 下 定理 ; 

定理 9.2 [x | 为 利用 牛顿 法 求解 目标 函数 .F(x) 极 小 点 时 得 到 迁 代 点 序列 ， 如 果 

F(x) >0, Ba =VFxD) 天 0， 那 么 从 点 克昌 到 点 Yi 的 搜索 方向 

db = —F(a())-1g() 一 me+D 一 了 

是 一 个 下 降 方向 , 即 存在 一 个 区 >0, 使 得 对 于 所 有 ae (0, 到 ) ， 都 有 
f(a 十 ad“) < f(a) 

成 立 。 口 
证 明 : 构造 复合 函数 

d(a) = f(2 +ad"?) 
应 用 链 式 法 则 ， 可 得 

¢'(a) = VE (a 十 ad'*))T g®) 

yt F(x) '>0, 9 40, F 

¢'(0) = Via) a® = -g® F(a) “Ig <0 
因此 ,一 定 存在 一 个 匹 >0, 使 得 对 于 所 有 ae (0,， E)， 有 中 (a) < 由 (0)， 这 就 意味 着 对 于 
RA ae (0, a), f(x +ad™) <f(x™) RE, 

定理 得 证 。 a 

根据 定理 9.2, 可 对 牛顿 法 进行 如 下 修正 : 
(kt = a) — oy (al) 1g) 

其 中 ， 

ak 一 arg min f(t — aF(a)~1g%)) 

EDL, BRUCE TCABETT Ie] — F(x) “1g EF HEIR , EU RH 
BK, HEHE. 2 WTR, (IEF OARS PRE, B49? OR, A 

fie) < f(a) 

4B ty eR HE n LOB , TREE (ac ) TREAT At EK, 况且 , 还 
要 求解 匈 维 线性 方程 组 严 (Y“ )@ ”= -8 。 这 是 牛顿 法 的 缺陷 之 一 。 第 10 章 和 第 11 章 
将 讨论 相关 方法 ,以 解决 这 一 问题 。
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牛顿 法 中 隐 含 的 另外 一 个 问题 在 于 黑 塞 矩阵 可 能 不 正定 。 下 一 节 将 介绍 牛顿 法 的 一 

种 修正 方法 , 可 以 解决 这 一 问题 。 

9.3 ”Levenberg-Marquardt 修正 

QUE SER F(x”? ) 不 正定 , 那么 搜索 方向 do = —F(x) 809 可 能 不 会 是 下 降 

方向 。 牛 顿 法 的 Levenberg-Marquardt 修正 能 够 解决 这 一 问题 , 保证 每 次 产生 的 方向 是 下 

降 方向 , 修正 后 的 迁 代 公式 为 
wt} = ol) — (re) + pu, D)1g™ 

EP, w,20. 
FUAXTEREIS, FPR BOR ALIEXERY, F ARIEIEA A,, AL, 0 A,, SHIRES v, , 

Vo, 11, Uyo 特征 值 A ,As ，…, A, 全 部 为 实数 , 但 不 要 求 是 正 数 。 对 五 进行 简单 修正 , 得 到 新 

iM G=F iu, HP p20, SIAM @ EME A, +m, A, tH, 0, A, te, BE 
Gu; = (F + pd)v; 

一 了 Vi 十 TU; 

一 XiOi 十 NUi 

= (G+ wv; 

IXUEHA, v,, i=1, 2, --, n PEE @ ORME, ORME A, tu, i=1, 2, --, 0, 
Alt, Ret p BBR, Ba REM @ REA ERA ER, BIG IEEE, HB, 只 

BEE WY AY Levenberg-Marquardt iE PHSB M uw, BK, BRERIEB RA a” = 

- (F(x) +0) “9 —* FET il ( SS Re BOO. 2 PSE PET eA), Eh 

基础 上 , 再 按照 9.2 节 的 方法 , 引入 一 个 搜索 步 长 w,， 可 得 新 的 迭代 公式 为 

wk) — of) _ og, (P(e) + py, Dg 

这 样 ， 就 可 以 保证 牛顿 法 的 Levenberg-Marquardt 修正 的 下 降 特 性 了 。 

令 必 一 0,， 牛顿 法 的 Levenberg-Marquardt 修正 就 可 以 逐步 接近 牛顿 法 ; 令 必 一 o ， 

Levenberg-Marquardt 修正 又 会 表现 出 步 长 较 小 时 梯度 方法 的 特性 。 在 实际 应 用 中 , 一 开 

始 可 以 为 心 选 择 较 小 的 值 ， 然 后 逐渐 缓慢 增加 ， 直 到 出 现下 降 特 性 ， 即 JF(Cx'“ 涪 ) < 

f(x) AE. 

9.4 牛顿 法 在 非 线性 最 小 二 乘 问题 中 的 应 用 

本 市 考虑 一 类 特殊 的 优化 问题 , 并 尝试 利用 牛顿 法 求解 。 优 化 问题 模型 如 下 ; 

minimize y (ro)) 

其 中 , 六 : 了 "一 恨 , 半 =1, …，, 7 为 给 定 的 函数 。 这 类 问题 称 为 非 线性 最 小 二 乘 问题 。12. 1 节 
将 讨论 该 问题 的 一 个 特例 , 即 函 数 , 守 =1, 2,，…, 1 全 部 都 是 线性 函数 的 情况 。 

例 9.2 对 于 某 一 过 程 , 在 人 ua 个 时 刻 开 展 和 次 测量 , 得 到 一 组 测量 值 , 如 图 9.2 所 示 

(图 中 m=21), et, ty, ty 刀 表 示 测 量 时 刻 ， yi, Yo, wry Ym A A EAE, 其 中 ， ty =0,
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ji =10。 和 希望 构造 一 个 正弦 函 数 拟 合 这 些 测量 数据 ; 
y = Asin(wt + ¢) 

通过 为 参数 4、w 和 中 选择 合适 的 值 , 能够 实现 非常 好 的 拟 合 。 为 了 求解 这 一 问题 ,构造 

目标 函数 ， 

S_ (yi — Asin(wt; + ¢))? 
i=1 

其 含义 为 计算 测量 时 刻 处 对 应 的 测量 值 和 正弦 函数 值 之 间 误 差 的 平方 和 。 令 YY =[4, mw, 中 ] 

表示 决策 变量 向 量 ,， 由 此 可 得 到 一 个 非 线性 最 小 二 乘 间 题 ， 函 数 7 为 

r;(@) = y; — Asin(wt; + ¢) 

2.5   

2b og ° ] 

  

      
255 2 4 a: 8 10 

对 间 

图 9.2 例 9.2 中 的 测量 值 a 

令 r= [mm,…, rw]T， 可 将 目标 函数 写 为 Kxz) =r(z)Tr(z) 。 为 了 能 够 应 用 牛顿 法 ， 
先 计算 函数 了 的 梯度 和 黑 塞 矩阵 。 梯 度 VF(z) 的 第 了 个 元 素 为 

(yoi= 让 四 =22n 四 各 四 
r 的 雅 可 比 矩 阵 为 

ga(e) --- $2(a) 

J(x) = 

Gra (qe) +++ 3tm (an) 

    

因此 ,函数 ,的 梯度 可 表示 为 

Vf (a) = 2d (x) r(a) 

  

函数 了 的 黑 塞 矩 阵 的 第 (大 。 个 元 素 为 
Pf a (af ints, = 5m (55) 

Oo = Or; “Fn (2 二 和 加) 

m. ， . 2. 

= 20 (SE @ FE) +n@)5a7-(e))
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令 S(x) 表 示 和 矩阵 ,其 (有 ,7 元 素 为 
D27; 

> (了 ) 二 DBzkaz; (x) 

因此 , 可 将 黑 塞 矩 阵 写 为 

F(x) = 2(J(x)' I(x) + S(x)) 

这 样 , 可 得 到 将 牛顿 法 应 用 到 非 线性 最 小 二 乘 问题 时 对 应 的 迭代 公式 ， 

ztkfl) 一 zt - (J(z) JJ(z) 二 S(z))-1J(z) 7r(z) 

矩阵 SCx) 包 含 函 数 的 二 阶 导 数 , 其 中 的 元 素 都 很 小 , 在 实际 应 用 中 , 经 常 将 其 锦 

略 。 此 时 , 牛顿 法 就 变 成 了 通常 所 说 的 高 斯 -牛顿 法 : 

zefl — al) _ (F(a) JJ(z))-1J(z)Tr(z) 

需要 指出 的 是 , 高 斯 -牛顿 法 并 不 需要 计算 ” 的 二 阶 导 数 。 

例 9.3 再 次 考虑 例 9.2 中 的 数据 拟 合 问题 ,其 中 ， 

ri(@) = y; — Asin(wt; + ), i=1,:--,21 

FET OSE I(x) X—-4 21 x8 HE, BLED AA 

(J(%))i,1) 一 —sin(wt; + ¢), 

(J(@))(,2) = —tiAcos(wt; + ¢), 
(J(@))¢i,3) = —Acos(wt; + ¢), i7=1,---,21 

HT MUEIT (1, U1), (ley Yo), (hey YQ ZB, RBIMAMAFRMARUWOBRAR 

yo) JE BM, WAG HR, KER HRMBRKHA A =2.01, w =0. 992 4 b =0. 541, 

  

  

  

M
e
a
s
u
r
e
m
e
n
t
 

    
  

Time 

图 9.3 例 9.3 的 拟 合 程度 最 高 的 正弦 函数 a 

rat Fa EE: (xe) JJ(x) 可 能 不 正定 。 同 样 , 这 一 问题 可 以 利用 

Levenberg-Marquardt 修正 加 以 解决 

zi) 一 ao 一 (J(z) J(z)+AD TI(e) r(z) 
实际 上 ，Levenberg-Marquardt 修正 就 是 专门 针对 非 线性 最 小 二 乘 问题 而 提出 来 的 , 因此 ，



第 9 章 + RM 顿 法 119 
  

可 以 直接 称 为 Levenberg-Marquardt 方法 。 可 以 将 上 式 中 的 所 了 视 为 对 牛顿 法 中 SC(x ) 的 

近似 , 这 也 是 对 Levenberg-Marquardt 方法 的 另外 一 种 解释 。 

习题 

9.1 

9.2 

9.3 

9.4 

9.5 

Beef: ROR A f(x) =(e-2,)', HeRABM, MAF RMAERRKBRHBDA, 

a. MERKLE ATE LAK, 

b. Sy = la -ayl, a? AAPA k URINAL, EBA APSA y? | 满足 4 =ty”, 

c. 证 明 对 于 任意 起 始点 gf , Ae” 2, , 

dG. 证 明和 牛顿 法 的 迁 代 序列 jxt9 } 的 收敛 阶 数 为 1。 

e. 定理 9.1 表明 , 在 某 些 情况 下 , 牛顿 法 的 收敛 阶 数 至 少 是 2。 为 什么 这 一 定理 在 这 一 问题 中 不 成 立 ? 

这 是 关于 制 线 法 收敛 阶 数 的 问题 ,其 中 的 一 些 符号 和 说 法 与 定理 9.1 的 证 明 过 程 类似 。 

a RRS: ROR TPES RK, 2° AAR, £"( 0") 关 0。 利 用 迁 代 公式 2 人 = 2 -af' 

(2 ) 求 极 小 点 , 步 长 序列 | as| 是 一 个 正 实数 序列 ， 能够 收敛 到 1XF"(z” 。 证明 如 果 xz 一 , 那么 该 

算法 的 收敛 阶 数 是 超 线性 ( 即 严格 大 于 1) 的 。 

b. 根据 问题 a 中 的 结果 , 可 以 对 割 线 法 的 收敛 阶 数 做 出 什么 样 的 结论 ? 

目标 函数 为 扎 z) =z =(Ve)*, re R, BR, BBS HSB AW 0, 
a. FAA ER IX — AL, PAG HAGA RAK, 

b. HAREM AAA 0, FRARASAMS O Tit ASO CHM BALI). 

且 标 函数 为 Rosenbrock 函数 : F(xz) =100(z -—a7)? +(1-a2,)’, w=[2,, 2] (AEM BR’ B 

数 一 一 经 常 被 用 作 优 化 算法 测试 的 标准 函数 ) 。 由 于 该 函数 的 水 平 集 呈 现 香 蕉 的 形状 ,， 故 也 称 为 香 医 

函数 。 

a. 证 明 {1, 1] "是 函数 在 叹 : 上 的 全 局 极 小 点 。 

b. 初始 点 为 [0, 0] ,利用 牛顿 法 开展 两 次 迁 代 。 提 示 : 二 维和 矩阵 的 求 逆 公式 为 

ab) a fa - 
ed ~ad—be|—e a 

c. 利用 梯度 法 重复 问题 b, RUTH EW @, =0. 06. 
(OTE AAI AIG LARA 

人 (b+ 一 pl) — oy F(x(*))~1g(*) 

其 中 , a, =arg min, f(x -aF (x) 'g) . ALAA ITER A — A! PR BL f(x) =+*" Qx -x'b fy 

极 小 点 , 其 中 , @ =@ ”>0。 标 准 的 牛顿 法 能 够 从 任意 初始 点 Y'" 出 发 ， 只 需要 一 次 迭代 就 达到 极 小 点 

x"，VKx ) =0。 请 分 析 修 正 牛 顿 法 是 否 也 具备 同样 的 特性 ? 

~
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10.1 引言 

从 计算 效率 上 来 看 , 共 斩 方 向 法 位 于 最 速 下 降 法 和 和 牛顿 法 之 间 。 共 斩 方 向 法 具有 以 下 

特性 : 

1. 对 于 交 维 二 次 型 问题 , 能够 在 见 步 之 内 得 到 结果 ; 
2. fe FEET I AYIA RRS, JEU RA REA NG ET AR 
8. RAG ETRE n xn BSE, ANP ET OR 

一 般 情 况 下 , FRET AA AO PERE DEP AE FM , (EAE MT. MF RS AE 
顿 法 中 可 以 看 出 , 影响 和 迭代 搜索 算法 效率 的 关键 因素 为 每 次 迭代 的 搜索 方向 。 接 下 来 将 会 

看 到 , 对 于 一 个 妈 变 量 的 二 次 型 函数 刀 *) = 二 xzTQx -xb,YreR" ,QQ=@ >0 来 说 , 最 

好 的 搜索 方向 为 @ 共 斩 方 向 。 如 果 术 " 中 的 两 个 方向 do 和 de2 EA? Qa” =0, WE 
MRRF Q STH, HUES MD Pe XM: 

3M10.1 QAnxn hrs EBE, HpA wd, d?, d,--,d™, wR 

于 所 有 的 zx7 有 aq Qu =0, MACNEAF Q HHH, a 

513210.1 QAnxn MESH, wRADEA™, aA”, -, d™ ER", k<n- 

14S, HRATQHERM, 那么 它们 是 线性 无 关 的 。 . oO 

WEAA; AAMAS a, a, °°, a, , 使 得 

apd + ad) +--- + ond =0 

等 号 两 端 左 乘 dA?'Q,O<[<k, RHQHKHRHERL, Tied” ' Qd” =0,14j, HH TH 

a;d" Qd” 一 0 

HT Q=Q' >0,d% 40, Atta, =0,7=0,1, ++, ko HM, AO, Ad, d kn -1& 

线性 无 关 的 。 a 

例 10.1 MEQ H 

一 
Oo 

WwW
 

a
)
 

  

w
n
r
e
 

a
 

Wt Q AMP EF AAA ER, 

3 0 
Ai =3>0, aa = eet (|= 20, A3 = det Q = 20 > 0
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As. QHELHE, AQ=Q' 0, WAHH-BATQOKRH AE A, a”, 

d® 2 
Ad =[1,0,0]7,d® =[a®, adi, di? ]7, d® =[ad?, dd? |", SAAR 

d "Qa =0, 有 

ai”) 
ds» 
as» 

3 
dT Qa™ = [1,0,0] 1 = 3d) + af? 

1 No
 

心 
©
 1 

2 

3 

      

4 di) =1, di? =0, dj? = -38, Ad™ =[1,0, -3]', dQd” =0, 

第 三 个 向 量 GE SHAR GEA? Fd RKTT QKRH, A, FR d'Qd” =0, 
d'Qd® =0, # 

d©* Qa 一 3d\?) 十 qd? =0 

dT Qa?) = 64? - gd?) =0 
weed =[1,4,-3]', PTRA-MKT QKHRHAET, = 

MIR T Q FERC AIT A RAR 8 KR, Bah AF ( Gram-Schmidt ) #2 
AY WOKE IR" “FA 28 3k 1 RO — 2 ETE SCE TA Tk, eI — AR, PT 
GACH RT Q FTE AA AR CE EJ 10.1) 

10.2 BAHIA MAI 

ASN SY RSE ERE Te) IE, ET ?9 AE PR Be Mee a ae 

f(a) = 52" Qe _ TB 

其 中 ,Q@ =Q@ >0, YeR"。 注 意 , 由 于 @ >0, 因此 函数 有 一 个 全 局 极 小 点 , 可 通过 求解 

Qx =b 得到。 

BAWHERA MRA, REMMR xo M-AKF QHRHTm a, d?, --, 
de | ERARA(K20 RAIERKA) 

g™ =VF(e™) = Qa —b 

ga” 
d®)™ Qa 

a+) 9) 4 oa) - 

定理 10.1 HATES”, RAMA GRABLE n KRKZA KAA 

we — ay Behe a, Bea” =x", 口 

WEAR: WTA MA” i=0,1,-+,n-lLABAR, Ast, xx eR 可 由 它们 线性 

Rk, Bp 

ak = 

a* — = Bod + wee + Bnd) 

其 中 ， B;; i=0, 1, vey n-1 为 常数 。
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APS AMMAR” "Q,0<k<n, HQKMHEMR TS, d™' Qd =0, 天 F1， 

因此 有 

doTrQ(zr* _ z(0)) 一 Bkd) Qa) 

整理 后 ， 可 得 

a)" Q(a* — 2) 
Pr = dT gg 

BRAAO TEA 

(各 一 2°) 十 apd 十 … sy a,p_d*-)) 

Bp 

a(*) 一 a) = apd +... + a, d*-) 

而 

2 一 zz(0 一 (一 zz) 二 (zt 一 z(0)) 

+A Ae AR A”? "QO, tg” =Qx -b, Qx’ =b, TH 

d) Q(a* — 2) = d® TQ(a* — 2) = a Tg) 

因此 有 

d®)T glk) 

Be = a5 2g = on 
a)" Qa 

HA x =x” | EAM, a 

例 10.2 AIM AAMARMADRAR BK 

f(a.) = 527 | 站 =-= A ,2 € R? 

的 极 小 点 ， 初 始点 为 wY0 = [0, 0] 7- ， 给 定 QHRA HAA d™ =[1,0]', a” = 

  

3 3 17 

-3 4] 。 

首先 计算 

g® = —b=[1,-1]" 
有 

1 
POMP) 中- 1 

00 GOT EQ ~~ 1 0 4 2 1 ~ 4 

LO}, ol lo 

因此 

1 
@) _ 2(0) (oy) __ {9} 141] _ |g 

再 计算
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g® = Qz2 —b= | | 四 7 | - 4 

  

  

gPTa® 3 

we aT Qd gg [4 2] [8] 
[一 2 2|| 3 

因此 ， 

一 工 一 3 一 1 
aw) = gg) +a,d\ = 4 +2 3° 一 3 

0 4 2 

由 于 函数 外 是 一 个 二 维 的 二 次 型 函数 , 故 Y =x", = 

目标 函数 为 % 维 二 次 型 函数 时 , 共 恩 方向 法 能 够 在 ? 步 迁 代 之 后 得 到 极 小 点 。 接 下 

来 我 们 会 发 现 , 共 弧 方向 法 的 中 间 和 迭代 步骤 具有 一 种 很 有 意义 的 性 质 。 选 定 “作为 迁 代 

初始 点 ，d' 为 初始 搜索 方向 , 有 
(0)T g(0) 

we) 一 (0) _ ( Src @© 

可 以 证 明 
gmTdo) -0 

推导 过 程 为 
gd 一 (Q2") _ b)' a 

g Td 
= 2 Qg© _ ( Sra 

= gT gO ~— g%Tg@ —9 

FB gd =0 RABK a, W a, =arg min $,(0), HP, bo(a) =f(x tad), F 
面 给 出 具体 的 推导 过 程 。 

.由 链 式 法 则 , 可 得 

| dT Qa — bq) 

(a) = Vile +ad) "a 

将 wa=auo 代 入 上 式 , 可 得 
So (ao) 一 gg =0 

HF $F o WPA aK, HP, oP MN RRA a 'Qd™ >0, BBA b FFTEME— WR 

Asi, Alb, ag =arg min d,(a) . 

以 此 类 推 , 可 以 证 明 , 对 于 所 有 天， 都 有 
gt+DTd( -0 

BD 

a, = arg min f(a) + ad‘*)) 

实际 上 , 还 存在 更 为 一 般 化 的 结论 , 如 下 面 的 引 理 所 示 。
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引 理 10.2 AARAGHRAP, THA K, O<k<n-1, O<i<k, 都 有 
ge+DTdG =0 口 

EAA: Tg” =Qx'” -b, Ast 

Q(al*t) — 2) — Qal+)) — b — (Qa) — b) = g(*t) — gl®) 

由 此 可 得 
g*t}) = g*® 十 a,.Qd\) 

利用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 前 面 已 证 明 过 , gd =0, 因此 ,当下 =0 时 ,结论 

成 立 。 接 下 来 只 需要 证 明 如 果 结 论 对 于 天 -1 KS, Peg da =0, isk-1, RARE 

MH kw, Bg Ta =0, isk, BEK>0, OSi<k, RHEBAEMRR, TH 

gd =0 RS, 
由 于 

git) 一 g” 十 a,.Qa) 

hE QKMAR TS, d”'Qd =0, ROTH 

gt DT g® = ga +a,d™)™ Qa =0 

接 下 来 只 需 再 证 明 

gt+DTdO = 0 

即 可 。 
wt Qx” -b=g”, Ast, 

g**)T a®) = (Qal*t) — b)Ta® 

_ (= _ 9d 
ad) Qa) 

= (Qa -8) * ath) — g)T g®) 

=0 

因此 , 由 归纳 法 可 知 , 对 于 所 有 的 0 去 上 和 
n-1, 0Si<k, 都 有 

ge+DTdG) — 9 加 

由 引 理 10.2 可 知 , g “人 … 正 交 于 由 向 量 

dd, +, dO KARA F235 A PRED 

向 量 , 如 图 10. 1 所 示 。 

该 引 理 可 用 于 证 明 共 斩 方 向 法 的 一 个 

很 有 意思 的 最 优 性 性 质 可 以 证 明 - 
fle) AR OL HE WF eg 10.1 引 理 10.2 的 示意 图 

min, f(x +ad 避 ) ， 而 且 还 能 满足 
k 

f(a") = min f (=" + Yad”) aon ae 
i=0 

+ 

a”) Qa") _ b!| a 

g(k+1) 
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换言之 , 如 果 记 

V, = of) 十 span[d®, d™, tee ad) 

WA f(x?) =min,.y, f(*) > 随 着 k 的 增 大 ， 子 空 间 span[ d°° ， ad‘) ， a‘ ] 不 断 

“Pk”, HATER (HREM Ba”, d”,-- BREAK), Alt, 4k ee 
大 时 , * 将 位 于 区 中 。 基 于 此 , VD LSCAN MAT KTS Ae ( LAS M88] 

的 第 266 页 ) 。 

fe SBE Dy 
D® = (a, Lee _d*)) 

其 中 , ad AEE D™ G98 1, HER, x +R(D™) =V,, FIR, 

plktl) — (0) 4 > ad 
i=0 

=2 + D” a 

其 中 ， a=[a), wt, a)" > 因此 ， 

zk+l) ec z(0) 十 R(D"*)) = 

PERM xe V,, ESE a, (8 x =x +D” a, > o,(a)=f(x +D” a), A 
Alb, FE—TROoR Ee, FARE AB (5 al 6. 33 AJ 10.7), FERIA 7G 

Dox (a) = Vf(2 + Da)’ D®™ 

RRA @ B49 

Déx(a) = Vf (2 + Da)? D™ 
= Vi (@*t))T p® 

= g*+)T pi) 

5 |32 10.2 Fe, g"**?"D” =0'”, AU, aw 能够 满足 函数 由 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 条 

件 , 6, HBA, BD 

f(a) = min f(2 + Da) = min f(z) 

扩张 子 空间 定理 证 明 完 成 。 

共 斩 方 向 法 的 计算 效率 很 高 , 但 是 , 前 提 是 必须 能 够 给 定 一 组 @ 共 斩 方 向 。 幸 运 的 

是 , 存在 一 种 方法 , 能 够 随 着 和 迭代 的 进行 , 逐一 产生 @ 共 斩 方向 , 无 须 提 前 指定 。 下 一 节 

将 讨论 这 种 能 够 在 迭代 过 程 中 产生 @ HEHE TK. 

10.3 Hae eit 

FEGO BG EIA A ie SES Ee Q FERC IA) , TERE RHETT ATE Q EGET I, 
在 每 次 迭代 中 , 利用 上 一 个 搜索 方向 和 目标 函数 在 当前 和 迭代 点 的 梯度 向 量 之 间 的 线性 组 合 
构造 一 个 新 方向 , 使 其 与 前 面 已 经 产生 的 搜索 方向 组 成 @ 巷 方向 。 这 就 是 共 斩 梯 度 法 
这 一 名 字 的 由 来 。 这 一 过 程 利 用 前 面 得 出 的 一 个 结论 , 即 对 于 一 个 ? 维 二 次 型 函数 , 沿 着 
Q HHA MUETIER, 经 过 ?mm 次 迭代, 即 可 得 到 极 小 点 。
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考虑 二 次 型 目标 函数 ; 

f(x) = 52'Qe —a'b, 2eR” 

HEH, Q=Q' >0, MRANx”, BRAM RAB PRAT, BUR SE x Abbe 

度 的 负 方 向 ， 即 
d(0) 一 一 g(0) 

产生 下 一 个 迭代 点 ; 
a) = 2) + ad 

其 中 , 步 长 为 
(0)T gt) 

a = arg min f(@® + ad) = - reg 

AE Fe, Be a” WK dA? BKF QHMN, HAV SH gg” Ma” 

之 间 的 线性 组 合 。 推 广 开 来 , EARL ERE, BRAM a MEAG” Ma” Zia 

的 线性 组 合 , 可 写 为 

d+) = g(t) 4 ga), &=0,1,2,--- 

按照 如 下 方式 选择 系数 ,8 =1, 2, …,， 可 以 使 得 de 并 和 Gd , …， dd Bm Q HH 

方向 : 
四 g**DT Qa 

~ d®) Qa) 

FEE BS BEE AE AE PR AY AVS on FE 

1. 令 :=0; 选择 初始 x® , 

2. g® =Vf(x), Mg” =0, BIbIER; BM, Sad = -g, 
(k) T p(k) 

， gg qd 3. 计算 w, = a oan 

4. EY =x tay, 
B.A gg" "Y =F?) , MR"? =0, FILER, 

(e+l)T age) 
、 _g Qd 

6. 计算 B, = dorQad。 

7. 计算 ate) = 一 get +B,d™ , 

8. 令 大 := 天 +1,， 回 到 第 3 步 。 

10.1 HMR APH RRA AA”, d,--,d MZQKHRAH, 口 

证 明 : 利用 归纳 法 进行 证 明 。 首 先 证 明 GO Qd0 =0, Ast, HdO'QA? BA 

d(0TQdt _ dT Q(-g + Bod) 

_ gT Qa 

Bo = dO Qa 

RALEKX, TH d'Qd™ =0,
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med, dd k<n-lLZQ#HRAA, HF] # 10.2 TH, g**? d® =0, 

G=0,1,--,k, Pg" SRA Hd, dd, ,dRER, HFRARELE 

g*tDTgG) 0, 7=0,1,---,k 

固定 某 个 7e 10，.…，, 8 ， 有 

d) = —g) + 8, ,aO-)) 

HERA gg" Ta? =0 可 得 

g*t PTA) — 0 = —gAtDT gl) 4.3. gktNT gi-)) 

wt gt? Tae =0, 因此 ， g =0, 

RIERA d”*? Qd” =0,7=0, °°, k, BH 

d®*)T Qa) = (gD + g.a)T Qa) 

如 果 了 < 无， 由 前 面 的 假设 可 知 go Qdo =0, 因此 ， 

dk+D0TQdO) = -ge+DTQdO) 

Bde git? =g” +a,Qd™ , wt gh PT g® =0, i=0, vee, k, A 

d*t)T gq’) _ 一 gc+DT ge g”) =0 

J 

因此 可 得 

Ge+DTQdO) 一 0 了 一 0 天 一 1 

BEBE AY Qd” =0。 已 知 

de+DTQd(N 一 (—g(*t)) + Gnd)" Qa 

RKB WHRAARA, THY Qd™ =0。 命 题 证 明 完 成 。 a 

$110.3 目标 函数 为 二 次 型 函数 ， 

3 3 
f (x1, 22,23) = 571 + 2x3 + =x +2123 + 2x0x3 — 321 — 73 

2 

利用 共 斩 梯度 法 求 其 极 小 点 ， 初 始点 为 ww =[0,0,0]", 

HRS TUBA 

f(a) = 52 Qe —a'b 

其 中 ， 一 

3 0 1 3 
Q=|042|， 5b=|0 

1 2 3 1 

函数 了 的 梯度 为 

g(a) = Vf (a) = Qa —- b= [32 + 23 — 3,422 + 273, 2; + 2270 + 323 — 1)" 

因此
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g(0) 一 [-3,0,—-1]" 

q@© = —g?) 

gt 10 
00 =~ FolT gg) = 36 一 0.2778 

新 的 选 代 点 为 

2) = 2 4 aod = (0.8333, 0, 0.2778] | 

可 得 

g').= Vf (a) = [-0.2222, 0.5556, 0.6667] " 

Bo = en = 0.080 25 

d™) = ~g + Ad = (0.4630, —0.5556, —0.5864] * 

BRA 
1)T gQ) 

a, = Sn = 0.2187 

得 到 新 的 选 代 点 为 

2?) = 2 + ed” = [0.9346, -0.1215,0.1495]7 

开展 第 3 次 选 代 ， 可 得 

g® = VF(e) = [-0.046 73, 一 0.1869,0.1402] 7 
(2)T (1) _ gg Qa | 

d’?) — —g®) + 6,d™ = [0.079 48, 0.1476, —0.1817]" 

GRA 
(2)T q(2) 

__9 一 CQ2 一 dGTQdG 一 0.8231 

可 得 

z(3) = 2z(02) + aod?) = [1.000,0.000,0.000] 

HH BK SE xO RMB: 

目标 函数 了 是 一 个 三 变量 二 次 型 函数 ， 正 如 我 们 期 待 的 那样 , 3 次 迭代 即 得 到 了 函数 了 的 

Bay tet, BP x =x 。 

10.4 JE~ RB AMHR 

10. 3 WEAN T SHS RE ESE RSC, ABUE HE ne AZ AOR 
18 n MEIER PN, MS f(x) = Lx Qu — xb BHT BRR
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泰 勤 展 开 式 的 二 阶 近似 , 就 可 以 将 共 斩 梯 度 法 推广 应 用 到 一 般 的 非 线性 函数 。 由 泰勒 展开 

式 可 知 ,如果 展 开 点 离 函 数 极 小 点 比较 近 , 那么 函数 可 以 利用 二 次 型 函数 进行 较 好 的 近 

似 。 二 次 型 函数 中 的 阜 阵 @, 即 黑 塞 矩 阵 是 常数 和 矩阵。 但是, 对 于 一 般 的 非 线性 函数 而 

言 , 每 次 欠 代 都 必须 重新 计算 黑 塞 矩 阵 , 这 需要 非常 大 的 运算 量 。 因 此 ,有 必要 对 共 斩 梯 

度 法 进行 修改 , 消除 每 次 迭代 中 求 黑 塞 矩 阵 的 环节 ，, 使 得 算法 更 加 高 效 。 

注意 符 阵 @ 只 出 现在 ae 和 8 的 计算 公式 中 , 由 于 

Og = argmin f(a") + ad‘*)) 
az0 

说 明 oa 的 计算 公式 可 以 替换 为 一 维 搜索 过 程 。 因 此 ， 只 需要 考虑 从 B, 的 计算 公式 中 去 掉 

@@ 就 可 以 了 。 幸 运 的 是 , 这 是 可 以 做 到 的 , 使 得 B, 的 计算 只 需要 用 到 当前 友 代 点 的 函数 值 

和 梯度 值 。 为 此 , 假设 二 次 型 目标 函数 的 黑 塞 矩阵 未 知 , 但 目标 函数 和 梯度 是 可 求 的 。 接 

下 来 将 会 看 出 , 利用 数学 上 的 处 理 , 可 以 将 妨 从 B, 的 计算 公式 中 消除 , 从 而 实现 对 共 因 梯 

度 法 的 修正 。 有 3 种 知名 的 修正 方式 : 

Hestenes-Stiefel 公式 。 共 斩 梯 度 法 中 , 8, 的 计算 公式 为 

gt DT Qa) 

“ET Qa™ 
AIFA(@"? -g") /a, PRER PH Od , 整理 后 即 可 得 到 Hestenes-Stiefel 公式 。 

可 以 证 明 , 对 于 二 次 型 目标 函数 , 这 两 项 是 相等 的 。 已 知 zx = +a,ad , 等 号 两 侧 

同时 左 乘 矩阵 @, 并 减 去 向 量 已 , 由 于 g0 =Q@x -b, Alt, g"? =g +0,Qd™, FB 
单 整理 后 即 有 Q@d' = (g"**? -g™ )/a,. iX#E, FI7G Hestenes-Stiefel Ast 

_ gBHIT [g(R+D — g(t) 

dT glk) — gli] 

Polak-Ribiare 公式 。 将 Hestenes-Stiefel 公式 的 分 母 部 分 展开 , 可 得 

gFTDT [glkt+1) _ g‘*] 

= a) g(k+1) _ d'*)T glk) 

A182 10.2 Aya, ag" *? =0, Ht ad” = -g™ +B, ,d"? HRM ZER g\” ， 

再 次 应 用 引 理 10.2 可 得 

g)Td® = —g®T gl) + a, g® Tq) = —gT git) 

由 此 可 得 Polak-Ribiare 公式 为 
_ gFtDT [gt 一 了 (9] 

gh Tg) 

Fletcher-Reeves 公式 。 将 Polak-Ribiare 公式 的 分 子 部 分 展开 , 可 得 

_ gk TOT glk+) — gk ADT glk) 

= gh gi)   

由 于 
gD g®) — —glktDT ih) 4g. glk +1)T g(k-1)
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Al FH |## 10.2, Wg“ *?"g™ =0。 由 此 可 得 了 etcher-Reeves 公式 为 
g(t UT glé+1) 

=a 
HELA Ee 8 SSSR ABUSE BOS EP, CECE ES Fs OR A SE OQ, 每 

次 迭代 只 需要 计算 目标 函数 值 和 梯度 就 可 以 了 。 对 于 二 次 型 问题 , 这 3 个 公式 是 等 价 的 ; 

但 是 , 当 目标 函数 为 一 般 的 非 线性 函数 时 , 这 3 个 公式 并 不 一 致 。 

在 投入 实际 应 用 之 前 , 共 恩 梯度 法 还 需要 进行 稍微 调整 。 首 先 , 正如 在 最 速 下 降 法 中 

已 经 讨论 过 的 , 停止 规则 VYF(xz'“ 人 5 ) =0 并 不 实用 ( 见 8.2 节 ) 。 需 要 从 8.2 节 中 给 出 的 停 
正规 则 选择 合适 的 规则 。 

对 于 非 二 次 型 问题 , 共 恩 梯度 法 通常 不 会 在 郊 步 之 内 收敛 到 极 小 点 , 随 着 迭代 的 进行 ， 

搜索 方向 将 不 再 是 @@ TTI, 常 用 的 解决 办 法 是 每 经 过 几 次 迭代 之 后 (如 多 或 丸 +I 次 )， 

重新 将 搜索 方向 初始 化 为 目标 函数 梯度 的 负 方 向 , 然后 继续 搜索 直到 满足 停止 规则 。 

在 非 二 次 型 目标 函数 的 最 小 化 问题 中 , 一 维 搜索 非常 重要 , 通过 最 小 化 函数 由 (a) = 

JUxz2 +adto )(az>0)， 确定 搜索 的 步 长 。 一 维 搜索 结果 的 精度 是 共 斩 梯度 法 性 能 的 关键 

影响 因素 。 如 果 采 用 不 精确 的 一 维 搜索 方法 ,建议 使 用 Hestenes-Stiefel 公式 计 

算 B8.， 见 参考 文献 [69] ) 。 
总 的 来 说 , 究竟 采用 哪个 公式 计算 B.， 取 决 于 具体 的 目标 画 数 。 比 如 , 在 某 些 情况 

下 ，Polak-Ribiare 公式 要 优 于 网 etcher-Reeves 公式 , 但 在 另外 一 些 情 况 下 并 非 如 此 。 实 

际 上 ，, 在 某 些 情况 下 , 利用 Polak-Ribiare 公式 计算 B, 时 , g9 ,有 =1, 2, … 的 范 数 有 界 ， 

且 远 离 0( 厚 参考 文献 [ 107] ) 。 在 参考 文献 [107] 中 , Powell 证 明 , 从 全 局 收 仿 特性 分 析 

结果 来 看 , 利用 了 Letcher-Reeves 公式 计算 8,, 共 罗 梯 度 方 法 的 性 能 最 为 突出 。Powell 还 

进一步 提出 了 8, 的 另外 一 个 计算 公式 ; 
(k+L)T f_(k+1) _ alk) 

By = max {0, oy g 上 

参考 文献 [ 135] 给 出 了 关于 共 斩 梯 度 法 收敛 性 的 一 些 一 般 性 结论 。 参 考 文献 [116 ] 至 

参考 文献 [ 118] 讨 论 了 共 斩 梯 度 法 在 维 纳 滤 波 中 的 应 用 。 

共 恩 梯度 法 与 KRylov 子 空 间 法 有 关 ( 见 习题 10. 6) 。Jylov 子 空间 迭代 方法 由 Mag- 

nus Hestenes，Eduard Stiefel 和 Comelius Lanczos 提出 , 被 评 为 20 世纪 科学 和 工程 领域 

中 最 有 影响 力 的 十 大 方法 之 一 :1 。 

参考 文献 [4] 讨 论 了 共 斩 梯 度 法 在 控制 领域 中 的 应 用 , 利用 该 方法 设计 了 比例 微分 控 

制 器 。 此 外 , 本 文献 还 讨论 了 Kxrylov 子 空间 迭代 方法 在 离散 反馈 控制 系统 中 的 应 用 。 

习题 

10.1 [本 题目 改编 自 参考 文献 [88] 中 的 习题 9.8(1)]@ 是 一 个 ?2 x% 的 对 称 正定 实 和 矩阵 。 给 定 一 组 及 ”中 

的 线性 无 关 向 量 |Pp60 ，…, 22 ,利用 格拉 姆 - 施 密 特 方法 可 以 产生 一 组 向 量 |do ，…，ct" 7) | 
do = p(0) 

dt = pt Pr Gd a) 
气 d™"Qa®
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UE, a, ---, dU BKF CQ Hath, 

MAS; ROR EO KM AR 

f(z) = jzTQz _zTB 

其 中 , @ =@- >0。 给 定 一 组 方向 1e@ ,do ，… 上 CR"， 采用 和 迭代 方法 求解 永 数 了 的 极 小 点 , ERA 

式 为 

(t+1) = gl’) +a,d\*) 

其 中, as 为 步 长 。 如 果 对 于 所 有 下 =0, 1，…, 2-1 i=0,1,--,k, PA g"**?'a™ -0, HP, 
gh =Vf(xie! ) ， 那么 请 证 明 如 果 对 于 所 有 k =0, 1, on -1, g”'a® #0, je] a™ , os 

d" BEF Q HHH, 

me f; R"R A f(x) =5x'Qx -x'b, HP, beR", QfnxnMWRECZEe, FARRER E 

法 求解 该 函数 的 极 小 点 ， 请 证 明 ， DT Oct = -d Qg , 

Q Et nxn HURL, 

a. WEA QHMmM a”, --,d™ |, HB (i=l, --, n) BK OC 的 特征 向 量 。 

Bean, WPL RS, 都 存在 一 组 特征 向 量 | pl ,…，,pu| , 能 够 满足 p;pj =0,17=1,2，…， 

n, 1%], 

b. QBiIETHH, TEAMRi a”, --,d” |2QHMHN, 那么 它们 是 相互 正 交 的 ( 即 de aa2 =0, 

4,7=1,2, --,n, i497), HA 40,i<1,--,n, jd, --, dad” | 2 QO 的 特征 向 量 。 

AA FA GO FEARS AF PF RI 

wlkt)) — ol) 4 a dl*) 

其 中 ， a, =arg min, f(x" +ad™), 4g =Vf(x") , 

WMRBA SROKA, BEN Q, HMAt a? =y,9"") +d MEBRA, BRE 

BRET ih] dd Ala"  Q HRN, MRHBSMy HRN, Ad”  g* MO RA, 

选 代 公式 为 

ZLk+I) 一 ZN 十 akgt) 

其 中 , ak e 疏 为 步 长 。 选 定 初 始 值 x'") =0, 据 此 求解 二 次 型 函数 . 矿 及 "一 冰 

/rm) = jiz7qz -brz 

的 极 小 点 , 其 中 @ >0。 og =VKxz ), 按照 如 下 方式 求 每 次 迭代 的 搜索 方向 : 

Ce+D 一 okg(k+I 十 pc 

HP, a Mo, ALM, HRA, Sd"? =0, 

a EXFSIH V, =spantb, Qb,, --, Q*'bi (AA kM Krylov F43/4]), dE, d” eV,,,flx™ 

< 六 。 提 示 : 采用 归纳 法 , Vv, =10}, V, =span[b], 

b. 根据 问题 a 的 结论 , 对 这 种 结合 了 Joylov 子 空间 的 共 生 梯 度 法 的 “最 优 性 ”能够 得 到 什么 结论 ? 

KA ARB S, R"OR A 

f(z) = 5'Qz-2"b 

HH, Q=Q' >0, GHDeER HRA, x, cR"', Hb: POREXH 

o(a) = f(ao + Da) 

TRUER PR 6 BIKAR, KKH, 

10.8 Al FASE SEES BERR fF — Ok Ba),
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10.9 

a. WERT IAT HE aR TC APT AY) A hp PR EA TE CH, BI PO<k<n -1, O<i<k, 

Aig? Gg 20, HAR: Hg a Ad? HBR, 
b. WEAR FAB Pa BR aK LE ET AS Bl ts eR BE: Q Shea, Bt TO<k<n-1, 0<i<k 

-1, Aig") Qg® =0, 

将 函数 
- 
5 

jz ya2) 一 51 + £3 — 32122 一 Za 一 了 
a 

BAU PB Sx) =x" Qx -x'b+c HEX, FARA Tae a” ,使 得 其 与 向 量 

d =Vix EQ HM, HH, x =0。 

函数 .六 为 

f(a) = 3 十 5 + 2a 129 — 321 — x2 

cP, xe[a,, X,)" eR’, 

a. HOME (x) SWUM f(x) =x" Ox x" b HES, 
b. Fl FASE Seth EAR CS BD, PAA we =[0, 0)"; 

c. 根据 @ Fl b MO1A, FI FRRATAT OR 1h ALS RD, IFS b 的 结果 进行 比较 。 

编写 MATLAB #2) 3¢ ALSO EE, BOR AR A. 2B RoR KAMA ( D711 已 要 求 

编写 割 线 法 的 MATLAB 函数 ) 。 以 Rosenbrock 函数 ( 见习 题 9.4) 作为 测试 函数 , 初始 点 为 x'o = [ - 

2, 2] ,在 程序 中 , 采用 不 同 的 公式 来 计算 B,, 根据 计算 过 程 和 结果 比较 各 自 的 性 能 。 要 求 每 开展 6 

次 迭代 , 就 将 搜索 方向 重 置 为 梯度 的 负 方 向 。
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114.1 引言 

Ae A ks — A BRS SEN ECR ATT I. APH RK, TU CE 
少 是 2。 但 是 ， 需 要 指出 的 是 ， 当 目标 函数 为 一 般 性 的 非 线性 函数 时 , 牛顿 法 不 能 保证 能 
BIER xO 收敛 到 函数 的 极 小 点 。 总 的 来 说 , 如 果 初 始点 *@o 不 足够 接近 极 小 
点 , ABA Page BT BEAR BLA PPE BT PRE ke, A fe") K(x), 

牛顿 法 的 基本 思路 是 在 每 次 迭代 中 , ll A i 2 PR BOK BBE ADL El RRL Sf, SPOR A 
TRB BN AED BERR, ERARH 

(ef 一 lk) _ B(gpl*))—1g() 

对 上 式 进 行 适当 修正 , 可 以 保证 牛顿 法 具有 下 降 特 性 ， 即 
ao(F+1) — ol) _ oy F(a(*))-1g) 

其 中 ,os 为 步 长 。 合 理 地 确定 步 长 , 使 得 

fa) < fie) 
Hein, FITS a, =arg min, ., f(x" —aF (x) “'g) ( SuneBE9. 2). abt — F(x) ig 
HEI HHO , BATHE o,, —HHE RN LER ISAM o, (a) = f(x 
-oaF(x“”) -9g”) 的 极 小 点 ,看 起 来 比较 简单 , 实际 计算 过 程 却 不 容易 。 

牛顿 法 的 另外 一 个 缺陷 是 必须 计算 黑 塞 矩阵 严 (x) 和 求解 方程 严 (x'9)d = -g® 
[BN a = F(x) gg), WTR P(e) GRR BIS, WT LBL 
F(x) 7 EASIER MERE (© ) 1, BOREAL WK AR , F(x) ED 
矩阵 随 着 先 代 的 进行 不 断 更 新 , 使 其 至 少 拥有 羽 (x'o) -的 部 分 性 质 。 为 了 分 析 近 似 矩 阵 
所 应 该 具有 的 关于 瑟 (x') -的 性 质 , 引入 等 式 

et) — 2) — yg Hyg) 

Ap, Hide nxn SHRM, a > 0 HERE K, x 处 对 了 进行 一 阶 泰勒 展开 ,并 将 
xO RAG, AG ~ 

JettD) = He)+gT (et 人 一 2) ometb 一 2 用 
= f(e™) — ag" Big + o(|Hig™ |) 

当 a 趋向 于 0 时 ,上 式 等 号 右 侧 的 第 2 项 主导 了 第 3 项 。 因 此 , 当 a 比较 小 时 , 为 了 保证 
PRLS 从 x 人 9 到 xz 是 下 降 的 ,必须 有 

g™ Big® > 0 

要 保证 上 式 成 立 , 最 简单 的 方式 就 是 保证 她 ,是 正定 的 。
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fPM@ll.1 BARS Mee Tm Sec’, x” —R", g” =VF(x™) 40, HXnxn 对 

ARIE SEE eR x") —xy™ og Hg”, HP, a, =arg min, f(x” -aH,g™), 

那么 有 ax >0, f(x?) < f(x) O 

在 拟 牛 顿 法 中 , 构造 黑 塞 矩 阵 逆 矩阵 的 近似 矩阵 时 ， 只 需要 用 到 目标 函数 值 和 梯度 。 

因此 ,只 要 确定 了 合适 的 近似 矩阵 丽 , 构造 方法 , 那么 迭代 过 程 中 不 需要 任何 涉及 到 黑 塞 

矩阵 以 及 线性 方程 求解 的 计算 工作 ; 

11.2 黑 塞 矩 阵 揽 矩阵 的 近似 

4 H,, H,, Hy, BBE P(e ) -! 的 一 系列 近似 矩阵 。 我 们 要 讨论 的 
是 这 些 近似 矩阵 应 该 满足 的 条 件 , 这 是 拟 牛顿 法 的 基础 。 首 先 假定 目标 函数 ,8 的 黑 塞 和 矩阵 

(xz) 是 常数 和 矩阵, 与 的 取 值 无 关 , 即 目标 函数 是 二 次 型 函数 , PR(x) =@, HQ=Q', 

则 有 
gt -9 = QtztetD -az() 

令 

Ag® & git) — g(*) 

Aa(*) & g(t) _ lh) 

可 得 
Ag") = QAa”) 

WORD PR IE AE SEE A EY Ee ee, TEPER OP, REE QT AL 

QuAg® =Av, O0<i<k 

A, WU AY, 

Hy Ag =Anx, O0<i<k 

WU ARIEAT FR mn UGC, MUSE PRA mn PEAR Ta Ax Aw AD. FCAT 4 HY, Ji 
该 满足 的 条 件 为 

H,,Ag = Ag!) 

H,Ag™ = Ag") 

H,Ag"—» = Ag(™-) 

将 其 改写 为 

再 [Ag ,Ag ,Agw-D] = [Aa , Aa ,Ac 一 9] 

和 矩阵 @ 能 够 满足 

QIAz0,Az0Azeo]= [Ag®, Ag”, .--, Agi] 
和 

Qo Ag, Ag™, vee ,Agw-D] 一 (Aa, Ag!) bes, Ag")
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LAA, WER[ Ag’, Ag” ,---,Ag""? ] 非 奇异 , 那么 矩阵 @ 辣 能 够 在 妈 次 迭代 之 后 唯一 

Bie, Bll 
Q:=H, = (Aw, Aa, s+ AD Ag® Ag... -,Ag®")}-1 

由 此 可 得 , 如 果 HW, Ree RB Ag” =Ax , O<ixn-1 成 立 , 那么 利用 迭代 公式 

x) =x¥© —a Hg , o, =arg min, f(x" -aH,g™ ) RIF n EO REC, 可 得 

xO -y¥™ _g Hg” , X5FMRERACRE-BN, 说 明 一 定 能 够 在 % +1 次 迭代 内 

完成 求解 。 实 际 上 , 接 下 来 可 以 看 到 , 利用 这 样 的 算法 , 能 够 在 即 次 欠 代 内 完成 凤 维 二 次 
型 优化 问题 的 求解 ( 见 定理 11.1) 。 

以 上 讨论 给 出 了 拟 牛 顿 法 的 基本 思路 , 拟 牛 顿 法 的 欠 代 公式 为 

d®) = —Hyg) 

a, = arg min f(a) + ad“) 
azo 

w+) — gl) 4 od 

其 中 , EM H,, H,, HL, EE, AAI KEAN, Ea 

Hy, Ag® = Av, 0<i<k 

其 中 ， Ax® =x) ye @ =a, ， Ag =gi*) -g® = QAx™ , 实际 上 , 拟 牛 顿 法 也 是 

一 种 共 生 方 向 法 , 接 下 来 给 出 证 明 。 

定理 11.1 将 拟 牛 顿 法 应 用 到 二 次 型 问题 中 , 黑 塞 矩 阵 为 @ =@@ , 对 于 0 友 丰 < 了 -1,， 有 

HyiiAg® =Az™, 0<i<k 

HYP, H,,, =H... Ka, 40, O<ixsk, PA2d,d?,-,d *ZQKHRH, OO 

TERA: AM AKT, AMPA K-ON, d Fa ZQHRH, HT a, 40, 

4 d =Ax/a,, Ast, 

dT Q@ 一 -gg0TIQd(0) 

gt, Cae 
ao 

= ~g)T 

HT a, >0 2 HK O(a) =f(x +ad) HR), Ast, gd =0( ERLE 

Mi 11.1), Ast, d'Qd =0, 

RE BREAEBER-l(k<n-l1l) ARE, MARELEMERPAR MERLE, 

HAM, KEW d, d?,--,d VAQKMH, FKL, RRR da“? Qa® =0, 
OSiskHh TAT, HTHAH 1, O<i<k, MAS kK=-0O NMA HEA SH, La, 40 

的 前 提 条 件 ， 可 得
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d*+)T Qq® 一 —g"* DT A. Qd™ 

一 一 geTDTGOG 

已 经 假设 定理 在 天 -1 下 成 立 , 即 吧 0 ,CO 2 Q HH; HF) 10.2 TH, g“*?' a” =0, 
因此 ， 人 3DT Qa =0, 证 明 完毕 。 a 

FES 1. 1 ATR, Oe EA, UPAR SA n AEC BN Se I 

注意 , GE HOU RAT BORA , FORE AIPA REE Ee, A, xe Tit 

FEM AA 6 APES Th], ATOM AARIE , EH, , Bate A, Ee — 

个 修正 项 得 到 的 。 接 下 来 将 讨论 3 种 修正 公式 或 方法 。 

11.3 秩 1 修 正 公式 

在 秩 1 修正 公式 中 , 修正 项 为 auz'z' ,as E 了 有 ,ze 到"， 是 一 个 对 称 和 矩阵 , 近似 

和 抢 阵 的 更 新 方程 为 

Ags) 一 再 十 ape) 26h)T 

ae 
rank 2") z(*)" — rank [2° ve 2] =1 

2 
故 称 为 秩 1 修正 算法 (也 称 为 单 秩 对 称 算法 ) 。 向 量 积 z“z ” 也 称 为 并 积 或 外 积 。 很 明 
Mh, MR ATOR, WD, , tT PRY 

He POR el aa MA Tea ee H,, Ag’, Axe la, Hie a, M2 , 使 得 近似 矩阵 能 够 

AE 11. 2 Pe ARE, BM, Ag’? =Av , t=1,--,k, ACP LATE HM, 

Ag” =ax, Sema, BURT H,. Ag A Ax WHET, HEHE aA , 
保证 

Hii Ag™ = (Hy + apz 2) Ag® = An) 

ER 2 Ag 是 一 个 标量 , 因此 ， 
Aw) — H,Ag™) = (agzT Ag®)2 

故 有 
a) Aa*) — H,Ag™ 

a, (2(*)T Ag") 

据 此 可 得 

(Aw) — H,Ag™)(Ae™ — H,Ag™)™ 
(k) y(k)T 一 

One 名 = a, (2)T Ag))2 
  

这 样 , 可 得 近似 矩阵 的 中 间 更 新 方程 为
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(Ae - 再 5Agt)(Azt — HAg"*))T 
an (z)T Ag) 2 

EPR, WEE ERS S AeA RS A,, Ag, Ax” AX, Wik, Ax - 
H,Ag\” = (a,z°" Ag” ye 两 端 同 时 左 乘 Ag?" ， 可 得 

Ag) Aw — Ag®T Hy, Ag® = Ag®T ap2)2®©T ag 

HF a, Atm, Ag’ "2 =z Ag th Bin, Al, 

Ag Aw) _ Ag" H,Ag™ = az,(zT Ag(*))2 

将 其 代入 到 中 间 更 新 方程 中 , 可 得 最 终 的 更 新 方程 为 

(Aw) — H.Ag™)(Aw™) — H,Ag®)™ 
Ag®)™ (Aa *) — H,Ag™) 

根据 以 上 讨论 , 可 归纳 出 秩 1 算法 的 步 又。 

秩 工 算法 

1. 令 有 :=0; AX” , FE-PE ES 

2. 如 果 g4 =0, HILIER; GM, od” = -Hg™, 

3. 计算 

Aya = 五 十   

Ay) = H,+   

a, = argmin f(@™) + ad“*)) 
az0 

a) =o) + opal) 

Aa) = ad 
Ag *) = git} — gi*) 

(Aa *) _ H,Ag)(Aa? _ H,Ag™) 

Ag)" (Aw) — H, Ag?) 
  Aya = A, 十 

5. &ki=k+1, BEB 2 4, 

秩 1 算法 是 基于 方程 

Hy 414g") = An) 

推导 出 来 的 。 但 是 , 希望 能 够 满足 的 条 件 是 

Hyyidg® =A,  i=0,1,---,k 

BY LAUEHA, #1 BULGE BO LR, WE 11. 2, 

定理 11.2 将 秩 1 算法 应 用 到 二 次 型 问题 中 , 其 中 国 =Q@T, 有 玖 Ag =Ax ， 
0<i<k, 口 

VERA: 利用 归纳 法 进行 证 明 。 从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 当 jH =0 时 , 该 定理 显然 成 立 。 

假设 定理 在 天 -12>0 下 也 成 立 ， 即 再 Ag =AxGD ,1 < 下 那么 只 需要 证 明定 理 在 天 下 也 

成 立即 可 。 秩 工 算法 的 修正 项 能 够 满足 

再 t+iAgt = At
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因此 ， 只 需要 证 明 

HywiAg® =Agr®, ick 

wick, H 

H,Ag™))(Ax 一 HyAg™)" , g) 
Ag)" (Aa *) — H,.Ag™) 

CARR HAg” =Ax, Ast, REZERA LASS ARSZ-—AETOPT, LEAZ 

需要 证 明 

  
Aa *) 一 Hy.dg = Hi dg" +‘ 

(Aa — Hy Ag) 7 Ag® = An Ag — Ag® H, Ag =0 

根据 假设 ， 可 知 

Ag)” Hy, Ag = Ag®" (Hy Ag) = dg Aa 

wt Ag =QAx™, Ast, A 

Ag® H,Ag® = Ag Ax = Ae QAg® = Ag Ag® 

由 此 可 得 

(Az® — H,Ag®) Ag® = Ax Ag® - Az(OTAgG =0 

证 明 完 成 。 图 

例 11.1 At BRA 

f(a1,22) = 23+ 了 十 3 

利用 秩 1 工法 求 函数 小 极 小 点 。 初 始 值 为 wo =[1,2]", 玖 , = 万 (2 x2 的 单位 阵 ) 。 

目标 函数 了 写 为 矩阵 的 形式 : 

  

/四 -各 | 中 
可 得 函数 在 YO9 处 的 梯度 为 

(e) — |? 0| we o-[ 
wt H, =1,, 故 

dO — -g® = [一 2， -2] 

AHA KA BM, Ash, 
(0)T g(°) 

. 9 ye od) = ora 

“walt TE 
可 得 新 的 选 代 点 为
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- 
1 2 2) = 2 + apd = | 引 

  

BEAR, HH 
+ 

4 4 (0) — png = |_* _4 Az aod | 3， 3 

+ 
g® = Qe = E 引 

3 
上 

8 4 Ag(0) -ao _o0 一 | 2 < 9 =9 -9 3773 

由 于 

8 4||4 32 Ac(OT(Az0 -再 Aco(0)) 一 | 一 | 135| = 全 

因此 可 得 

Hi =Bo+ (Aa — HpAg™)(Aw® — Hypdg®)™ [2 0 
1 ° Ag! (Ax — HyoAg®) ~10 1 

故 可 确定 搜索 方向 为 
+ 

1 2 dd) = 一 (一 |- 一 < 
Aig 3° 3 

步 长 为 

(1)T g@) a, --2 dd _1 
dT Qa 

计算 新 的 迭代 点 为 

aw — 2) + ed = [0, 0)" 

注意 思 0 =0,， 也 就 是 说 X) = 。 正 如 期 望 的 那样 , 秩 1 算法 能 够 在 两 次 迭代 内 得 到 子 

Hf AB BR, 

ZEA MA FraTVA QHMH, RHTHILISAHAHAZ-KMH, a 

wa seth ANSE, PRL RIF A RESTS SCAM, B56, BAKE BE A, FR 

we fe IEE BY ( GE PRA 11.2 Bras), DOR SB a"? ARERR PRA, Bet 

次 型 问题 ( 见 例 11. 10) ,这 种 情况 也 有 可 能 发 生 。 其 次 ， 如 果 

Ag)" (Aa - 再 5AgO) 

接近 于 0, 在 计算 鼠 , ,时 可 能 会 面临 一 些 计算 上 的 困难 。 

例 11.2 MLA, >0, TIE, eR Ag" (Ax -H,Ag™) >0, MAA, ,, >0 

(ERA AE BE A117), 12, eR Ag" (Ax -H,Ag™) <0, MH, ,, THIFA 

RELY, ATRRL—-MM, FBT BK 

f(x) = (4, -%,)4 +12%,%, -a2, +4, -8
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初始 点 为 

x(0 = [-0.5262, 0.6014] - 

A 45 EASE EA 

0.1186 - 0.0376 

0 | 0. na | 
XH, >0, HE - 

Ag? (Aw — HypAg®) =—0.000 769 48 

0.0331 0.0679 
0 = 0679 —0.0110 | 

很 容易 验证 盏 ,不 是 正定 的 (两 个 特征 值 分 别 为 0. 0824 和 -0. 0603， 矩阵 如 , 非 正 定 ) 。 国 
幸运 的 是 , 还 有 其 他 一 些 算 法 能 够 避免 这 一 问题 。 比 如 , 秩 2 算法 可 以 保证 在 任意 

第 闫 步 迁 代 下 ,， 只 要 一 维 搜索 是 精确 的 , 近似 矩阵 瓦 ,就 都 是 正定 的 。 下 一 节 将 讨论 这 一 

算法 。 

11.4 DFP Bix 

秩 2 算法 最 初 是 由 Davidon 于 1959 年 提出 的 。1963 年 , Fletcher 和 Powell 对 其 进行 

了 修改 。 因 此 , 该 算法 称 为 DFP 算法 , 有 时 候 也 称 为 变 尺 度 法 。 算 法 步骤 如 下 : 

DFP 算法 

14 k:=0; 选择 初始 点 x , 任 选 一 个 对 称 正 定 实 抢 阵 五 。 

2. Rg =0, FILER; AM, +d = -Hg™. 
3. 计算 

a, = argmin f(x) + ad‘*)) 
a0 

PH+D = o(*) + opal) 

Aa *) = a,d\*) 

Ag") = g(t) _ g(t) 

Aa) Aa®T Ut, Ag [A Ag™]T 

Aa'®)T Ag() - Ag)" H,Ag™ 
  Ay = At 

5. k:=k+1, 回 到 第 2 步 。 

可 以 证 明 ,DEFP 算法 也 是 一 种 拟 牛 顿 法 , 即 利 用 该 算法 求解 二 次 型 问题 ,有 互 ,Ag =Axe ， 

O<isk Miz, 

定理 11.3 利用 DFP 算法 求解 二 次 型 问题 时 ， 黑 塞 矩 阵 为 @=@T, 有 百 ,Ag =AxG ， 
0<ix<k, 口
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证明: 利用 数学 归纳 法 进行 证 明 。 当 天 =0 时 ,有 

Ag) Ag Tt Hy Ag Ag" Hy Ag® 
Aw ©T Ag 

(0) 一 (0) HH, Ag’ = HoAg’’ + AgOTH Ag Ag® _ 

= Ag’) 

ALK -1 F, EBRD, Bp Ag =Ax® , O<i<k-1, REE H,,,Ag®?=Ar, 

O<i<k BT, Si=kH, A 

Ag) Ag) H,Aq™Ag®' A 
Hy Ag™ = H,Ag® + (k) kag Og k Ag) 

Ag Ag) 9 ~~ Ag® TH, Ag® 

= Ag'*) 

Bick, A 

ApDAzDT 9. Bi Ag®™Ag® TH, ,. 
(i) 一 (3) (3) _ “PROG O9 k Ag 

Har Agh = BeAg’ + aT ag® Ag* H,Ag® 人 
Ag'*) = Ag® + Agw®T Ag® 

Ag Ag® | 9 ) 
Ag? 

at g a (Ag? Aa") Ag’ Hx.Ag 

利用 假设 以 及 定理 11.1， 可 得 

Ag Ag® = Ar TQAa® 

= o,a,d"" Qa 

=0 

同 理 可 得 
Ag®™ Ax® =0 

故 有 

Hyiidg® = de® 

证 明 完 毕 。 a 

FSH LL. 1 AEH 11.3 FA, DFP BHR EHS aK, 

例 11.8 利用 DFP 算法 求 函 数 

f(a) = x ; | 一 2 | ， x € R? 

的 极 小 点 。 初 始点 为 X0 =-[0,0]", Hy =-L. 
函数 在 wo 处 的 梯度 为 

4 2 -1 ( 一 人 _ 

gt 一 [1， —1" 

因此 ，
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函数 为 二 次 型 函数 ,可 得 步 长 为 
(0)T g(9) _ , (0) ())_ Ge ao 一 arg min f(a’ +ad’) = dT Qa 

-1 rfl 
4 2] |—1 of 

因此 ， 

zU) 一 z(0) + apd = {~1, 1" 

接 下 来 计算 
Ag = 2) — 2 = [-1,1)7 

4 2] }-1 一 ! 一 1 Q) 一 一 = el es 
和 

Ag® = gi!) — g = [-2,9)7 

继续 计算 

OAzoT=| -= 1 7 Az 人 z 可 1,1] 1 

Az(0TAg(o = [-1,1] | =2 

1 0] |-2 一 4 (0) 一 = ness [lel =[0] 
可 得 

(0) (0))T — [72] _|4 0 (HoAg)(HoAg) 站 2,0] [ | 

(0)T (0) 一 [一 1 0; |-2 = 

why ae A A 

Az ArT — (HyAg®)(HoAg®)™ 

“(Jal Fafeg 
“7 

可 得 搜索 方向 为 dt = -Hg”® =[0,1]", ¥KA 

H, =Ho+   

v
i
e
 

t
l
 一
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| Ta 1 
e+) ea ay = 3 

Ak, RRA 

2?) = 2) + ad = [-1,3/2]" =a" 

BK fAMESAH AD BK, xO RAR) AX’, 
由 于 d®* Qa =d'?' Qa =0, 因此 ， ad fod ZQHRFAA, . H 

fe PORUEAAZE DFP BE, RES Bie, H,, B-CHREEN, 

定理 11.4 Reg” +0, EDFP RAP, RECEH, £2, HH, H-ZAEZH, O 

证 明 : 由 DEFP 算法 中 近似 矩阵 的 更 新 方程 ， 可 得 

aA An)  2'(H.Ag™)(HpAg™) "x 
Aa ®)T Ag!) Ag“) H,.Ag™ 

(gt Aa)? — (aH, Ag”)? 
Ag®)T Ag) Ag” H,Ag™ 

  ge’ Ay42 一 Te 十 

  =! H,xe+ 

定义 

a2 He 

b= Hy? Ag™ 

其 中 , H, =H? HH,’ . 
Ze, HTH, >0, PLAFARAAAN, KE ERMEFARHARAKMR, TH 

3.4%, Be axXybonHer, TH 

a’ Hye =2' Hy? H,’2=a'a 

o' H,Ag® = 2" By? HP Ag™ =a'b 

Ag)" Hy, Ag) = Ag” ay? A? Ag®™ = bb 

  

因此 ， 

T Ag (*) 2 Tp\2 
T T (a! Aw’) (a'b) 

tee =a at Tw Ag®) bb 
_ lial? ||b\|* — (a, b))? 十 (e' Aw®))? 
= [eI Az®TAg® 

同时 , 根据 引 理 10.2,， 可 得 Axt TB =a,d'g** =0( 证 明 过 程 留 作 习题 11.1) ， 因 此 ， 

Aa*)T Ag() 一 Am(oT(g(e+Dl) _ g*) 一 —Ag*)T g(*) 

由 于 

Ap = akd = —a, Hig 

因此 ， 

由 此 可 得
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all? 2 2 下 (k))2 a Aye = ila ee b)) - are a 

上 式 中 等 号 右 端 项 都 是 非 负 的 。 由 柯 西 - 施 瓦 英 不 等 式 可 知 , 第 工 项 是 非 负 的 ; 由 于 丽 , >0 
和 awk >0, 因此 , 第 2 项 也 是 非 负 的 ( 由 命题 11.1 可 知 ) 。 为 了 证 明 当 zzF0 时 ,xT xy>0， 
只 需要 证 明 这 两 项 不 会 同时 为 堆 即 可 。 

RAY a feb REM, 即 @& =Bb 时 (有 B 为 标量 ), 第 工 项 才 等 于 0。 因 此 ， 只 要 证 明 
a =6b H, (x AD) (ogg 人 五 g 和 9) >0, 即 可 证 明 这 两 项 不 会 同时 为 零 。 注 意 

H2 =a = Bb = BH" Ag = HY? (gAg™) 
因此 

2 = BAg) 

结合 上 式 以 及 等 式 Ax 0 Ag =a,9 Hg” , T4 

(wae)? _ PAg™ As)? _ P(g Hig®)? 
ag” Aig’)  ag®’Aig® ~~ ag” Hyg® 

= Pog” Hig >0 

  

Ait, x0, 

e' Aye >0 

定理 得 证 。 = 

DFP 4 HEE A RPE, Ale, AR A, (A, $4 eb SH — He 
较 大 的 非 二 次 型 问题 时 ，DFP 有 时 会 被 “ 卡 住 ”， 即 迭代 无 法 继续 开展 。 造 成 这 一 现象 的 

原因 在 于 抢 阵 豆 , 接 近 成 为 奇异 矩阵 了 。 下 一 节 将 讨论 的 BFGS 算法 能 够 解决 这 一 问题 。 

11.5 BFGS 算法 

20 世纪 70 年 代 ，Broyden 、 了 letcher 、Goldfard 和 Shanno 分 别 独 立地 提出 了 一 种 近 

似 矩 阵 的 更 新 算法 , 因此 , 该 方法 被 称 为 BFGS 算法 。 
为 了 推导 BFGS 算法 ,需要 用 到 对 偶 或 互补 的 概念 ， 见 参考 文献 [43, 88 ] 。 前 面 已 经 

讨论 过 , 黑 塞 矩 阵 逆 矩阵 的 近似 拖 阵 需要 满足 以 下 条 件 : 

Hy Ag =A, O0<i<k 

DOA Ag® =QAx , 0 三 ?大 8 推导 出 的 。 基 于 这 一 条 件 , 可 以 构造 黑 塞 矩 阵 逆 和 矩阵 @-: 
近似 和 矩阵 的 更 新 公式 , 秩 工 算法 和 DFP 算法 都 是 据 此 而 来 的 。 但 是 , 除了 构造 @ -的 近似 

矩阵 ,还 可 以 构造 矩阵 @ 的 近似 抢 阵 。 令 矩阵 如 ,表示 在 第 天 次 迭代 中 关于 矩阵 @ 的 佑 
计 , 则 妃 ，, 应 该 满足 

Ag® = BuyjAw®, 0<i<k 

Oy LAA th , Oe AG A, ,, DE SE A, EB UE Ax All Ag’? BR 

了 位 置 。 因 此 , Ae A, RAS, 2eHe Ae” Al Ag? WE, FO HW, ABO B,, 
Bla eS BW RAs, Ze BFGS Bs, AS BWM DFP REP A, 满 足 这 
种 结构 的 两 类 公式 称 为 对 偶 或 互补 的 , 见 参 考 文献 [43] 。
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已 知 DEFP 算法 中 关于 豆 ,,， 即 黑 塞 矩阵 道 矩 阵 的 近似 矩阵 的 更 新 公式 为 

Aa Ag (AT H, Ag) Ag) Hy 

AzlOTAg ~~ Ag® Hy. Ag® 

利用 互补 的 概念 , 可 以 得 到 召 ,,， BIASES er LA Ast 

Ag Ag®)T B, Aa Ax B, 

Ag™TAg® —— Ag B, Ag) 

这 就 是 BFGS 算法 中 的 更 新 公式 五 ,。 

基于 上 述 公 式 ， 可 知 在 BFGS 方法 中 , 为 获得 黑 塞 抢 阵 逆 和 矩阵 的 近似 和 矩阵 的 更 新 公 

sh, Rage ee B, ORBAN , 

Hey = (Bau) 

Ag™Ag*™ BAe Ae B,\ 
~ (>: “Ag Ae® Aw B Ae® 

AWA, ok Bp SMe, RS RBS, Ak, Pima Pee RATS 

公式 , 即 谢 尔 曼 - 莫 里 森 (Sherman-Morrison ) 公式 ( 见 参考 文献 [63 ] 的 第 123 页 或 参考 文献 

153] 的 第 50 页 ) 。 

引 理 11.1 wREEA SH, ufev AAAS, 满足 1 +D 4 Fr0, 那么 4+ID 

EH, RUBE TAMATAR, wo PR, 

Hey 一 丽人 十   

  Bri = Bet 

  

T\-1 g-i (A7'u)(v' AW’) (Atuv )U=A TO 口 

TERA: AFA MSA RA A tu 即 可 验证 上 式 成 立 。 a 

FH S|FH 11.1 BT, OR A AE AE, BRA RRE A 和 另外 一 个 秩 为 1 的 矩阵 
ZA AY oh BA] Ve AS —- MB EIS Bl, 

xt B, OPTS HE 111, AS GE ED BH 11. 12) 
Ag® H,Ag™ \ Ag Ag ®T 

Ag Ag Ag®T Ag® 

H,,Ag Aa? 十 (H,Ag™ Aa®T)T 

— Ag®* Ag) 

  HESS — A, + ( + 

  

这 就 是 BFGS 算法 中 关于 殖 , 的 更 新 公式 。 

针对 二 次 型 问题 时 ,DEFP 算法 满足 FTmA9g0 =Ax2 ,0<t 和 5。 因此 ,BFGS 算法 应 该 满 

kt B,, Ax” =Ag™, 0O<i<k, 从 BFGS 算法 的 更 新 公式 中 可 以 看 出 , 互 Ag =Ax ， 

0 三 ?和 大 。 因 此 ，BFGS 算法 保持 了 拟 牛 顿 法 的 一 切 性 质 , 自然 包括 共 斩 方 向 的 性 质 。 而 

A, 与 DFP 算法 相同 ,BFGS 算法 也 能 够 使 得 近似 矩阵 一 直 保 持 正 定 , 也 就 是 说 ， 当 
gg” +ON, WS > 0, Ho APS > 0, 

当 迭 代 过 程 中 一 维 搜索 的 精度 不 高 时 ，BFGS 算法 仍然 比较 稳健 。 这 一 性 质 有 助 于 将 
计算 资源 从 追求 高 精度 的 一 维 搜索 中 释放 出 来 。 就 效率 而 言 , 在 很 多 情况 下 ，BFGS 算法 
要 远 超 DFP 算法 (关于 这 一 问题 的 深入 讨论 ， 见 参考 文献 [ 107] ) 。
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最 后 , 利用 下 面 的 例子 对 BFGS 算法 进行 演示 。 

例 11.4 利用 BFGS 算法 求解 二 次 型 函数 

f(w) = 52 Qe — 2b + log(n) 

ef +f 
4H, =1,, MHS x” =[0,0]', THERE, TABIEN, =-Q"', 0 2 

计算 

的 极 小 点 。 其 中 ， 

d = -g — (gx —b) = b= A 

目标 函数 为 二 次 型 函数 ， 可 得 步 长 a 为 
gOTd(0) 1 

aT Qa) 7 

因此 ， 可 得 迭代 点 

0 2) = 2 4 ag = | 

HSM, =H? 2H, BAH 

0 Ag® = gl) — 2 = zc xz x 1/2 

og) = Qe p= a 

3/2 Ag) = gt) — 9 = v | 

因此 ， 

  

Ag Ag Aa T Ag 

— Aw Ag Ho + HodgAg©! 
Ag Aw 

(0)T (0) (0) (0)T W,=Ro+ (2+ Ag)" HoAg Ag Ag 

  

  

_| 1 3/2 

~ 13/2 11/4 

接 下 来 ， 可 得 搜索 方向 和 步 长 ， 分 别 为 

(1) _ a) _ [3/2 
d Aig Be 

Q)T WG) 
Cl 一 9 d 一 2
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得 到 新 的 选 代 点 为 

2? =a) 4 ad = ; 

OP ARBRRELER bMAKH SH, Ah, xO REARS, BHBRE HOR 

的 梯度 为 0, BP g® =0, 

wit H, =Q), +H 

Ag = 22 —¢ = | 3 

3/2 Ag) =g® —g® = | / | 

  

  

A 

Hy =Hy+(14 Ag Hy Ag Ag® AgQ@T 

Ag! Aa Ag)T Ag® 

— Aa Ag Hy + HidgM Ag) 
Ag Aa 

_ {2 3 

135 

wT H,Q =QH, =I,, 因此 ， H,=Q”. a 

对 于 非 二 次 型 问题 , 拟 牛 顿 法 通常 不 会 在 即 步 之 内 收敛 到 极 小 点 。 GFR ERA 

似 , 在 处 理 非 二 次 型 问题 时 ,也 需要 对 拟 牛顿 法 进行 一 些 修正 。 比 如 , 可 以 每 经 过 几 次 

迭代 (如 邑 或 史 +I)， 就 将 搜索 方向 重 置 为 梯度 负 方 向 ,然后 继续 迭代 , 直到 满足 停止 

规则 。 

习题 

它 (t+1) 一 2(k) 十 akd( 

Kp, dd? Ae@MER PRAT, Ht a, 20, HRB) Re (xe +ad”) MAAR 

取 , 即 

On = arg min f(a +-od'*)) 

Sib, K-ERAZULFBAFABAIMNTCH MAAK, TERR PRA FA Hee 

梯度 法 和 拟 牛 顿 法 等 。 
令 g =VFxz) ,假定 doTg( <0, 

a. 证 明 @2 是 了 的 下 降 方向 , 即 存在 一 个 部 >0, 使 得 对 于 所 有 we (0, 5] , 都 有 

f(a) + ad'*)) < f(x") 

b. WEA a, >0, 

c. WEB d® "gg =0。
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d. 证 明 当 9g49 关 0 时 ,以 下 方法 均 可 满足 do gg <0 

1. 最 速 下 降 法 

2. 牛顿 法 ,假定 黑 塞 失 阵 正定 

3. SEPU BEE 

4. 拟 牛 顿 法 , 假定 再, >0 

e， 目 标 函数 为 二 次 型 函数 扩 x) = 二 zxTQzr -xb，@ =@7 >0, 请 推导 步 长 m 的 计算 公式 , 用 @、 

a Fly BR, ° 
目标 函数 了 二 阶 连 续 可 微 , 即 Je C?, 利用 修正 牛顿 法 求 其 极 小 点 : 

wk!) = () — oy P(e) f(a) 

其 中 ,ou 按照 一 维 搜索 的 方式 确定 。 请 说 明 该 算法 是 否 属于 拟 牛顿 法 ? 
在 某 些 求 目 标 函数 , 几 z) 极 小 点 的 优化 问题 求解 方法 中 , 首先 选 定 一 个 初始 点 *'o 和 对 称 正定 实 抵 
Me Hy. PSS ACH A HE, ROTA a = — Hyg [FOP g® = Vile) AER ee = 
x sa,d, Hp 

aa 
假定 目标 函数 为 标准 二 次 型 评 数 : 

f(z) = jzTQz -@'b+c, Q=Q'>0 

a REK a, WHRAR, HQ. AH, d” Mg” &x, 

b. AT RUE KK a, AEM, AA WOE FED AE 

考虑 如 下 迭代 公式 : 

met 一 Ze) -本 9 

其 中 , g42 = Vix), HARRAH BR, 

a. 目标 函数 三 阶 连续 可 微 , 即 .fe C" , 存在 点 * "满足 YFx ) =0, A(x’) FFE, REA, (8 

4324 x 足够 接近 x “时 , x'9 至 少 能 够 以 阶 数 为 2 收敛 到 。 

b, 和 扼 阵 瑟 求 出 后 , 请 说 明 该 算法 是 否 属于 拟 牛 顿 法 。 

利用 秩 ! 算法 求 目 标 函 数 

f(z) = ie7 | | 了 一 2 

  

1 中 + 
的 极 小 点 ,初始 点 为 x =0。 

考虑 如 下 迭代 公式 : 

(b+l) — glk) 一 apM,V f (a) 

其 中 , f ROR, fec', Me R?# 

1 0 

0 a 

OR = arg min fie - oM,Vf(x)) 

WERE k URRY, Avex) =[1,1]', BK o WAKA, EM FIERA eS, 都 

A a, >0, 

FER IEP, WIR HM, >0, ihiEAA?4 Ag?" (Ax —H,Ag™) >0R, A 五 ,,， >0。 

M;, lI 
-
—
 

aceR, #Ka,H#
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11.8 

11.9 

11.10 

11.11 

TER PRR es, AAA RAK, 设计 一 种 新 的 更 新 方程 。 

目标 函数 为 

f= jzTQz 一 2 十 c 

一 a 上 2 一 2 2] +7 

Pita x =0, RANKL EER Q HHA, 

AFA 1 FORA BI 11.3, 

利用 DFP 算法 求 目 标 函 数 

f(x) = 52'Qz —a'b 

的 极 小 点 , 其 中 ,@ =Q >0。 

a KK a WHtBat, HE. d’ Ag” RR, 

b. 证 明 当 gg(45 40 Ht, HK a, >0, 

利用 引 理 11. 1 和 互补 原理 , 在 DFP 算法 的 基础 上 , 推导 BFGS 算法 中 的 更 新 公式 。 

提示 : 定义 

Ao = B;, 

四 Ag" 

~ Ag®)T Ag® 

vy = Ag®T 

____ ByAw) 
Aa) By Ag) 

v] = Ae B,, 
Ag Ag®)T 

Ag®T Ag) 

Uo 

u= 

A, =B,+ = Ao + uous 

和 矩阵 召 , ,可 以 表示 为 

Bus = Ag t+ Uovg + yr] 

=A, tu! 

对 其 应 用 引 理 11. 1。 

假定 一 维 搜索 是 精确 的 , ERA S4 A =1, (nxn WERE) at, BFGS HHA SIL SCHR K ( ORIRA 

Hestenes-Stiefel 公式 、Polak-Ribiare 公式 和 Hetcher-Reeves 公式 ) 的 前 两 次 迭代 产生 的 迭代 点 x0) 

Al xc 都 是 相同 的 。 

函数 广 民 一 玉 一 阶 连 续 可 ht fe C, SEER APRA x) =x” +0,d™ , 4K a, 20 HARASS 

索 方 式 确定 。 Sd” =-Hg®, Hg =Vi(x™), 1 AMRKEE, 

a. BVGERAAM ABI ORR, AR A, EPA, 那么 该 算法 为 拟 牛 

顿 法 : 

1. H,,, =H, +U,. 
2. U,dg™ =Ay® —H,Ag'” 5 

3. U, =a Ax 46 Ag A, Hh a” Mb HR PME, 

b. 利用 秩 1 算法 、DFP 算法 和 BFGS 算法 求解 二 次 型 问题 时 , 试问 哪 一 种 算法 满足 问题 a 中 给 出 的 3 

个 条 件 ? 对 于 满足 条 件 的 算法 , 请 给 出 & Ab AE, 

目标 函数 为 .六 权 " 一 展 , 利用 迭代 公式 ye = 0 Ag” RBS BNA, BR, g® =ve(x™), 

H,¢ R'E, SH, =o,” + (1-6) B®, be R, AO” A AE 45 DFP BEA 
BFGS 算法 产生 的 矩阵 。 

”
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a. 证 明 该 算法 为 拟 牛 顿 法 , 并 说 明 其 是 否 为 共 斩 方 向 法 。 

b. MRO<¢<1, iEH4 AP’ >0 A APS OM, WA 互 , >0 对 于 所 有 天 都 成 立 。 据 此 是 否 能 够 得 

出 该 算法 具有 下 降 性 质 的 结论 ? 

对 拟 牛顿 法 进行 简单 修改 。 针 对 二 次 型 问题 时 , 拟 牛 顿 法 应 该 满足 的 条 件 为 囊 ,Ag =A, O<i<k, 

将 其 修改 为 豆 ,Ag =piAxr… , 0<i<, pi >0。 满 足 这 种 条 件 的 算法 称 为 Haang 对 称 算 法 。 

证 明 Huang 对 称 方法 是 一 种 共 斩 方 向 法 。 

$a MATLAB 程序 , 实现 拟 牛 顿 法 * 可 以 求解 目标 函数 为 一 般 形式 非 线性 函数 时 的 优化 问题 。 利 用 割 

线 法 开展 一 维 搜索 (习题 7. 11 中 已 经 要 求 编写 割 线 法 函数 ) 。 以 Rosenbrock 函数 作为 测试 函数 ( 见习 

题 9.4) , 初始 点 为 (0 = [-2,2] ,对 玖 ,不 同 的 更 新 公式 进行 评测 。 在 程序 中 , 要 求 每 6 次 迁 代 就 将 

搜索 方向 更 新 为 梯度 负 方 向 。 

目标 函数 为 

f(@) = +2 —2%1%2+7%1 — x2 

a. 利用 MATLAB 绘制 函数 ,在 水 平 -0.72、-0.6、-0.2.、0.5 和 2 处 的 水 平 集 , 根据 水 平 集 确定 函 

BARA, 

b. SHRM AAHWA x =[0, 0] Ax =[1.5,1]', H =L, WA DFPSERBR SHB), 

分 析 在 这 两 个 起 始点 下 , 算法 是 和 否 收 敛 到 同一 个 点 。 如 果 不 是 , 请 给 出 原因 。



第 12 章 求解 线性 方程 组 

12.1 最 小 二 乘 分 析 

考虑 线性 方程 组 : 
Az =b 

HH, AcR™**, beR”, m=n, rank A=n, KH nn HRBAATHE m HRB, A 

此 , 如 果 书 不 属于 和 矩阵 4 的 值 域 空间 , 即 已 上 R(A), WET RET a a eA, FE 

这 种 情况 下 ,方程 组 无 解 。 求 解 该 方程 就 变 成 了 寻找 一 个 (组 ) 向 量 *, 使 得 1 4x -二 下 达 

到 最 小 。 这 是 9. 4 节 中 讨论 的 非 线性 最 小 二 乘 问 题 的 一 个 特例 。 

如 果 向 量 x “能 够 使 得 | 4x -z 用 达到 最 小 , 即 对 于 所 有 到 ", 都 有 

14z 一 四 2 关上 14z* 一 加 

则 称 x "为 4x =b 的 最 小 二 乘 解 。 当 方程 组 4x = 到 有 解 时 ,其 解 自然 是 一 个 最 小 二 乘 解 ; 

若 4x =z 无 解 , 则 只 能 寻求 其 最 小 二 乘 解 , 即 能 够 使 得 4x 和 记 之 间 差 值 的 范 数 达 到 最 小 

的 向 量 。 为 了 分 析 最 小 二 乘 解 的 性 质 , 引 人 如 下 引 理 : 

引 理 12.1 MAR”, men, AY rank A'A=n( 9 AKA'A 非 奇 异 ) 

a}, rank A =n, 口 

证 明 : 先 证 明 当 rank 4 = 妈 时 ,Irank4 4 =?%。 这 等 价 于 证 明 N(4 4) = 10|。 + 

xeN(A'A), 即 474xv=0, 因此 ， 

|| Aa||? =a' A’ Ax =0 

5) Ax -0, HT rank A =n, XA x =0, 

Hie 4% rank A'A=n, ®P MA'A) ={0} Ht, rank A =n, ik FHP} TiEANA) = 10}. 

4 xeN(A), ®P Ax =0, TH A'AX =0, KA xX =0, a 

在 定义 方程 组 模型 时 , 已 经 要 rank A =n, H5|FH 12.1 BTM, WEA A) OE 

在 。 下 面 的 定理 讨论 了 最 小 二 乘 解 的 有 关 性 质 。 

定理 12.1 GRIMY | Ax bP HAE x RAE, TRB ABA Ax = 
A'b #3], Ff x°=(A"A)"A'D, 口 
证 明 ; 令 x'"=(4T4)-147T5， 注意 

|| Aa — b||? = || A(w — 2*) + (Ax* — b)||? 

= (A(@ — 2") + (Aw* — b))' (A(x — @") + (Az* — d)) 

= ||A(w — x*)||? + || Aw” — bl? + 2[A(@ — 2*)]'(Aa* — b) 

可 以 证 明 上 式 中 等 号 右 端的 最 后 一 项 为 零 , 将 Y"= (4T4A) (A ORANBGA, TH
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[A(x — a*)]"(Aa* — 6) = (w@—a*)'A'[A(A'A)“'A' —I,]b 

= (e@—2*)'[(A'A)(A’A)1A!— A']b 

=(e%-—2")'(A'—A')b 

=0 

因此 ， 

|| Aa — b|?-= || A(@ — 2”) ||? + || Ax* — bi? 

WF rankA=n, AstYx¥x' Bt, FH | A(x -x") |? 50, BT 

|| Aa — b||? > || Ax* — bl|? 

iH, P5nx*=(A'A) ADA | Av —b | HB-B, = 

可 以 从 几何 意义 上 对 定理 12. 1 进行 解释 。 首 先 , HERE A 的 所 有 列 张 成 的 子 空间 

入 (4), 即 4 的 值 域 空间 , 是 了 "的 一 个 ? ATS, MAM 4S b iF n BFS A 

入 (4) 中 ,方程 组 4x = 吾 才 有 解 ( 注 : 非 最 小 二 乘 解 )。 当 ma = 了 时 , DER 入 (4) 总 成 立 ， 
Ax =b RA x*=-Ab, SE mon hi, BL, APE A 的 列 向 量 张 成 的 

子 空间 尽 (4 ) 非 常 “ 薄 ”, 因此 , 5 esR(4) 的 可 能 性 应 该 比较 小 。 假 设 忆 位 于 尽 (4) 之 外 ， 
希望 能 够 在 尺 (4) 中 找到 一 个 向 量 天 eE 入 (4), 与 向 量 忆 之 间 的 距离 比 玉 (4) 中 其 他 向 量 

与 二 之 间 的 距离 都 要 近 。 从 几何 意义 上 来 看 , 向 量 天 应 该 使 得 向 量 e = 天 -8 正 交 于 子 空 

间 尺 (4) , 如 图 12.1 所 示 。 本 书 第 一 部 分 讨论 过 , 当 向 量 ee 及" 正 交 于 子 空间 入 (4) 的 所 

有 向 量 时 , 就 说 该 向 量 正 交 于 子 空间 丸 (4) 。 向 量 严 为 向 量 B 在 子 空间 尺 (4) 上 的 正 交 投 

影 , 可 以 证 明天 =4x "=4(4 4) -4 pp。 因 此 , 能 够 最 小 化 上 2 - 严 | 的 向 量 天 ER(4) 恰 

好 就 是 六 在 尽 (4) 上 的 正 交 投影 。 换 言 之 , 能 够 最 小 化 1 4x - 九 ‖ 的 向 量 x ”恰好 是 使 得 

4x - 刻 正 交 于 R(4) 的 向 量 。 

  

图 12.1 me b EF SA RA) PRY 

ee FE GETS, AREA SAPIMRAIBSCA =[a,,---,a,], HH, a,,a,, >, 

a, 为 4 的 各 列 向 量 。 当 且 仅 当 向 量 e 正 交 于 4 的 各 列 向 量 wa ,as , …，, aq 时, e 正 交 于 子 空 

间 RR(4) 。 将 这 一 命题 换 一 种 说 法 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 标量 组 合 |z, ze ，…, zs ,有 

(e,Z1Q1l 十 … 十 Znan) 一 0 

都 成 立时 ,有 

(e, ai) = 0， 和 一 

成 立 。 子 空间 祥 (4) 的 任意 向 量 都 可 写 为 wa +… +2,Q, 的 形式 。
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命题 12.1 wRAERCR(AREA—-bEXTFEM RA), HBAA=AX' 
A(A'A)'A'bB, 

WEAR: ht he R(A) =span[a,,---,a,], At, THAh=2,a, ++ +7,0, HBA, 

HP, 2,7 ,0,ER, ATME,, 2, °°, u,, HZAHNAZ e =h -b EXT span(a,, 

a, ]X— WHR, PPP i=1, 2,5, 1, BA 
(h — b,a,) =0 

oO 
ou

 

x 

(h, a;) = (b, a;) 

HaQEh =x,a,+---+42,4,KARNLAP, Tin SRA EAR ABA, 

(a), @;)e1 +--+ (an, @:)¢, = (b,a;), i=1,---,n 

将 其 改写 为 矩阵 形式 ， 可 得 

(@1,4;) 人 (anali) | |7zl (b, a1) 

(@1, Qn) ote (Qn, Qn) In (b, an) 

注意 

(aial) … (@n,@) QT 

: =A'A=| : | [a; an] 

(a1, Qn) vt (Qn, Qn) a! 

和 

(b, a1) a, 

: |=Alb=|: ]b 
(b, an) a, 

Wt rank A=n, A'A EAH, Boh, TH 

必 1 

e=|:|=(A'A)'A'b=2"* 

In 

- a 

Fe 

(@1,€1) … (@n,@1) 

A'A= 

(al, an) vt (An, Qn) 

在 最 小 二 乘 解 中 扮演 着 重要 的 角色 , 通常 称 其 为 格拉 姆 矩阵 。 
接 下 来 讨论 另外 一 种 获取 最 小 二 乘 解 的 方法 。 首 先 , 构造 目标 函数
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f(a) = ||Aa — ||? 
= (Aw — b)' (Aa — b) 

= 5zT(24T4)a 一 a'(2A'b) +b'b 

很 明显 ,函数 为 二 次 型 函数 。 由 于 rank 4 =7, 因此 二 次 项 是 正定 的 。 利 用 局 部 极 小 点 

的 一 阶 必要 条 件 , 可 求 得 了 的 唯一 极 小 点 (见习 题 6.33) ， 即 极 小 点 满足 

ye)=24'"4hz-24106=0 

该 方程 的 唯一 解 为 Y "= (4 74) 47pD。 

例 12.1 有 两 种 不 同类 型 的 混凝土 。 第 一 种 混凝土 的 成 分 为 30% 的 水 泥 、40% 的 碎 
石和 30% 的 沙子 ( 指 的 是 占 总 重量 的 比例 ) 第 二 种 混凝土 的 成 分 为 10% 的 水 泥 、209%6 的 

碎 石 和 70% 的 沙子 。 应 该 如 何 混合 搅拌 这 两 种 混凝土 ,使 得 最 终 得 到 的 混凝土 成 分 中 尽 

可 能 接近 5 磅 水 泥 、3 态 碎 石和 4 磅 沙子 ? 
这 一 问题 可 以 归结 为 最 小 二 乘 问题 ， 各 参数 为 

0.3 0.1 

0.4 0.2], b= 

0.3 0.7 

决策 变量 为 上 = [2 加 ] ,2 和 和 他 分 别 表示 第 一 种 和 第 二 种 混凝土 的 重量 。 由 此 可 得 ， 

该 问题 的 最 小 二 乘 解 为 

z* 二 (4T4)-1475 

A= 

    

m
w
 

Uo 

加 1 0.54 —0.32| |3.9 
~ (0.34)(0.54) — (0.32)? }—0.32 0.34 | | 3.9 

_ | 10.6 
~ 10.961 

( 例 15.7 给 出 了 这 一 问题 的 另外 一 种 解法 ) = 

接 下 来 的 例子 中 , 演示 了 如 何 利用 最 小 二 乘法 求 能 够 对 测量 值 进行 拟 合 的 直线 。 

例 12.2 直线 拟 合 。 考 虑 某 单 输入 单 输出 过 程 ， 输 入 表 12.1 例 12.2 中 的 实验 数据 

为 上 ie 及 ,输出 为 VE 取 。 针 对 该 过 程 进行 了 一 组 实验 ,得 到 0 1 2 
  

  
  

一 系列 测量 结果 , 如 表 12.1 所 示 。 第 宇 次 测量 下 ,输入 数据 ty ? ‘ 

为 志 ， 输 出 数据 为 Wi,。 和 希望 能 够 确定 一 条 直线 “ 
y=mt+ec 

REMEMBER, UHL, FLACK m foc, ey, =mt,+c,i=0,1,2, BR, 

不 存在 能 够 满足 要 求 的 参数 名 和 c， 即 不 存在 一 条 直线 能 够 同时 经 过 这 3 组 测量 数据 。 因 
此 ， 只 能 确定 参数 Wl 和 ,使 得 直线 能 够 最 好 地 拟 合 这 些 测 量 数据 ,如 图 12.2 所 示 。 

可 以 将 该 问题 写 为 方程 组 的 形式 
2m+c=3 

3m+c=4 

4m+e=15



第 12 章 ”求解 线性 方程 组 155 
  

  

    

  

Az =b 16 上 上 

其 中 ， al 

2 1 3 el 
4= 13 1], b=|4], z= 1 国 

4 1 15 1o 上 

ze, WT 8 上 

rank 4 < rank [4, 吕 6 | 

因此 , 向 量 忆 不 属于 4 的 值 域 空间 。 正 如 前 面 4 

说 过 的 , 这 3 个 方程 是 矛盾 的 。 2 | mty+o-Yo| ¢ 

拟 合 程 度 最 好 的 直线 应 该 使 得 | 
2 0 Ly 

0 1 5 t 

|| Aa — bl)? = S> (mei + ¢- yi)? 
i=0 Al12.2 AA BRAS 

达到 最 小 。 其 原理 为 由 参数 名 和 ec 确 定 的 直 

线 在 各 测量 点 的 输出 与 实际 输出 值 之 间 的 符 直 距离 平方 和 (平方 误差 ) 最 小 。 这 属于 最 小 

二 乘 问题 的 范畴 ， 问 题 的 最 小 二 磁 解 为 

水 _ m* _ 下 一 L 4T7 6 -eranuac[ 
可 以 验证 误差 向 量 e =4X"” - 厂 与 和 矩阵 驴 的 各 列 都 正 交 。 a 

接 下 来 的 例子 讨论 的 是 最 小 二 乘法 在 无 线 通信 中 的 应 用 。 

例 12.3 信号 衰减 估计 。 一 个 无 线 发 射 机 向 接收 机 发 送 一 组 离散 信号 1so，si，sa| 
(持续 3 个 时 间 单位 ) ， 如 图 12.83 所 示 。s, 为 实数 ,表示 信号 在 时 刻 宇 的 值 。 

信号 发 出 后 ,可 以 通过 两 条 路 径 传播 到 接收 机 : 直接 路 径 和 间接 (反射 ) 路 径 。 直 接 路 
径 的 时 延 为 10 个 时 间 单 位 ,衰减 因子 为 w; 间接 路 径 的 时 延 为 12 个 时 间 单 位 ,衰减 因 子 

为 os 。 接 收 机 接收 到 的 信号 是 两 路 信号 的 登 加 。 

0 1 2 i 0 12 «14 t 

Oo 发 射 机 接收 机 

图 12.3 例 12.83 所 示 的 无 线 信号 传输 过 程 

假定 接收 到 的 信号 从 时 刻 10 到 14 对 应 的 值 分 别 为 Tios Tins “'s Tiss 如 图 12.3 所 示 。 

希望 能 够 利用 这 些 测量 得 到 的 信号 值 (如 下 所 示 ), 得 到 因子 o 和 的 最 小 二 乘 估 计 。 

S89 $1 82 Tio T11 712 713 114 

1 2 1 4 7 8 6 3 
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可 建立 如 下 的 最 小 二 乘 模型 : 

So 0 T10 

8; 0 Ti 
ay 

4= |s so|， r= ， b= |ri2 
a2 

0 713 

0 8 714 

THAT a, @ 的 最 小 二 乘 估计 为 ” 

<i = (ATA) A 
ag 

-1 
\|s||? sose Sorio + $1711 + Sari2 

S052 ||8||? 30712 + $1713 + Seria 

一 1 
_ {6 1 4 十 14 十 8 

~ 11 6 84+124+3 

-3(° VIER 

下 面 给 出 一 个 最 小 二 乘 方 法 应 用 到 数字 信和 号 处 理 中 的 例子 。 

例 12.4 离散 倩 里 叶 级 数 。 存 在 一 个 离散 信号 ,采用 向 量 

= [b1, be, a) bm 

表示 ,和 希望 能 够 利用 一 组 正弦 信号 的 组 合 来 近似 这 一 信号 。 具 体 来 说 ， 可 利用 下 式 来 近似 

= b: 

yoo + > (yee + 2x8?) 
k=1 

其 中 ， Yos Yrs Yn 215° 2, ER, mE co fo 9 H 

n= Fa wo oa) + 

a = [eos (177) 00s (222) ,---,008 (m= )| » K=1,:--,n 
m m m 

+ 

at) = [sin (122) sin (2°77) sin (m=) ， 天 二 1) 也 
m m m 

这 种 正 区 信号 的 组 合 称 为 离散 傅 里 叶 级 数 ( 严 格 的 说 ， 这 不 是 级 数 而 是 有 限 和 )。 和 希望 确 

定 合适 的 WY; 2 ， ”9 2 ， Ris» 42 Zn» 使 得 

| (102+) + ve 十 na”) - —b 

2 

  

  
达到 最 小 。
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定义 

A- fee, --- 6, 0,..-,0()] 

一 bo 

可 将 问题 转换 为 使 得 

|| Ax — BI? 
达到 最 小 。 

假定 ME272 +1, 为 了 计算 474, 引入 三 角 恒 等 式 : 对 于 任意 非 堆 整数 让， 只 要 不 是 

2 的 整数 倍 ， 都 有 

> cos (=) =0 

i=1 m 

据 此 可 得 

(KT AG) mm/2， 大 一 7 
2 f 其 他 

(kT rp/2， k=j 
7 4 {e 其 他 

coTsG) = 0， 任意 及 

因此 ， 

4T4= 本 Tant 

显然 ,4 4 非 奇异 , 逆 矩 阵 为 

由 此 可 得 ,该 问题 的 解 为 

x = Cee es ea 

—(A'A)'A'b 

-2 At 
m 

将 上 式 展开 ,可 得 . 
~_ ve 

Yo = ™ 》 i, 

i=1 
m 

y=? boos (1 ， k=1,:--,n 
m i=1 m 

= = ytisin (i), k=1,--+,n 

Il = 

称 为 离散 倩 里 叶 系 数 。 a
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最 后 给 出 一 个 例子 , 讨论 如 何 利 用 最 小 二 乘 分 析 方法 导出 正 交 投影 算 子 。 

例 12.5 ERRBET, VCR" A-AF EM, SE-+AMEvER', HASH 

4 ERD, Bp 
f= @fy+ ey. 

RY xyeVRRxAVELMERKRY, x eV REXAY LH EXHH (13.34, 2 

1) 六 是 了 的 正 交 补 )。 存 在 矩阵 己 , 使 得 gv =Px ,古称 为 正 交 投影 算 子 。 接 下 来 分 别针 对 了 

=R(A) fe V=N(A) iL APT OL, THE PH RIKX, 

42 AER”*", men, rankA=n, > V=R(A)KRFRERA HERS (HET 

EMA TARZANA BEARS), ALT, TARE A RATHEEP, WB 

4112.1 74, x,=A(A'A) Ax, KA P=A(A'A)'A', WH, x, ETEA 

zy = arg min ||y — 2|| 
YEY 

类 似 地 , AER", msn, rankA=m, > V=NA)APHEA MESH (HE 
ETFEMARTARZARPMEMR SW), AMHR, BRP eETUARZARTAOR 

KX N(A)+ =R(A"), KMRL, #WRU=R(A'), PAK AFUMERDMA x =u, + 

Ny, BP, x, =A' (AA) Ax 4) aT — APT OUT PS ERI), WBA Te, 

N(A)+ =R(A'), Att, x. =x,=A'(AA') "Ax, Boe 

ey =2—-ay. =2—A'(AA’)!Ax=(I- A'(AA') Ale 

这 种 情况 下 的 正 交 投影 算 子 为 王 =T-4 7 (44 ) 4。 a 

12.2 递 推 最 小 二 乘 算法 

再 次 考虑 12.1 节 中 的 示例 。 在 该 示例 中 , 共 给 出 了 3 组 实验 数据 (加 ,Wo ) 、( 二 ,2 ) 

和 ( 刀 , 2 刀 ),， 利用 最 小 二 乘法 确定 了 参数 和 "和 e” , 由 此 确定 的 直线 能 够 对 这 3 组 实验 数 

据 进 行 最 好 的 拟 合 。 假 定 又 给 出 了 一 组 测量 数据 ( 广 ,， ys ) , 这 样 , 共有 4 组 数据 (如 ，2yo) 、 
(t,,Y,)s (te, Yo) AN( tg, ys). WAR, WLR AMAL AAR, MAM 4 a, 

计算 参数 和 " 和" 。 但 是 , 接 下 来 可 以 看 到 , 还 存在 一 种 更 为 高 效 的 方法 , 即 利用 前 面 已 

经 得 到 的 参数 思 " 和 c" 来 计算 加 入 新 数据 之 后 的 参数 名” 和 c"” 。 实 际 上 , 这 一 过 程 只 是 

对 已 经 得 到 的 各" 和 "进行 更 新 , 以 适应 新 的 数据 。 这 称 为 递 推 最 小 二 乘 算 法 , 本 节 将 讨 

论 这 一 算法 。 

某 个 优化 问题 为 寻找 合适 的 xx, 使 得 14vx -9 用 最 小 , 已 知 这 一 问题 的 解 为 zx = 

GUL4 pp ,其 中 ，G =4。4,。 如 果 增 加 了 新 的 数据 , 用 和 矩阵 4, 和 向 量 8 心 表 示 , BBA, 

CARMA AK x, EE 

Ao po 

[| 
2 

    
达到 最 小 。 

这 一 问题 的 解 为
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上 
_114o。 D(0) 

a = Gi 4) Re 

ce- 人 的 
目标 是 将 x 亿 写 为 x'" 、G。、 新 数据 4, 和 p2 的 表达 式 。 首 先 , 将 G; 写 为 

_ [aT at Ao 

Gi= [43 Al] 4 

=Got+ A] Ai 

+ 
Ao pb pO 和 四 -ia 区 

= 4JBo) + 4T50) 

  

其 中 ， 

接 下 来 ， 

i Ay bo 展开 为 

Ay 6 = GoGy! Ay b© 

= Goz(0) 

= (G, — A] A,)2©) 
= G2 — Aj Aye 

联合 以 上 方程 , 可 得 Y 的 表达 式 为 
上 

A B© ~—1 0 

a) = Gy 4 Be 

= Gz" (Gix — AT Aya + ATO”) 

=2 + G@;1Ay (6 - Ae) 

其 中 ，G, 可 利用 下 式 求 出 : 

G,=G)+A] Ai 

可 以 看 出 ， 可 以 只 通过 x'0、G，、 新 数据 4, 和 Bl x , ROR TBE UE, 
可 以 利用 已 有 的 计算 结果 计算 x@ ,不 需要 从 头 重新 计算 。 OMIT BEM 
GTLT(DO-4xto0)， 即 可 得 到 xo 。 注 意 ,， 如 果 新 数据 与 已 有 的 数据 是 一 致 的 , 即 
Ax =50， 则 修正 项 为 0, xx 与 xo 是 相等 的 。 

根据 以 上 讨论 结果 , 可 以 给 出 递 推 最 小 二 乘 算法 的 选 代 公式 。 利 用 该 公式 ， 当 新 数据 
到 来 之 后 , 可 对 已 有 的 计算 结果 进行 更 新 , 从 而 得 到 新 的 结果 。 在 第 (+1) 次 递 推 中, 计 
算 公 式 为
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Grit = Ge t+ Any Aes 

a) = 24 Gr Aly (Com 一 Arsiz) 

Hab) -4 通常 称 为 新 息 。 前 面 已 经 讨论 过 ,如 果 新 息 为 零 , 那么 更 新 得 到 的 

xO Bite EBA x 

HIS RAAT UB, EMO Be OME ES, 需要 用 到 逆 和 矩阵 Ce ， 而 不 

是 矩阵 Ce,:。 可 以 给 出 关于 Cu 的 更 新 公式 ,为 此 需要 引 和 人 新 的 引 理 。 该 引 理 是 对 谢 尔 

曼 - 莫 里 森 公 式 ( 见 引 理 11.1) 的 推广 。 这 一 工作 是 由 伍德 伯 里 完成 的 , 相应 的 , 公式 称 为 

谢 尔 曼 - 黄 里 森 - 伍 德 伯 里 公式 ( 见 参考 文献 [63] 的 第 124 页 或 参考 文献 [ 53] 的 第 50 页 ) 。 

引 理 12.2 .4 为 非 奇 异 矩 阵 , 给 阵 避 和 下 能 够 使 得 T+TVA4-IU 非 奇异 , 则 有 4 +DT 

aE aH, 且 
(A+UV)!=A?)-(AlU\I+VAU)-1(VA7?) 口 

证 明 : 在 等 式 两 侧 乘 以 如 +, 即 可 验证 引 理 成 立 。 a 

由 引 理 12.2， 可 得 

Gil, = (G+ Aly:Ace1) 
= G,' -— Gy Ag (+ Anyi Gy! Angi) AniiGz! 

为 了 简化 描述 , 记 G， A P,, 代 人 递 推 最 小 二 乘 算法 的 迭代 公式 中 , 可 得 

Pri = Pa - PeAgy (1+ Acti PrAgys) Anti Ps 

w+) = ol) + Pe Anis (Com 一 Axs2")) 

考虑 一 种 特殊 情况 , 每 次 只 新 来 一 行 新 数据 ,， 即 扼 阵 4 只 有 一 行 , 4 = ax， 

bo) psd, bY =b,., KT, A 
了 kak+lgk+1P 

1 十 GkIPkak+l 

zk+l = ol) 4 Prana (bx+3 一 aj, ,2"*)) 

1 1 

4o= |10 ， 0=|1 
1 1 

A, =a] =(2 1), bd") =b, = [3] 

Az = a. ={[3 1), b? = b = 的 

BAA ZA BARAT || Ax -bDO PROG DEX”, 然 后 利用 递 推 最 小 二 乘 算法 计算 

x ， 使 得 

了 k+1l 一 有 Pk 一 

例 12.6 4 

H
e
e
 Oo

 

  

Ao pT ||? 

Aj 岂 一 a) 

A, Bt?)     

      

    
最 小 化 。
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计算 

ata yet [2/3 -1/3 
Po = (Ao Ao) [2 a | 

2 = PpATBO = 区 | 

重复 使 用 递 推 最 小 二 乘 算 法 两 次 ， 可 得 

P,— Pp, — Pome Po _ | 1/3 ae 
1+alPoal |-1/3 2/3 

2) —¢ 4 Pra, 人 _ az) _ ais 

Pee pa [te a 
<a orm aie”) [3 

RE IE, WEAR DO RIERA x 5 RAIA AK x =(ATA)'A'D FA 

的 结果 是 一 致 的 , 其 中 

Ay b°) 
A=|Ai|, b= |b 

Ao bp) 国 

      

12.3 线性 方程 组 的 最 小 范 数 解 

某 线性 方程 组 为 
Az =b 

其 中 , AcER™*", beR", m<n, rank A=m, ERA RHRETBUARARAHRE, A 
此 , 该 方程 组 可 能 存在 无 数 个 解 。 但 是 , 接 下 来 将 发 现 , 只 存在 一 个 最 接近 原点 的 解 , 即 

4x = 的 解 中 范 数 | x | 最 小 的 yx。 令 ”表示 这 个 解 , 可 知 4x "= ,， 且 对 于 任意 满足 4x 

=b Hx, A |x| <x], thee, x” 是 如 下 优化 问题 的 解 : 
minimize _ ||a| 

subject to Ax =b 

在 本 书 第 四 部 分 中 , 将 更 为 详细 地 讨论 这 类 问题 。 “ 

定理 12.2 4x = 已 的 解 中 范 数 ‖x | 最 小 的 解 "是 唯一 的 ， 可 由 下 式 给 出 

a* = A'(AA')~'b 口 

WEAA: 4 x"=A'(AA') 'b, 2S 

lz 有 = 人 le 一 cz) 二 
= ((@— 2") +a*)' ((a —2*) +2") 

= |e — a" |? + ||w*||? + 20" (w — 2")
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由 于 

x*' (a2 —2*) =0 

故 有 

a*'(a@—a@") =[A'(AA')~‘b] [a2 一 4 (447)- 惑 

=bI(440)-![4hz-(44 (447)- 草 

= b7(AA')-'(b- b)=0 

因此 

|ae||? = flae* |]? + lar — ||? 
WET HA KAN, AA |x x |? >0 RS, Ash, tT HAKAN, HA 

||? > lla" ||? 

Bp 

lll] > lle" 

BR, x 是 唯一 的 。 a 

例 12.7 在 以 下 两 个 平面 的 交 线 上 , 寻找 最 接近 空间 到: 中 原点 的 点 ; 
21 十 222 一 03 一 1 

4z1 十 Za 十 373 =0 

这 一 问题 与 下 面 的 问题 是 等 价 的 ， 

minimize _ ||a|| 

subject to Aw =b 

其 中 ， 

因此 , 这 一 问题 的 解 为 

a* = A'(AA') b= 

  

0.0952 
0.3333 = 
—0.2381 

针对 本 节 给 出 的 线性 方程 组 4x = 了 ,下 一 节 将 讨论 一 种 迭代 求解 算法 , 即 Kaczmarz 算法 。 

12.4 ”Kaczmarz 算法 

eee Ae Ee 12.3 Te A 4 Ax =b, Ac R”™*", bE R”, m<n, rankA=m, #& 

AF) A PEAR ARE , KOE rH Kacamarz F 1937 年 首次 提出 Cl1 ,能 够 在 不 直接 计 

BAA REAR Pua x"=A' (AA) b, KARR IRIER A, 尤其 是 

在 矩阵 4 的 行 数 非常 多 的 情况 下 。 
令 mw 表示 矩阵 4 的 第 7 行 , b% 表 示 向 量 访 的 第 7 个 元 素 , / 为 正 实数 , HAO <p <2, 

Kaczmarz 算法 的 步骤 为
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1. @i:50, 选 定 初始 值 xz 。 
2 对 于 了 =1，…, Mr， 令 

glimt)) = giimtj—1) + Lb (b; 一 aj ztnm+7 Du) 一 人 一 

3. Si:sitl; HaB2 4, 

将 上 述 算法 步骤 转换 为 自然 语言 , 可 得 在 前 7m VGERA(k =0, +, m-1), @ 
人 KE 十 1 pit) — alk) 4 y (pt _ az,,2) ae 

QIGk+1 

在 每 次 迭代 中 , 依次 使 用 了 和 矩阵 4 的 各 行 及 其 对 应 的 向 量 2 中 的 元 素 。 对 于 第 (ae +1) 次 

和 迭代 , 重新 使 用 4 的 第 工行 以 及 玉 的 第 工 个 元 素 ,， 即 
a e+) = gl) 4 人 _ al zf * 

a, a) 

第 (7 +2) 次 迭代 使 用 4 的 第 2 行 以 及 五 的 第 2 个 元 素 , 以 此 类 推 , 每 进行 7m 次 和 迭代 就 

从 头 循环 一 次 。 风 可 视 为 算法 的 步 长 , 为 了 保证 算法 的 收敛 性 , 限定 步 长 的 取 值 范围 为 
0 < 人 <2。 

下 面 证 明 Kaczmarz 算法 的 收敛 性 , 相关 过 程 和 思路 主要 来 自 于 Kaczmarz 的 原始 文 

献 ( 见 参考 文献 [70] ) 和 Parks 的 后 续 阐 释 ( 见 参 考 文献 [102] ) 。 

定理 12.3 在 Kaczmarz 算法 中 ， 如 果 YX0 =0, PAHkooMm, x ox" 
A’ (AA™ ) b, 

证 明 : 不 失 一 般 性 , 可 假设 | ai; || =1, 7=1, --, m, #R|a, || 41, 244-a,/ | a, 

来 取代 Qi， 用 pi || a, || 来 取代 已 即 可 满足 假设 。 

引入 以 下 记 法 : 对 于 任意 了 =0, 1, 2,，…，, 令 尽 (7) 表 示 |10,，…， ma -1 中 的 唯一 整数 ， 

能 够 对 于 某 个 正 数 1， 满足 J = Ba + 忌 (7)， 即 尽 (7 力 是 了 除 以 W1a 得 到 的 余数 。 

根据 这 些 记 法 ,可 将 Kaczmarz 算法 写 为 

w+) =a) + plbacgi — Arn) 12 are 41 

根据 恒等式 | x+8 上 = xl? + lw? +2¢x, wy), TH 

Jao) — at |? = |e) — 2 + w(brcnytr — Ory 18 arial? 

= ja — a" |? + w? (brea — ARK) re)? 

+ 2u(bR(K) 41 一 B(x) 12” aR) 1 (e — x") 

YF Gay "= Og yy pRAKAE, TH ~ 

jet — wt |? = lar — a |? — (2 - 1) brcny41 — Akay ie)? 
= |e — 2" |)? — u(2— p) (aay a(e™ — 2")? 

由 于 0 < 几 <2， 因 此 ， 上 式 等 号 右 端 第 二 项 非 负 ， 可 得 
| 一 人 人生 let — a? 

> x —x" |? S0 THAR RMD, Ast, {lx -x"|?| Z-PSEM PI, BAF 

He Wey Hef |e —x "|? ee EH), HK xe -2 全 做 进一步 处 理 ， 可 得 

=
O
 

i
l
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k-1 

je — at ||? = |x — 2" |? — w(2— 2) dS (@iyy1 (2 — 2")? 
i=0 

WF { x -x" ||| eae, Ast, 
oo 

di len4i(@ — 2*))? < co 
i=0 

这 意味 着 “ 
Arp) (@™? —2")—0 

注意 

jer) 一 an(*) ||? = (bre 41 一 ARK) 1B)? = (are +1(e™ —2"))? 

Ast, |x? x20, ws fix -x" |? | eee, tela | ZAHRA (ILE S.2), 

按照 文献 [70] 中 的 做 法 ,引入 记 法 YXtr5 AX(m 7 =0,1,2,…;S=0,…,M -1。 因 

此 ， 对 于 每 个 s=0,，.…， 和 Ia -1, 随 着 ?一 co ， 有 

a. (a5) — g*) +0 

考虑 序列 jz red), HFRPAAR, A, TRAP FTP ( TRERRE 
诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 得 到 ， 见 参考 文献 [2] 的 第 70 页 , 或 5.1 节 关于 序列 和 子 序 列 的 讨 

论 ) 。 以 |xe re El RRE—-FRI, RP EALOL, | MFR, Se REO rE 
极限 ， 有 

au(z* 一 2*) 一 0 

EMA KOO, A |x"? 一 的 | 一 0， 可 知 随 着 和 oo ,有 100 -0 一 0。 因 此 ， 

子 序列 1 Pip e| El ees 2", A 

a, (z* —a2*) =0 

ERULUNE, THU TEE i=1, +--+, m, BH 

a; (z* —a*)=0 

BAPE GA, TF 

A(z* —2*)=0 

由 于 YY(0 =0, 因此 ,对 于 所 有 8 RA x” ERA’) (TEMES HD M 12.25), wT 

R(4T) 为 闭 空间 ,因此 , z"E 人 及 (4T)。 由 此 可 知 ,存在 一 个 了 " ,使 得 z*=4T781。 这 样 ， 
可 得 

A(z* —a*) 一 4(4 一 4 44 )-1D) 

=(AA')y* —b 
=0 

4 rank A =m, y* =(AA')'b, Ash, z*=K", THe FA {xx | *@r| El RH 

B10, WH {x7 x" |r| E] AMAA ||| xO"? 的 一 个 子 序列 ， 因 此 ， 可 得 序列 

{xe —x "|? | de eZ] 0, BP xx" , a 

4x 40 BY, Kaczmarz HEWES | x Ax =| POE — RE EAE BE lle — x || 
最 小 的 点 (证 明 过 程 留 作 习题 12. 26 ) 。
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MARBLE w= 1, 则 Kaczmarz 算法 具有 如 下 性 质 : 在 第 左 次 迁 代 中 , 误差 bg, - 

ar sa 人 满足 

br(K)+1 一 QROOHIECt) 一 0 

证 明 过 程 留 作 习 题 12. 28。 Daa 1 = Ary aie 代入 ,可 得 

apD+i(zet — 2) =0 

由 此 可 得 , OY A” SAY EG ag, 正 交 。 接 下 来 的 示例 将 对 这 一 性 质 进 行 演示 

说 明 。 

1 -1 2 
例 12.8 4 

该 问题 的 解 为 % "=[5,3] - 。 设 定 参 数 凡 =1, 初始 点 YX =0, 图 12.4 给 出 了 Kaczmarz 算 

法 的 部 分 迁 代 过 程 。 已 知 有 ar =[1，-1], al =[0, 1], 0 -=2, b =3。 在 图 12.4 中 ， 
经 过 点 [2, 0] 的 对 角 线 对 应 着 集合 | :arX =Db| ， 经 过 点 [0, 3] "的 水 平 线 对 应 着 集合 

{x:a,x=b,}, 为 了 对 算法 进行 演示 ， 开展 3 次 迭代 : 

20 - 1 +(2-0)5 2 ~ 上 
+(3-(-1) Hl - | 

2) A +@-(-2)5 站 - 上 
与 图 12. 4 中 演示 的 结果 一 致 ， 在 每 次 迁 代 下 , 都 有 

Bini (@*t? 一 2 ) =0 图 12.4 例 12.8 中 Kaczmarz 

成 立 。 该 算法 能 够 收 伊 到 ze 。 2 SRE RNS OLAS 

2?) = 

    

1 

-1 

  

  

12.5 一般 意义 下 的 线性 方程 组 的 求解 

考虑 一 般 意 义 下 的 线性 方程 组 

Az=b 

FH, Ae R”**, rannkA=r, HA r<minim, n}, 4AeER”*"HrankA=nWt, FRA 

ME— fi x"=A'b, Alt, WRAY BA, DORR A ORME A, Abe 
求解 4x = 的 一 般 方 法 , WOE TE A eR Hyde a, A AERA 
在 时 (如 4 不 是 方 阵 时 ) , 伪 道 或 广义 着 将 扮演 着 4 的 和 角色。 特别 的 , 本 节 将 讨论 矩阵 4 
i) Moore-Penrose ji 32h, FAA’ #278, 

一 个 秩 为 ? 的 矩阵 可 以 表示 一 个 列 满 秩 ( 秩 为 ”) 的 矩阵 和 一 个 行 满 秩 ( 秩 为 >) 的 抢 阵 
的 乘积 。 和 矩阵 的 这 种 分 解 方式 称 为 满 秩 分 解 , 这 是 由 Gantmacherlts] 和 Ben-Israel and 
Grevillel4 定 义 的 。 在 接 下 来 的 引 理 中 , 将 给 出 满 秩 分 解 的 数学 描述 , 并 进行 证 明 。
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[9212.3 PRR, HM ACR”, rank A=r<minim, n|, #4, FEM 
BeR”*’ #742 CeR™", 184% 

A=BC 

其 中 ， 
rank A = rank B = rankC =r O 

证 明 : 由 于 rank4 =7y, 因此 , 可 以 从 对 中 找 出 ?个 线性 无 关 的 列 向 量 。 不 失 一 般 性 ， 

可 假设 @ ,ay ，…，@ 是 线性 无 关 的 ，@, 表 示人 中 的 第 壮 个 列 向 量 ; 4 中 剩余 的 列 向 量 可 
以 表示 为 Qi ,ay ，…，a, 的 线性 组 合 。 因 此 ,可 以 按照 如 下 的 方式 选择 满 秩 和 矩阵 召 和 C; 

B = [a,,---,a,] € R”™*" 

Loess Ocirg1 c+ Cin 
C=: : € R™*" 

Oo -++ Lepper crt Cen 

RY, A 6, BRAILES j =rtl,--,n, Ha, =¢,,4, ++ +¢,,a,, Ast, A=BC, 国 

VER, wm <n, rankA =m, AAR PHAR BAC: 

B=In, C=A 

HH T,Amxm We, RZ, Wem >n, rank A=n, ABABA C HURRAH 

B=A, C=I, 

$112.9 4 

2 1 -2 5 
A=|1 0 -3 2 

    

3 -1 -13 5 

可 知 rank 4 =2。 根 据 引 理 12.3 的 证 明 过 程 , 可 对 4 进行 满 秩 分 解 ， 即 

2 1 

1 0 

3-1 

接 下 来 引 和 人 Moore-Penrose 逆 矩 阵 的 概念 ,并 讨论 其 存在 性 和 唯一 性 。 为 此 , 考虑 和 矩 

阵 方程 

A= 014 1 

    

i 了 1 -ac . 

AXA=A 

其 中 , AcR®’ AM, 不 ER 为 未 知 待 求 的 和 矩阵。 注意, 如 果 4 是 非 奇 异 的 方 阵 , 那么 

该 方程 有 唯一 解 系 =4-:。 可 以 将 辟 认 定 为 Moore-Penrose 道 矩 阵 ， 也 称 为 伪 道 或 广义 道 

5B RE 

定义 12.1 BEAR ACR"™”, WR A' CR” BET 

AA‘A=A 

AERA U eR”, VER”, 273 

Ai=UA’ # A'=A'V 

则 称 4+ 是 矩阵 和 的 擅 逆 。 a
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条 件 4 =V4 =4 可 以 作 如 下 解释 : 4 的 伪 道 矩 阵 47+ 中 的 每 一 行 都 是 矩阵 4 Hp 

所 有 行 向 量 的 线性 组 合 , 4; 中 的 每 一 列 都 是 抢 阵 4 中 所 有 列 向 量 的 线性 组 合 。 
XT AER", men, 且 rank 4 =72， 可 以 很 容易 验证 下 式 就 是 矩阵 4 的 伪 逆 : 

Ai =(A'A)7A™ 

Shp, A(A'A) "AA =A, UREN U=(A'A)', V=A(A'A) *(A'A) TA", FB 

2A‘ =UA' =A'V, #%, A'A=I,, Alt, (A'A) (A'SRRARBA 的 左 伪 道 。 这 

— fA ASK Hh BLE Be /) — Fe) Prat 2 F (YL 12.1 47), 

StF A eR", msn, HrankA=m, 5EMARW, TURD RIE PRES 

阵 4 的 伪 逆 : 

A'=A'(AA')! 

HER, AA’ =1,,. Alt, A'(AA') (BRRAREH AHA, K-ARHRERAE 
4x = 的 最 小 范 数 | xy | 解 的 场合 ( 12.3 73). 

定理 12.4 矩阵 4 了 "如 果 邓 的 伪 弟 4 BA, BAA 是 唯一 的 。 口 

证 明 : 令 4! 和 44! 是 矩阵 台 的 伪 北 ,只 需要 证 明 4; =4; 即 可 。 根 据 伪 北 的 定义 ,可知 

AA!IA=AA!A=A 

A #48 U,, U, e R"*" 40 V,, V» eR", RG 

A!=U,A'=A'V; 

Al} =U,A' =A'V2 
令 

D= A\-—Al,U =U2,-U;,V=V2-Vi 

有 

O=ADA,D=UA'=A'V 

因此 ,由 这 两 个 方程 可 得 

(DA)'DA=A'D'DA=A'V'ADA=O 

DA=O 
由 于 D4 =O, 有 

DD' = DAU' =O 

这 说 明 - 
D=A\-A!=O 

因此 ， 

AL=A! = 

由 定理 12.4 可 知 , 如 果 伪 逆 矩 阵 存在 , 那么 它 就 是 唯一 的 。 接 下 来 需要 证 明 其 存在 
性 。 可 以 证 明 , 任意 矩阵 4 的 伪 道 可 以 由 下 式 给 出 : 

A'=c'Bi
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其 中 , B' RC’ Se BAC HR, Ty BAC EA MRA, BA =BC, 

B Al C 都 是 满 秩 的 ( 见 引 理 12.3) 。 BRB AC 的 计算 公式 分 别 为 

Bt=(B'B)"B', ct=c'(cc') 

定理 12.5 #24 AcR"** BRD BA A =BC, rank A =rank B =rank C =r, Be 

R”*’, CeR’*", MHA 

A'-ctBt 口 

证 明 : 需要 证 明 

A'=ciBt=c'(cc')"'(B'B)B' 

满足 定义 12. 1 中 规定 的 关于 擅 逆 矩阵 的 条 件 。 首 先 ,注意 

AC'B'A= BCC'(CC")"1(B'B)'B'BC=BC=A 

接 下 来 ， 定 义 

U=c'(cc’')"1(B'B)"(cc")"'c 

V = B(B' B)"1(CC')"'(B' B)'B" 

IRE. Fy Wie FEE U fo VR 

Al=c'B'=UA'=A'V 

    

因此 ， 

A‘'=c'Bi 

BEE A 8944 GK | = 

Gl 12.10 继续 分 析 例 12.9。 已 知 

2 1 -2 5 2 1 
A=]1 0 -3 ?2|=|1 0 1 了-ac 

3 -1 -13 5 3 -1 

计算 

115 2 5 + PTP -IPT t+ 

B'=-(B B)B 27 i 1 4 

9 5 
115 7 t T Ty—-1_ = 

o=c (co) 76 |-7 13 
23 17 

Auk, A 

125 23 —-10 

1 137 17 一 52 A'=c'Bi= 
2052 |173 -—1 一 178 

387 63 一 72 = 

需要 强调 的 是 , 如 果 4 -BO RE A WW BSME, IBA A’ =C'B' 就 不 总 是 成 立 。 接 
下 来 的 例子 就 属于 这 种 情况 rsl 。
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例 12.11 4 

A= [3] 

显然 ,4 =4-1=4=[f1]。 注 意 , 4 可 以 表示 为 

A=(0 ]J A = BC 

这 并 不 属于 4 的 满 秩 分 解 。 继 续 计算 和 矩阵 五 - 和 Cr 

Bi = B'(BB')'= A 

ct =(c'Cc)"'c" = [1/2 1/2] 

(注意 : 由 于 召 和 C 不 属于 满 秩 分 解 中 的 矩阵 , 因此, 此 处 的 吾 - 和 C- 45) 12.10 Pas B’ 

和 C 在 意义 上 并 不 一 致 。) 由 此 可 得 

c'Bt = [1/2] 

这 与 4 并 不 相等 。 a 

AFA A =BC BID RIA 

At=c'Bt=c'(cc')"'(B'B)"'B" 

简化 为 

A'=c'(B'AC')'B" 

这 一 简化 公式 的 提出 要 归功 于 C. C. MacDutfee , i Ben-Israel #iI Greville 在 1959 年 左右 

正式 发 表 的 [4 。MacDuffee 是 提出 “由 和 矩阵 4 的 满 秩 分 解 能 够 推出 这 一 简化 公式 "这 一 结 

论 的 第 一 人 。 但 是 ，Ben-Israel 和 Greville 指出 ，MacDuffee 是 在 私人 通信 中 提出 这 一 结 

ith. Aik, 没有 发 现 MacDuffee 发 表 的 包括 这 一 结论 的 正式 文献 。 

下 面 证 明 4+ 在 求解 线性 方程 4x = 卫 时 表现 出 的 两 个 重要 性 质 。 

定理 12.6 某 线性 方程 组 为 hx = 了 ,4ER" ,rank4=7。 向 量 Y =4D 可 在 空间 
RP Rt || Ax —6b |; DH, 在 取 " 中 所 有 能 够 最 小 化 外 4x - 玉 必 的 向 量 中 ,向量 x "= 

4 加 的 范 数 最 小 , 且 是 唯一 的 。 口 

TERA: AAMAS xv"=A'b THEM RP R41 | Ax -b |’, EENTHEHS 

xeR", F 

|| Aw —b||? = ||A(a@— 2") + Ag" —d?  ~ 

= ||A(w — 2*)||? + || Aw* — |]? + 2[A(a — a*)]" (Az* — b) 

需要 证 明 

[A(x — a*)|"(Aa* — b) =0 

实际 上 ， 

[A(w — 2*)]'(Aa* — b) = (a ~ a*)"(A' Ax* — A'b) 

= (a2 —2a*)'(A' AAtb— A'b)
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由 于 
A'AA'=C'B'BCC'(CC')"'(B'B)'B' =A" 

因此 ， 
[A(w — a*)|"(Aa* — b) = (2 — a*)'(A'b- A'b) =0 

故 有 
|| Aw — bl? = || A(a — a*)\|? + || Aa” — b\j? 

由 于 

|| A(@ — a*)|? > 0 

因此 可 得 

|| Ax — b||? = || Aw* — dll? 

ERA AB Re || Ax -5 ||’, 

42 F RIE RP PA EB IME || Ax —b |POMEP, Ex =A'db 的 范 数 最 小 ， 

HRE—-H, OX RREPEBSR IM || Ax —b |? HAZ, A 

(||? = |(@ — @*) + a* |? 

= ||@ — a*||? + \lw*||? + 20°" (& — 2") 

可 以 证 明 

zr+ (元 一 2*) 一 0 

注意 
x’! (@ — a") 

= (Atb)' (@ — A'b) 

= b' B(B'B)-'(CC"')-"c(#- Cc'(CC")"(B' B)"'B'b) 

=b' B(B'B)-'(ccC')-"(Cz-(B'B)'B'D] 

其 中 , 上 标 -表示 着 矩阵 的 转 置 。 根 据 满 秩 分 解 ， 可 得 | 4x -已 必 = || B(Cx) -b |’, BT 
¥ RIM || Ax —b ||’, BHC BR, Ast, y=Cx REBELS R PRIME || By —b ||’ (42 

过 程 留 作 习题 12.29) 。 根 据 定理 12. 1 To, HE BMA, Att, Cx =y"=(B'B)'B'b, 

HHRASELAYP, TH x (¥-x") =0, 

这 样 ， 可 得 

ell? = la" ||? + Je — "|? 

MSF MAXAN” , A 

||jz—a*|? >0 

因此 ， 

|||? > |jae*|]? 

Bp 

||] > ||" || 

这 说 明 , ARP HARB RIM | Ax —-b PHOEP, Ex =Alb HCEKR), RE 
一 的 。 a
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广义 闭 和 矩阵 有 以 下 重要 性 质 ( 证 明 过 程 留 作 习题 12. 830 ) : 

a (4 ) =(41) 。 
b. (A')' =A, 

F538 EERE, PSE MA, (A,A,)* = ALA! AIA Ee CGE 

明 过 程 留 作 习题 12. 32 ) 

需要 特别 指出 的 是 , 广义 逆 和 矩阵 还 可 以 按照 另外 的 方式 进行 定义 ,， 即 Penrose 定义 。 

具体 而 言 , 按照 Penrose 定义 , 抢 阵 4 es 了 "2 的 广义 闭 矩 阵 为 满足 下 列 性 质 的 矩阵 4f+ e 

R'*", 具 有 唯一 性 : 

1. AATA=A 

2. ATAA' = Ai 

3. (AA‘)’ = AAT 

4. (A'A)’ = ATA 

Penrose 定义 与 定义 12.1 是 等 价 的 (证 明 过 程 留 作 习题 12. 31 ) 。 关 于 广义 道德 阵 及 其 应 

用 的 更 多 讨论 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 Ben-Israel 和 Greville 的 著作 I6 及 Campbell 和 Mey- 

er HE | 

习题 

12.1 给 一 块 石头 分 别 水 平 施加 IN、2N 和 3N 的 力 , 获得 加 速度 分 别 为 3 mv/s 、5 ms 和 6 ms 。 结 合 牛 

顿 运动 定律 丸 =7a, 其 中 尺 表示 力 , a 表示 加 速度 , 利用 最 小 二 乘法 估计 石头 的 质量 。 

12.2 给 一 个 弹簧 分 别 施加 已 =1N、2N 和 4N 的 拉力, 弹簧 的 长 度 分 别 对 应 为 了 =3 cm、4 cm 和 5 cm。 假 

定 拉力 和 弹簧 长 度 服从 胡 克 定律 ， 即 二 = a + bP, 利用 最 小 二 乘法 估计 弹簧 的 自然 长 度 w 和 劲 度 系 

数 b。 

12.3 ”开展 一 个 实验 , 估计 重力 加 速度 常数 g。 从 一 定 高 度 放 下 一 个 小 球 , 使 其 自由 落体 , 测量 不 同时 刻下 ， 

VERE SRE ESA MEER, SCHARF RATA 

FY Ta) Cs) 1.00 2.00 3.00 

BES (m) 5.00 19.5 44.0 

  

  

下 落 距 离 s 与 下 落 时 间 上 之 间 的 关系 式 为 
1 

s= ant 

a.， 基于 以 上 实验 结果 , 利用 最 小 二 乘法 估计 重力 加 速度 常数 g。 

pb， 如 果 在 4. 00 s 时 又 开展 了 一 次 测量 , 得 到 的 距离 为 78.5 m。 利 用 递 推 最 小 二 乘 算法 对 问题 a 中 得 

到 的 9 进行 更 新 。 

12.4 存在 一 组 语音 信和 号, 用 有 限 实 数 序列 wx ，z ，…，z, 表 示 ,， 如果 将 这 组 信号 转录 到 磁带 上 , 磁带 上 的 

信号 采用 另外 一 组 有 限 实数 序列 yy, Yo os Uy RAR 

假定 信和 号 转录 过 程 就 是 一 个 对 原始 信和 号 进行 简单 缩放 的 过 程 ( 即 记录 的 信号 和 原始 信号 之 间 的 关系 为 

2; =az;，a 为 与 宇 无 关 的 常数 ) 。 如 果 原 始 信号 zi ，22 ，…，2z, 和 转录 的 信号 ji ，yW ，…， 2 LH, ik 

利用 最 小 二 乘法 求 出 缩放 因子 a 的 表达 式 (假定 至 少 有 一 个 2 不 为 零 ) 。 
12.5 可 以 通过 测量 流 经 电阻 的 电流 大 小 工 和 电阻 上 的 电压 值 Y 来 估计 电阻 的 阻 值 尺 ,， 根据 欧姆 定律 ,有 

V=IR, ATH R, 在 电阻 上 通过 1 A 的 电流 , 然后 测量 电阻 上 的 电压 值 。 共 使 用 了 多 个 电压 测量 设
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备 , 测 得 电压 值 分 别 为 凡 ,…, V,。 试 利用 最 小 二 乘法 推导 阻 值 员 的 估计 值 就 是 电压 测量 值 站，…, 人 

的 均值 。 

下 表 给 出 的 是 X. 了 和 2 共 3 家 公司 在 3 天 内 的 股票 价格 ; 
  

  

x 

Y 

Z oo
 

—
 

A
l
e
 

| 
| 
O
H
 

wo 
wo 

M
H
]
 

we 

  

HREOSHMME T—TAAAA Y AZ ORR RAT X REO HR, 

Dx = apy + bpz 

其 中 , px、Dy 和 pz 分 别 表 示人 公司 X 了 和 2 的 股票 价格 , Q 和 为 实 参 数 。 试 依托 表 中 的 数据 利用 最 

INFEKT SBM a Ab KA. 

AARAMNSS AMB, AE AMA 30% HS, 40% 的 银 和 30% 的 铂 ; 合金 B 包含 10% 的 金 、 

20% 的 银 和 70% 的 铂 ( 指 的 都 是 重量 比 ) 。 如 果 将 两 块 合金 融 在 一 起 , 使 其 最 终 成 分 尽 可 能 接近 5 得 

司 的 金 、3 和 盎司 的 银 和 4 到 司 的 铂 , 利用 最 小 二 乘法 估计 这 两 块 合 金 的 各 自重 量 。 

BR. EM Av+iw=b, ow 为 白 噪 声 向 量 。 当 也 已 知 时 , x 的 最 小 二 乘 估计 为 以 下 最 小 化 问题 的 解 : 

minimize ||Az — 6]|? 

这 称 为 维 纳 滤波 器 。 

应 用 : 给 定 一 组 声音 信号 ju: 大 =1,，…, 2 (2 E 取 ),， 信号 经 过 电话 线 缆 进 行 传播 , 在 每 一 时 刻 有 ， 

fa S HARUKA y, =ay,,+bu,+0,, ¥, ER RBH, uc RAMA, 0, RRAKRB, B 

Ba Mb HAAR, PRAHA y, =0. 

WUE eR Me aS ly,|, PRAKAEW EAS | u,| MARES \o,|. 4HBS 

到 一 组 输出 信号 1y: 大 = 1，…, ?| 之后, 试 利用 最 小 二 乘法 计算 输入 信号 it : 下 =1，…, nh Afi 
计 值 。 
注意 ; 向 量 p = [ww ，…,wn] 7 为 白 品 声 向 量 , 但 是 ,Do( 也 为 矩阵 ) 一 般 不 会 是 白 噪声 向 量 。 
BRWA. (2, 4)". [2,. vp], p22, 为 空间 下 中 的 一 组 数据 ,希望 能 够 确定 一 条 直线 , 使 
其 能 够 最 好 地 拟 合 这 些 数据 (所 谓 最 好 , 指 的 是 各 数据 点 对 应 的 误差 平方 和 最 小 ) ， 即 寻找 合适 的 

a’, b’eER, BRR 

Pp 

F(a,6) = S> (ax + b- y:)” 
2=1 

最 小 化 。 假 定 zi,i =1，…, 2 不 全 相等 , 证 明 参 数 gc 和 尹 分 别 存在 唯一 的 估计 Ab”, RE SC RL 

最 好 的 直线 拟 合 ， 并 求 出 &" 和 上 以 ,用 下 面 的 符号 进行 描述 : 

>| tl | Me
 

2 

i 

<<
 ll Me
. 

Pn 

a.
 It = 

M
e
 

oh
 刘 ll 

四 四 ~ 
M:
 

Ss SI Il 
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12. 10 fERTRI t,, ---, t, AMR IER SS y(t) =sin(ot +6) RAW, KP -0/2<ot, +0<0/2, =1，…， 

p, ( AR@AS, I-A y,, yp ARE ATT AR w AAALL 0, 
a. 将 频率 w 和 相位 9 的 佑 计 问题 构建 为 求解 线性 方程 组 的 问题 。 
b， 基 于 问题 a 的 模型 ,确定 频率 w 和 相位 9 的 最 小 二 乘 估计 , 采用 下 面 的 符号 进行 描述 ， 

rly 
poet 

—. 412 
T=-S 2 

Pm 

— 12 
TY =- )- tjaresiny; 

Pitt 

= 1< 
Y=- arcsin y; plu 

i=l 

12.11 给 定 一 个 点 [zo， yw) eR, y=me AER LW-RBKX, RAAR)ORK, FRBKHRARLE 

BORA La, WIWA, RP RASA RRA RR’ Pee RCOAT HR. 

mR: HA y = mc RAS A =[1, mm] HRS, 
12.12 SRM f(x) =a’ x +c MH RAS: ROR, HP, ae R", ceR, 

a. She p ARENT (4,, 41), -", (*,, ¥,), HF, x, eR", y, eR, i=1,--,p, HHARAEHH 

RR, RAT MIA ORE, ATI Re”, MRR EAA , 
Pp 

Sof (wi) - yi)? 
t=1 

REE), RK ae A MEIC, BME || Az -6 |’, z ARE, BE A, 

z Alb BAX, 

b. 如 果 这 些 数 据 对 满足 

人 1 十 … 十 2p 一 0 

Yi@, +--+ + Y4pe, = 0 

假定 存在 仿 射 函数 能 够 实现 对 数据 对 的 最 好 拟 合 , 且 该 函数 是 唯一 的 , 那么 , 请 找 出 这 一 函数 。 
12.13 SRR 12.5 BRAM, KMART (1, , 4), os (ps Yn), HH, my eR, y, ER, k=1,--,n, 

  

Uk ———+ t——+ Yk 

      

图 12.5 例 12.18 中 系统 的 输入 输出 

a， 和 希望 能 够 基于 输入 输出 的 测量 值 , 确定 该 系统 参数 的 线性 估计 。 也 就 是 说 , 确定 一 个 人. < 肥 , 能 够 拟 

合 模型 W =6.w ,1 =1,…,。 试 利用 最 小 二 乘法 , 确定 关于 人 的 估计 值 , 用 人 ，:…, 如 入 ，…， 

Un BAN 0 

b. 假定 问题 a 中 的 数据 满足 关系 ， 

Yk = Ou_ 十 ek 

Ht, OER, WFRAK, BA u, =1, WAY AWY 

_1< 
rim Dok = 0 

A, A a PRAMS 6, BRE no IKE 0, 
12. 14” 某 离散 线性 系统 x,,, =ar, +bu,, RP, u, AMR MMA, co 为 时 刻下 的 输出 , a, be 下 为 系统
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12. 15 

12. 16 

12. 20 

12. 21 

12. 22 

12. 23 

12. 24 

BR, ME4KSON, ASABE, u, =1, WEBB 4 PRI x, =0, x, =1, 2, =2, 

X, =8, ARE CAWERRHRER o Mb He). 

RE BAA x, ., =ax, +bu,, HA, u ANA kA, 2 AMA kB, a, beER 为 系统 

BR, WHEE n+] AUK hy, hk, RHAESR a Md HRDORAH, TURE 

Abas — Pik oh tg Th, AES, 

注意 : 脉冲 响应 指 的 是 当 输入 为 We =1, xu =0(k 关 0) ,初始 条 件 为 ze =0 下 的 系统 输出 序列 。 

某 离 散 线性 系统 为 ww =ax,+bu7 HP, u, AMAR RA, 2, ANA ke BI, a, be R WAS 

BR, WHE) n +1 AGRA s,, +, 5,, 公 >I。 试 据 此 确定 参数 w 和 的 最 小 二 乘 估计 。 可 以 

假设 至 少 有 一 个 阶 妈 响 应 st 非 零 。 

注意 : 阶 牙 响应 指 的 是 当 输 入 为 妈 =1(4z0) ,初始 条 件 为 z =0( 即 ss =z =0) 下 的 系统 输出 序列 。 

存在 一 组 离散 信号 xs 形 ", 时 间 刻 度 为 |1, …, ?| ,2 表示 在 时 刻 的 信号 值 。 将 信号 ax 通过 某 通道 

进行 传播 , 其 中 , we 及 表示 传输 通道 的 “ 幅 值 ”， 对 于 接收 端 而 言 是 未 知 的 。 接 收 端 接 收 到 的 信号 为 

ze 下 ", 是 被 传送 信号 失真 之 后 的 结果 (也 就 是 说 , g 不 可 能 等 于 ax , 无 论 & 取 何 值 ) 。 试 根据 最 小 二 

乘 准则 构建 一 个 用 于 估计 e 的 模型 , 并 求解 (如 果 需 要 , 可 以 进行 任何 合理 的 假设 ) 。 

wa Ae R™**, beR", men, rankA=n, SBAARHHRLAD: 

minimize jzTz —a'b 

subject to aw € R(A) 

FOP, R(A) ARE A 的 值 域 空间 。 试 推导 该 问题 的 全 局 最 优 解 , 用 4 和 五 表示 。 

求解 优化 问题 : 

minimize  ||a — a 

subject to [2 1 1] z=1 

其 中 , xo =[0, -3,0] 。 

sRE AR", BER”, m<n, rankA=m, x, eR", SRM FRE: 
minimize ||a — ao|| 

subject to Av =b 

证 明 该 问题 存在 唯一 解 ,， 即 

2* — A'(AA")~'b+ (I, ~ A'(AA"')~'A)ay 

ka Ac R"*", m2n, rank A =n, b,,°--,b,eR”, SRR LAa 

minimize || Ag — b||? + || Aw — be||? +--+. + || Ax — 8||? 

WR x? ECAC 

minimize ||Aa — 8;|l? 

AMF, G=1, +, p, 那么 , 请 求 出 上 述 问题 的 解 ,用 xy* xf Hm, 
wah AcR"™", m=n, rank A=n, b,,--,b, ER", a, ,--,a,ER, SRC 

minimize a;||Aa — b; ||? + a2|| Aa — bg||? + --- + ap|| Aa — bpl|? 

WR x; Baw 

minimize || Ax — 6;||* 

的 解 , 4 =1,，…, 2D,， 假定 +… +as >0, 那么 ,请求 出 上 述 问题 的 解 , 用 wy xy 和 ai ,ab 

表示 。 

& AcR™™", beR”, m<n, rankA=m, iE x'=A'(AA') ‘bE R(A' ) REBT Ax '=b 

唯一 向 量 。 

本 问题 讨论 的 是 从 原 有 数据 中 移 除 ( 而 非 增加 ) 一行 数据 的 情况 下 , 递 推 最 小 二 乘 算法 的 实现 形式 。
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12. 25 

12.26 

12.27 

12. 28 

12. 29 

12.31 

12. 32 

给 定 两 个 矩阵 4o 和 4 ,满足 

A 

«|e 
SUP a, eR", Kh, PEMA DO AO, RE 

at) 
(0) 一 yo 

HH, b,eR, Ox RAMA, D”) Hib Fee, x BRAM A,, O° HENLE, R 

Nee, SBR (a,, 6.) Ze, Tae? HLS xe, 令 Gu 和 @G, 表 示 分 别 对 应 于 

xz FAL ae) BAR Fi RED A PK, 

a. Bih(A,, 6° ) FAVE) FRR x AIA, , B°”) FADE) FAR xe, 

b. 推导 @, 的 表达 式 , 用 Cu 和 wmi 表示 。 

c. SP, =G,', P, =Gy', ES P, WA, FPA a, Bm ( RAR PAM AIL REE RMEH) 

d. HEH A, OO HRIAR, AG, x Ma, RA, 

e. BA, 在 x@ 的 基础 上 推导 x? BRIAR, Ax 、 已 、a; 和 上 六 表示 。 基 于 该 结果 , 结合 问题 

的 结果 , 推导 出 当 移 除 数据 (4,，b452 ) 后 , 递 推 最 小 二 乘 算法 的 欠 代 公式 。 

证 明 在 Kaczmarz 算法 中 , 如 果 (0 =0, PAx™” e RA’) MFA bk BZ. 

考虑 Kaczmarz 算法 ,初始 点 x(0 40, 

a. 证 明 优化 问题 

minimizing || x - x? || 

subject tojx:Ax = b| 

存在 唯一 解 。 

b. 证 明 Kaczmarz 算法 能 够 收敛 到 问题 a 中 得 到 的 唯一 解 。 

考虑 Kaczmarz 算法 , 初始 点 Yo 40, m=1, BIA =[a"] eR", 240, 0<p<2, 证 明 存 在 0 三 y <1， 

(8 F || xP x" <y || xP - x" || MERA SO BRI, 

WERAZE Kacamarz EP, Mw =1, BBA dare 1 — Aa en? =O SFA k BRT, 

fe23 fa] R" EAM || Ax -b ||?, HP, Ac R™", DER", x RRKAMHK, A=-BCHER AN 

满 秩 分 解 , 即 rank 4 =rank B =rank C =r, Be R”*", Ce RR", DIED || By -b || ZR PHB) 

Cx", 

WEA S~ SC 3 FG BF ER 

a. (A')'=(A‘)" 

b. (A')'=A 

TEHAS~ S036 A) Penrose 2 M5 M 12.1 2S HH, 

Hie BTS PE A, AA, , (8978 (A,A,)' AJA].



第 13 章 无 约束 优化 问题 和 神经 网 络 

13.1 引言 

本 章 将 前 面 讨论 的 方法 应 用 到 前 馈 神 经 网 络 的 训练 中 , 神经 网 络 已 经 在 很 多 领域 中 得 

到 了 实际 应 用 , 如 电话 回声 消除 和 脑 电波 数据 的 解读 等 'slL21] 。 神 经 网 络 的 核心 是 神经 元 

之 间 的 连接 权重 , 确定 权重 的 过 程 称 为 训练 或 学 习 。 因 此 ,有 时 也 称 权重 为 学 习 参 数 。 常 

用 的 神经 网 络 训练 方法 为 反 向 传播 算法 , 该 算法 基于 无 约束 的 优化 问题 , 并 利用 梯度 算法 

进行 求解 。 本 章 将 对 神经 网 络 进行 简单 介绍 , 并 讨论 如 何 利 用 前 面 几 章 中 介绍 的 方法 对 神 
经 网 络 进行 训练 。 

人 工 神经 网 络 可 采用 电路 实现 , 由 一 些 简单 的 电路 元 器 件 相 互 连 接 组 成 , 这 些 元 器 件 

称 为 神经 元 。 每 个 神经 元 表示 一 个 映射 , 通常 是 多 输入 单 输 出 的 。 具 体 而 言 , 神经 元 的 输 
出 为 输入 之 和 的 函数 ， 如 图 13.1 所 示 。 该 函数 通常 称 为 激活 函数 。 可 采用 图 13.2 中 的 记 

法 来 描述 一 个 神经 元 。 需 要 指出 的 是 , 某 个 神经 元 的 输出 可 以 用 作 多 个 其 他 神经 元 的 输 

A, Ak, 图 13.2 所 示 的 神经 元 有 多 个 箭头 代表 输出 ,实际 上 , 指 的 都 是 同一 个 输出 信 

号 。 前 面 提 到 过 , 神经 网 络 可 以 采用 模拟 电路 实现 , 那么 输入 输出 对 应 的 就 是 电流 或 

图 13.1 单个 神经 元 图 13.2 单个 神经 元 的 符号 

神经 网 络 包括 多 个 相互 连接 的 神经 元 , 各 神经 元 的 输入 为 其 他 神经 元 输出 信号 的 加 
权 。 这 种 相互 连接 的 结构 使 得 神经 元 之 间 能 够 进行 数据 或 信息 交互 。 在 前 合 神 经 网 络 中 ， 
神经 元 按照 不 同 的 层次 进行 连接 ,因此 , 数据 只 朝 着 一 个 方向 流动 。 也 就 是 说 , 每 个 神经 
元 只 接受 来 自 上 一 层次 神经 元 的 输出 信号 , 这 意味 着 本 层次 神经 元 的 输入 是 上 一 层次 神经 
元 输出 信号 的 加 权 。 前 馈 神 经 网 络 的 结构 如 图 13. 3 所 示 。 网 络 的 第 一 层 称 为 输入 层 , 最 
后 一 层 称 为 输出 层 , 输入 层 和 输出 层 之 间 为 中 间 层 。 

神经 网 络 可 以 简单 地 认为 是 从 及 "到 Rn 之 间 映 射 的 一 种 特别 实现 , 其 中 , m 表示 输入 
zi，…， 的 数量 ,mm 表示 输出 久 ，…,， gu 的 数量 。 映 射 的 实现 方式 取决 于 神经 网 络 中 各 
神经 元 之 间 连 接 的 权重 。 因 此 ,只 需要 对 网 络 中 的 权重 进行 调整 ,就 可 以 实现 对 映射 的 修 
改 。 映 射 以 权重 的 形式 "存储 "于 所 有 的 神经 元 ,因此 , 神经 网 络 是 映射 的 分 布 式 实现 。 另 
外 , 对 于 一 个 给 定 的 输入 ,神经 网 络 通过 综合 分 析 各 神经 元 的 输入 输出 关系 ,得 到 相应 的 
输出 。 因 此 , 神经 网 络 可 认为 具有 并 行 计算 能 力 。 神 经 网 络 的 这 种 实现 或 近似 某 个 映射 的 
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能 力 , 具有 非常 高 的 实用 价值 。 比 如 , 模式 识别 和 分 类 问题 就 可 以 视 为 函数 实现 或 近似 
问题 。 

  

输入 层 offi fet 输出 层 

图 13.3 前 馈 神经 网 络 的 结构 

给 定 一 个 上 映射 五 :到 "一 有 ",， 可 以 采用 特定 结构 的 神经 网 络 实现 。 整 个 实现 工作 就 归结 
为 选择 合适 的 连接 权重 。 前 面 已 经 提 到 过 , 这 是 对 神经 网 络 进行 训练 的 过 程 ， 或 者 说 是 神 
经 网 络 进行 学 习 的 过 程 。 利 用 给 定 上 映射 下 的 一 些 输入 输出 示例 来 训练 网 络 。 具 体 而 言 , 确 
KE TENT (X41. Yar) ott, (Xap, Yap) ER" xR", HP, y, 为 映射 五 的 输出 , 对 应 输入 为 

Mais 即 Dau =F(x,,) 3 以 数据 对 |! (xua 9 Yai) at (Xap, Yap) | 作为 训练 集 。 在 训练 过 程 

中 , 不 断 调整 连接 权重 , 使 得 网 络 实现 的 映射 能 够 接近 于 实际 映射 环 。 由 此 可 见 , 神经 网 
络 也 可 以 视 为 函数 逼近 器 。 

上 面 提 到 的 神经 网 络 学 习 过 程 , 可 以 认为 是 在 教师 指导 下 的 学 习 。 教 师 向 网 络 提出 问 
题 , 即 x。 ,…,xs，， 然 后 告诉 网 络 正确 的 答案 为 包 ，,… ,8。，,。 接 下 来 ,对 神经 网 络 进行 

训练 , 利用 某 个 训练 算法 ， 以 网 络 输出 和 指定 输出 之 间 的 误差 , 即 ge; = 五 (xs ) 和 神经 网 
络 在 输入 x。. ;下 的 输出 之 间 的 差 值 为 依据 , 对 连接 权重 进行 调整 。 完 成 训练 之 后 , 希望 神 
经 网 络 能 够 将 训练 集中 的 示例 进行 准确 的 推广 , 即 网 络 能 够 准确 实现 映射 丸 , 对 于 任意 输 

入, 即使 是 在 训练 集 之 外 的 输入 , 都 能 够 产生 准确 的 输出 。 

接 下 来 将 会 看 到 , 神经 网 络 的 训练 问题 可 以 归纳 为 一 个 优化 问题 。 因 此 ,可 以 利用 最 
优化 理论 和 搜索 方法 (如 最 速 下 降 法 、 共 斩 梯 度 法 ”和 拟 牛顿 法 ) 为 网 络 选择 合适 的 权重 。 
我 们 将 基于 这 些 方法 , 设计 神经 网 络 的 训练 算法 。 

从 字面 上 来 看 , 前 面 提 到 的 神经 网 络 学 习 过 程 属 于 有 监督 学 习 ; 显然 , 还 应 该 有 一 种 
学 习 是 无 监督 学 习 。 实 际 上 , 在 总 体 层面 上 , 神经 网 络 的 学 习 属 于 无 监督 学 习 。 但 是 , 无 
监督 学 习 也 并 不 能 完全 准确 地 描述 神经 网 络 的 学 习 过 程 。 因 此 , 此 处 不 深入 讨论 关于 无 监 

督学 习 方 面 的 有 关内 容 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 参考 文献 [60] 。 

13.2 ”单个 神经 元 训练 

以 图 13.4 所 示 的 单个 神经 元 为 例 , 该 神经 元 的 激活 函数 为 恒等式 (斜率 为 工 的 线性 函 
数 ), 用 于 实现 从 及 "到 及 的 线性 映射 : 

n 

y= ) Wit, = al w 

t=1
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其 中 , zx =[z 2] es 职 " 表示 输入 向 量 ， x 

yeR AM, w=[w,,--,w,] eR AM | 
Hn], ERR F: ROR, 希望 通过 训 

练 , 使 得 该 神经 元 WwW ,…,W, 能 够 尽 可 能 地 

it Fo Aik, 选 定 一 组 训练 集 {(x。i， 

gil) (zu as) ， 共 包括 D 组 数据 对 ， 

其 中 ， Ma eR", Yai ER, 1=1,---,p, Yai = 

F(x。,) 表 示 在 输入 wx，, 下 的 "要求 的 "输出 。 
因此 , 训练 问题 就 可 以 归结 为 一 个 优化 问题 ; 

minimize 3D (ya, — 24 Ww é 

RRS w=[w,,-°,w,]' €R", 目标 函数 为 在 相同 的 输入 信号 下 要 求 的 输出 yu。 ;与 

神经 元 的 实际 输出 x。;z 之 间 误 差 的 平方 和 , 前 面 乘 以 一 个 因子 1/2, 主要 是 便于 符号 表 

示 , 不 影响 问题 的 最 优 解 。 

上 述 目标 函数 可 以 写 为 矩阵 的 形式 。 首 先 , 定义 矩阵 马 , < 及 " 沁 和 向 量 8。e 及 ? : 

羽 4 一 |zd1 dp] 

Yd.1 

Yd,p 

1 
minimize 了 za —Xjwi|l? 

针对 这 一 优化 问题 , 需要 分 为 p 反 丸和 2 >?% 两 种 情况 分 别 开 展 讨论 。 首 先 讨 论 p 和 ?的 情 

况 , 即 训练 用 数据 对 的 数量 不 超过 权重 的 数量 。 为 了 便于 分 析 , 假定 rank 素 ，=2p。 此 时 ， 

方程 yu。 = 时 sg 存在 无 数 个 解 ,这 意味 着 上 述 优化 问题 存在 无 数 个 解 ， 能 够 使 得 目标 函数 

的 最 优 值 为 0。 因 此 , 问题 就 成 为 如 何 选择 合适 的 解 , 常用 的 做 法 是 选择 范 数 最 小 的 解 。 

这 正 是 12. 3 节 中 讨论 过 的 内 容 , 可 知 最 小 范 数 解 为 四 "= 已 ;( 开 , 避 ) ‘Ya. Kaczmarz Fk 

是 一 种 高 效 的 欠 代 求解 算法 ( 见 12.4 节 ), 针对 这 一 问题 的 迭代 公式 为 

wt) 一 人 从 十 天 Ck@d,R(k)+1 

lea, rec) 4111? 

  

图 13.4 单个 线性 神经 元 

Ya = 

  

接 下 来 可 将 优化 问题 写 为 

Hp, w” 一 

€k = Yd, R(k)+1 — Bi re) 10 

R(k) RAN BRE 0, +, p- 1), ASE PIER, FEB k =lp + R(k) WER, et 
是 说 , R(K)EKRY p HRM BAMA, Be 12.4 4), 

Widrow 和 Hoff 将 该 算法 应 用 到 线性 神经 元 的 训练 过 程 中 (这 方面 的 发 展 历史 , 可 见 

参考 文献 [132] ) 。 图 13. 5 描述 的 是 带 有 训练 算法 的 单个 神经 元 , 这 经 常 被 称 为 学 习 机 
(Adaline ) ,是 自 适应 线性 组 件 的 缩写 。
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接 下 来 考虑 p > 即时 的 情况 。 这 种 情 

况 下 , 训练 集中 数据 对 的 数量 超过 了 权重 
WR, WE rank XJ =n, HF XX) 

AG IE EERE, JK, 2 te Pw KS || yy 

X)w |PRMAKF wo 的 严格 凸 二 次 型 函 

数 。 针 对 这 一 问题 , 前 面 章节 中 介绍 过 的 

无 约束 优化 问题 的 求解 算法 都 是 适用 的 。 

比如 , 可 以 使 用 梯度 算法 , 构建 如 下 迭代 训练 算法 | 

公式 ; 

    

  

  

      

图 13.5 学 习 机 
wt) = w) + a, X el” 

HH, ee =y,-X,w™ , 
在 上 面 的 讨论 中 , 假定 神经 元 的 激活 函数 为 恒等式 映射 。 实 际 上 ,， 上述 过 程 可 以 推广 

到 一 般 意义 上 的 任意 可 微 激 活 函 数 .六 , 具体 而 言 , 神经 元 的 输出 可 以 由 如 下 枯 数 给 出 ; 

y= fa (>: va) = fa (x! w) 

i=l] 

FESPA OL FP, EDTA TURRET (x5, yg) 的 迭代 公式 为 

(R+1) _ gyy(k) Ck@d 

”2 
其 中 , 误差 e 按 照 下 式 定义 

Ck = Ya — fa (2jw) 

关于 该 算法 收敛 性 的 讨论 ， 见 参考 文献 [64] 。 

13.3 反 向 传播 算法 

13.2 节 讨论 了 单个 神经 元 的 训练 间 题 。 本 节 将 讨论 包含 多 个 层次 的 神经 网 络 的 训练 
问题 。 为 了 简化 描述 ， 只 考虑 图 13. 6 Bras 

的 三 层 网 络 , 3 个 层次 分 别 为 输入 层 、 中 间 
层 和 输出 层 。 网 络 共有 郊 个 输入 z, ,=1， 

3 00 个 输出 71，s =1,，…,， %。 中 间 

层 包 括 ! 个 神经 元 ,中间 层 神经 元 的 输出 
Hej, Jal, ly MA a, , 分别 
在 中 间 层 的 神经 元 上 ， 可 以 认为 输入 层 包 
括 一 些 单 输入 单 输出 的 线性 神经 元 ,激活 
函数 为 恒等式 映射 。 图 13. 6 中 没有 明确 
绘制 输入 层 的 神经 元 ,而 是 将 它们 表示 为 
信号 分 支 器 。 中 间 层 神经 元 的 激活 函数 为 图 13. 6 三 层 神经 网 络 

输入 层 rye] ze 输出 层 
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大 ,了 =1， …， 上 输出 层 神经 元 的 激活 函数 为 天,s =1, …, 和 mn。 所 有 的 激活 函数 都 是 从 玉 
Z| R ABR 
令 砍 ,=1, …, 3 了 =1, …, 表示 中 间 层 输入 对 应 的 权重 , 从 中 间 层 到 输出 层 的 输入 

对 应 的 权重 为 5 ,7 =1, …, 1 s =1,，…, mm。 在 这 些 权重 给 定 后 , 神经 网 络 也 就 实现 了 从 
R" 到 及 "的 映射 。 为 了 确定 这 一 映射 对 应 的 函数 关系 , 令 攻 和 芭 分 别 表示 中 间 层 第 7 个 神经 
元 的 输入 和 输出 , 有 - 

n 

=) hy. 
27 一 OF 

i=l 

45> f} (x: whe) 
i=1 

输出 层 第 s 个 神经 元 的 输出 为 

ze = 天 (= ot 

因此 , Aw, t=1,--, nM s Mah y ZAWKAA 

Ys =f? (= wast 
= 

l n 

=f? (= wef} (x: sis) 
j=l i=l 

= F;(£1,-++-,£n) 

由 此 可 得 , 该 网 络 实现 的 映射 为 

Fy (21,--+,2n) 

        

Fin(21, +++, Zn) 

接 下 来 讨论 神经 网 络 的 训练 问题 。 与 13. 2 节 的 讨论 过 程 类 似 , 假定 训练 集 包 括 一 个 

数据 对 (xs。，Bu) ,xu ee 下 " ,Vse 有 R"。 实 际 上 , 训练 集 可 能 会 包括 很 多 这 样 的 数据 对 , 通常 

针对 每 个 数据 对 都 要 开展 一 次 训练 所 2 。 因 此 , 本 节 讨 论 的 结果 能 够 推广 到 一 般 意义 下 

针对 多 组 数据 对 的 神经 网 络 训练 问题 中 。 
神经 网 络 的 训练 指 的 是 调整 网 络 的 连接 权重 , 使 得 在 给 定 的 输入 wu。 = [za en] 

下 , 输出 能 够 尽 可 能 地 接近 于 gs。 形式 上 , 可 以 写 为 如 下 的 优化 问题 : 

minimize 3 2 (Yas — ys)” 

FUP, y,, S=1, +, m RRNA TERA 2a, Lan PASSER 
I n 

Us = Se (sen eo) 
j=l 4 一 1 

Ym
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这 一 问题 的 决策 变量 为 所 有 权重 ， 即 以 ， 200 =1， 003 =1, ,15s=1, 7。 为 

了 简化 表示 , 将 它们 写 为 向 量 的 形式 : 

目标 函数 用 媚 表 示 ; 

= > (Yds 一 
3 一 1 

-这 ( - i (Sou 人 -s))) 
8] i) FAZER TB ae 6 BER IX — OE, A, Te BER i A eK ER w 中 

每 个 元 素 的 偏 导数 。 为 此 , 固定 和 了 和 s, 首先 求 函 数 妃 关于 5 的 偏 导数 。 将 函数 至 改 

写 为 

1 m t 2 

re 
对 于 =1， “sy l, A 

nm 

h 》 h 
2q 一 fy ( ven) 

i=1 

利用 链 式 法 则 , 可 得 

OE 
L 

Bue, (WW) = ~ (Uae — vo) Fe (3: v's) 25 
q=1 

FOB, f7 ROR RARE? MEW, WTR, 定义 
I 

5s = (yas — ys) 2 (>: vita) 
g=1 

AT LABEL, 8, EA HH BRIE (HR USE SCRA Hy, UBER, 2 SEA) BEAT 
放 的 结果 , 缩放 因子 为 ( 立 ′ ao%au ), 因此 ,可 认为 8, 为 缩放 了 的 输出 误差 。 利 用 8 的 
表达 式 , 可 得 

      

= (w) = - 

HE PHS RB EF whe 4. RB E BSH 
m l n 2 155 (ue (Sou (Setee))) 

p=1 q=1 7 一 1 

利用 链 式 法 则 ,可 得 
m 

ooh Ew) = “h (Yap — Yp) fe (>: vin) Wei fr (3: vie) Ld 

ral 一 1
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其 中 , ff (ROR RAS 的 导数 。 按 照 与 前 面 类 似 的 方式 , 可 将 上 式 简 化 为 

5 (w) 三 一 (>: ss) fe (v5) Xai 

至 此 , DAM TRH ERIS AIMEE, PLA PS A RR 
了 。 下 面 分 别 给 出 权重 wz 和 40x 的 迭代 更 新 公式 : 

wok) 一 一 wo 十 nd*) 24 (k) 

wht) — = wi) +7 全 sag fh (of )zai 

p=1 

其 中 , 9 表示 步 长 ,为 一 固定 值 : 

  

©) > yh 
i=1 

的 一 用 (o) 

= 15 (Swe) 

l 

60") = (yas — uS) ff (>: ve) 
gq=1 

图 13.7 演示 了 输出 层 神 经 元 权重 wo% 的 更 新 方程 , 图 13. 8 演示 的 是 中 间 层 神经 元 权重 

的 更 新 方程 。 
输出 层 的 第 s 个 神经 元 

  

      

FE 
Feta     

work) 
Sj 

图 13.7 输出 层 神经 元 权重 的 更 新 方程
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从 图 138.7 和 图 13. 8 可 以 看 出 这 两 个 更 新 方程 被 称 为 反 向 传播 算法 的 原因 。 以 图 13.8 

为 例 , 输出 层 的 输出 误差 8 ,--- 6 被 传 回 到 中 间 层 , 并 将 其 应 用 到 中 间 层 神经 元 权重 
的 更 新 方程 中 , 体现 出 了 反 向 传播 的 过 程 。 在 上 面 的 讨论 中 , 假设 整个 网 络 只 有 一 个 中 间 
层 。 实 际 上 , 一 个 网 络 可 能 包括 多 个 中 间 层 。 在 这 种 情况 下 , 权重 的 更 新 方程 与 上 面 的 方 
程 类 似 , 输出 误差 在 各 中 间 层 之 间 反 向 传播 , 并 用 于 更 新 各 层 的 权重 。 

中 问 层 

  

  

      

  

  

力 {K+1 wie 

图 13.8 ”中间 层 神经 元 权重 的 更 新 方程 

对 反 向 传播 算法 进行 定性 的 归纳 说 明 。 首 先 , 利用 输入 zx。 和 当前 的 权重 设置 , 依次 计 

Bz ,2 ,8 和 5 ,这 是 反 向 传播 算法 的 正 向 传播 阶段 , 将 输入 从 输入 层 传播 到 输出 层 。 

然后 , 利用 正 向 传播 阶段 得 到 的 ww , z 人 5 ,gg ， 849 ,对 权重 进行 更 新 , 这 是 反 向 传播 阶段 ， 

将 输出 误差 8%” 在 整个 网 络 中 进行 反 向 传播 。 下 面 利 用 一 个 示例 对 以 上 过 程 进行 演示 。 

例 13.1 考虑 图 13.9 所 示 简 单 的 前 锁 神 经 网 络 。 所 有 神经 元 的 激活 函数 为 F(V) = 

LM(L1+e…), 该 函数 有 一 个 特别 的 性 质 , 即 太 (2) =J(2)(LI -Fu))， 便于 后 续 计算 。 利 
用 这 一 性 质 ， 可 得 

2 

6: = (ya — yi) i’ (>: vie “ 
& 一 1 

2 2 

= (za —y)f (>: vie) (: 一 上 (>: vie) 
q=1 q=1 

= (ya — yi)yi(1 — 1) 

SAMIGSEA AMA WK =0.1, wh” =0.8, wk =0.8, wk? =0.4, wl =0.4, wh? =0.6, 

训练 集 数 据 对 为 wj =[0.2, 0.6] 和 2 =0.7。 利 用 反 向 传播 算法 ， 开 展 一 次 选 代 ， 对 网 

络 的 权重 进行 更 新 ， 步 长 设 定 为 四 =10。
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图 13.9 例 13.1 中 的 神经 网 络 

首先 ,计算 

vo) = wr vay + wy 0 )zua = 0.2 

0) = wr ra + wh rar = 0.3 

RG, iF 

(0) 7, (0) _ EL a = f(v{) = aay = 0.5498 

(0) (0) 1 _ _ = 0.5744 29 f(vz°) 14e-03 0.57 

由 此 可 得 
go) =f (wef o(0) z(°) 十 we) 包 ) = f (0.5646) = 0.6375 

50 = (如 一 a — y) = 0.014 44 

正 向 传播 阶段 计算 完成 。 

计算 
wed) 一 wy + 716, zi () — 0.4794 

wry) = wy? + 76{ 20 = 0.6830 

RASC; ) =f(y7) 1 -F(0y)) = 23 (1-259), TAF 
un = wri) + 716. wot 0(0) 2) (1- 20 args = 0.1029 

wh) = yr + nai oye 0 (1- “ee = 0.3086 

wee) = wr 4 6 we 2 (1 — 20 arg, = 0.3042 

wd) x whl) 4 952) 20) (1 — 2 “yn, = 0.4127 

这 样 ,就 完成 了 反 向 传播 算法 的 一 次 选 代 。 容 易 验 证 2 =0.6588, 因此 ，|2s -zi | < 
| -go | ,也 就 是 说 ， 更 新 了 权重 之 后 ,神经 网 络 的 实际 输出 eit Bethe F&M 
输出 了 。 

利用 反 向 传播 算法 开展 15 次 迭代 之 后 ， 可 得 权重 为
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uw?015) = 0.6365 

005) 一 0.8474 

wh) — 0.1105 

whl) _ 0.3315 

wh) — 0.3146 

whl) — 0.4439 

在 以 上 权重 下 , 神经 网 络 针对 输入 Y, =[0.2, 0.6] 的 实际 输出 为 (5 =0. 6997, a 

在 上 面 的 例子 中 , 激活 函数 定义 为 

fv) = 1 r= 

该 函数 称 Sigmoid ei, SPR FA LEAR IZ, BA 

RUA 13.10 ras, Sigmoid MAA — AEH 

通用 的 形式 ， 

  

_ B 
gv) = T4+e-e-4) 

其 中 , 参数 8 和 0 分 别 表示 尺度 参数 和 移 位 (或 位 

置 ) 参 数 。 参 数 g 有 时 可 认为 是 阐 值 。 当 采用 该 函 

数 作为 神经 网 络 的 激活 函数 时 , 调整 6 和 8 的 值 ， 

能 够 影响 到 目标 函数 值 。 实 际 上 , 它们 也 可 以 采用 

反 向 传播 算法 进行 迭代 调整 ， 只 需要 将 它们 视 为 额 

外 的 权重 即 可 。 具 体 而 言 ， 就 是 将 激活 函数 为 9 的 

  

  

-10 | 0 10 Y 

图 13. 10 Sigmoid 函数 

神经 元 表示 为 激活 函数 为 ,A 且 带 有 两 个 附加 权重 的 神经 元 , 如 图 13. 11 所 示 。 

  

图 13. 11 ”两 个 等 价 的 神经 元 结构 配置 

例 13.2 继续 考虑 例 13. 1 中 的 神经 网 络 , 为 网 络 中 的 3 个 神经 元 的 激活 函数 分 别 引 

入 位 置 参 数 岂 、9 和 角 。 根 据 图 13.11 所 示 的 配置 方式 ， 可 以 将 位 置 参 数 引 入 到 反 向 传播 

算法 中 ， 即
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ul 一 wh tar + whota2 — 6, 

v2 = whi za + whores — 2 

21 = f(v1) 
22 = f(ve) 

yi = f (wt1z1 + wi2z2 — 93) 
4d = (ya -— M1) (1 — yi) 

KH? , fA Sigmoid HA; 

1 

PO) = Tye 
Aap BREKFRREAHAEK, PHREMSPHARKAED MA 

OE 
36, = 6;wf,21(1 — 21) 

OE 
36, = 61 WY222(1 — 22) 

OE 

30, w= 91 . 

在 下 面 的 例子 中 , 利用 例 13.2 中 设计 的 网 络 来 解决 著名 的 异 或 问题 51 。 

例 13.3 继续 考虑 例 138.2 中 的 神经 网 络 , 希望 对 其 进行 训练 , 使 其 能 够 逼近 异 或 函 

数 ， 如 表 13.1 所 示 。 可 以 看 出 , 异 或 函数 有 2 个 输入 ,1 工 个 输出 。 

表 13.1 异 或 函数 的 真 值 表 

x X F(X, , X%) 

0 

0 

1 

1 o
y
 =e 
&
 0 

1 

0 

1 

构造 如 下 数据 对 ， 组 成 网 络 的 训练 集 ; 

wai = (0,0]", Yd = 0 

@a2=(0,1)', ya2=1 

vi3=[1,0)", yas=1 

@a4=([1,1]', yaa=0 

接 下 来 利用 这 些 数据 对 ,利用 反 向 传播 算法 对 网 络 进行 训练 。 在 训练 过 程 中 , 按照 循环 使 用 

的 方式 ， 每 次 迭代 使 用 一 个 数据 对 。 也 就 是 说 ,在 第 天 次 迭代 中 , 采用 的 训练 集 数 据 对 为 

(Xan sis Ya, nce vi)» EPR Kaczmarz HE PH ZL, 尽 (下 ) 表 示 集 合 10, 1, 2, 31 中 能 够 对 

FRPEK 1, HR Kk H=4l+R(K) R-AK, PP RK) RK RA HR 12.4 节 )。 
经 过 训练 ,得 到 如 下 权重 (见习 题 13.5) : 

wy, = —11.01 

wey = 10.92 

wh, = -7.777 

wh, = 一 8.403
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wh, 一 一 5.593 

wh, = 一 5.638 
b = —3.277 

62 = 一 8.357 
63 = 5.261 

利用 这 些 权 重 , 可 以 计算 网 络 在 训练 集中 的 输入 下 对 应 的 给 出 ， 如 表 13.2 所 示 。 由 该 神 

经 网 络 实现 的 函数 图 像 如 图 13. 12 所 示 。 

表 13.2 例 13.3 中 训练 后 网 络 的 输出 

和 Ni 

0 0. 007 

1 0. 99 

0 0.99 

1 0. 009 

  

  

—
 

=
 

©
 

O
l
 

xX
 

  

  

FAA 13.12 例 13.3 中 训练 后 网 络 实现 的 函数 图 像 ” 国 

关于 神经 网 络 更 为 全 面 的 讨论 , 可 参见 参考 文献 58, 59 , 137] ; 关于 神经 网 络 在 最 优 
化 、 信 号 处 理 和 控制 等 问题 中 的 应 用 , 可 参见 参考 文献 [28, 67] 。 

习题 

13.1 考虑 某 个 线性 单 神经 元 , 共有 光 个 输入 , 如 图 13.4 所 示 。 给 定 2 AVIAN, AX, eR"? Aly, eR” 

表示 , p >?2。 为 了 完成 神经 元 训练 , 构造 目标 函数 并 使 其 最 小 化 : 

ju) = ilye 一 天 Jo 

求 是 标 函 数 的 梯度 ; 

b. 利用 共 斩 梯度 法 进行 网 络 训练 , 写 出 权重 的 迭代 公式 ; 

c. 希望 利用 该 网 络 来 逼近 函数 已 :下 一 及 ; 

F(z) = (sin z1)(cos 2) 

试 利 用 问题 b 得 到 的 权重 迭代 公式 对 该 线性 神经 元 进行 训练 , 训练 数据 中 的 输入 为 

{a : @,,22 >= —0.5, 0, 0.5} 

可 以 使 用 习题 10. 11 中 编写 的 MATLAEB 程序 ; 

d. 针对 问题 c 中 构建 的 目标 函数 , 绘制 其 在 0.01.、0.1、0.2 和 0.4 处 的 水 平 集 , 验证 问题 c 的 结果 是 

和 否 与 水 平 集 相符 ; 

e. BBR MM e(x) =F(x)-w' x KF 2,2, WAR, HA, zg" 表示 问题 c 得 到 的 最 优 权 重 向 量 。 

多
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13.2 考虑 图 13. 5 所 示 的 学 习 机 ,假定 有 一 个 训练 数据 对 (xu，2yu), 其 中 , xse 夫 0。 采 用 Widrow-Hoff 算法 

对 权重 进行 调整 ; 
Cee, wD) = yl) 4 ed 
ela 

  

HH, e, =y,-xyw™, 

a He, #mnAeA yp Hae, 

b. Me» HRAKRUICH, BEER AH WO FT, BA e,—0. 

继续 考虑 习题 13. 2, 若 训练 集中 存在 多 组 数据 对 , 即 | (zs Yar) ots (Xa ps Yap) 1s HH, Sn, 
rank X, =p(¥4,, AR XH iW), RAM PVABE: 

wFAL) — ag lk) 十 Xa(X] Xa)" pe™ 

Hep, e® =y, -Xiw , we ABE p xp HERE, 

a. He" FarAe™ Ay HBR; 

b. Hen MRREMREAS, PRES ORE wo FT, 都 有 e(% 一 0。 

考虑 例 13. 1 中 给 出 的 三 层 神 经 网 络 , 如 图 13. 9 所 示 。 利 用 MATLAB 实现 针对 该 网 络 的 反 向 传播 算法 。 

给 定 训练 数 据 对 为 x。 =[0, 1] " 和 2。 =1, 步 长 固定 为 7 =50, 初始 权重 设置 与 例 13. 1 一 致 。 据 此 对 算 

法 进行 测试 。 
考虑 例 13. 3 中 给 出 的 神经 网 络 ,， 编写 MATLAB 程序 实现 例 13. 3 中 的 训练 算法 ,， 步 长 固定 为 了 =10， 

训练 数据 对 采用 例 13.3 中 的 数据 。 计 算 训练 后 的 神经 网 络 在 训练 数据 对 中 输入 信号 下 的 输出 , 并 以 表 

格 的 形式 列 出 。
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14.1 引言 

前 面 章节 中 讨论 的 一 些 迭 代 算 法 ,包括 梯度 方法 、 牛 顿 法 、 共 斩 梯 度 法 和 拟 牛 顿 法 

等 ,能 够 从 初始 点 出 发 , 产生 一 个 迭代 序列 。 在 很 多 时 候 , 这 一 迭代 序列 往往 只 能 收敛 到 

局 部 极 小 点 。 因 此 , 为 了 保证 算法 能 够 收敛 到 全 局 极 小 点 ， 有 时 需要 在 全 局 极 小 点 附近 选 

择 初 始点 。 此 外 , 这 些 方法 需要 计算 目标 函数 的 一 阶 导数 (牛顿 法 还 需要 计算 二 阶 导数 ) 。 

本 章 将 讨论 一 些 全 局 意义 上 的 搜索 方法 , 它们 能 够 在 整个 可 行 集中 开展 搜索 ,以 找 
到 极 小 点 。 这 些 方法 只 需要 计算 目标 函数 值 , 不 需要 对 目标 函数 求 导 。 因 此 , 它们 的 适 

用 面 更 为 广阔 。 在 某 些 情况 下 , 这 些 方 法 产生 的 解 , 可 以 作为 如 梯度 方法 、 牛 顿 法 等 迭 

代 方 法 的 “ 较 好 ”的 初始 点 。 在 本 章 讨 论 的 方法 中 , 某 些 方法 (具体 而 言 ,就 是 随机 搜索 
方法 ) 还 可 用 于 求解 组 合 优化 问题 。 在 组 合 优化 问题 中 , 可 行 集 是 有 限 的 (离散 的 ), 但 

通常 会 非常 大 。 

14.2 Nelder-Mead 单纯 形 法 

该 方法 是 由 Spendley，Hext and Himsworth 于 1962 “F#2u4 89"! | Nelder and Mead 

在 1965 年 对 其 进行 了 完善 !”] , 现在 通常 称 为 Nelder-Mead 单纯 形 法 。 近 些 年 关于 该 算法 
的 评述 分 析 ， 见 参考 文献 [82] , 这 是 Lagarias et al 撰写 的 一 篇 非常 优秀 的 论文 。 本 章 采 

用 了 这 篇 论文 中 的 一 些 符 号 和 记 法 。 
Nelder-Mead 单纯 形 法 引入 了 单纯 形 的 概念 ,不 需要 计算 目标 函数 的 梯度 。 所 谓 单纯 

形 , 指 的 是 由 ?% 维 空间 中 的 郊 +1 个 点 po, Pi ，…, 了 构成 的 几何 形状 , 且 满 足 

det » P | £0 

这 一 条 件 的 含义 为 及 中 的 两 个 点 不 重合 , RP PHETAAEA, RF 中 的 四 个 点 不 共 面 ， 
以 此 类 推 。 因 此 , 尺 中 单纯 形 是 一 条 线段 , 了 的 单纯 形 是 一 个 三 角形 , 要 的 单纯 形 是 一 

个 四 面体 。 这 说 明 , 单纯 形 包围 的 =” 维 空间 具有 有 限 的 体积 。 

针对 函数 刀 x), Ye 疏 " 的 最 小 化 问题 , 首先 选择 2 +1 个 点 ,使 其 构成 一 个 初始 单纯 

形 。Jang, Sun and Mizutani 提出 了 一 种 构造 单纯 形 的 方式 !%j 。 具 体 方式 为 选 定 初始 点 
x =p,, RAR PRP EAHA: 

?Pi; 一 Do t+ rA€i, t=1,2,.--,n 

其 中 , el,i =1, 2,，…, 多 表示 一 组 单位 向 量 , 是 空间 有" 的 标准 基 , 2. 1 节 已 经 讨论 过 了 ; 
系数 人 ;为 正 数 , 可 以 按照 优化 问题 的 规模 确定 其 大 小 。 按 照 这 种 方式 产生 的 m +1 个 点 ，
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正好 能 够 构成 一 个 单纯 形 。 初 始 单纯 形 确 定之 后 , 接 下 来 就 是 一 步 步 对 其 进行 修改 , 使 得 

产生 的 单纯 形 能 够 朝 着 函数 极 小 点 收敛 。 在 每 次 欠 代 中 , 都 要 针对 单纯 形 的 每 个 点 计算 目 

标 函 数值 。 对 于 范 数 .最 小 化 的 优化 问题 而 言 ， 目 标 郴 数值 最 大 的 点 将 被 另外 的 点 代替 。 

持续 开展 这 一 和 迭代 过 程 , 直到 单纯 形 收敛 到 目标 函数 的 极 小 点 。 

下 面 给 出 迭代 过 程 中 单纯 形 的 更 新 规则 。 以 一 个 二 维 问题 作为 示例 , 演示 相关 规则 及 

其 使 用 过 程 。 如 果 针 对 ?9 维 问题 , 首先 选 定 初 始 的 你 +1 个 点 , 构造 初始 单纯 形 ; 然后 , 针 

对 每 个 点 计算 目标 函数 值 , 并 对 单纯 形 的 这 ? +1 个 顶点 按照 目标 函数 值 由 小 到 大 的 顺 

序 进行 排序 : 

f(Po) < fp.) <--- < f(P,) 

ARB EL, WS p,, p,, Ap RAR BANU, OBZ RRR K . KKB) 

的 点 。 从 求解 函数 了 极 小 点 的 意义 上 来 看 ,顶点 也, 是 最 好 的 , P, 是 最 差 的 , p, 是 次 差 ( 也 

可 以 说 是 次 好 ) 的 。 按 照 如 下 方式 计算 最 好 的 ?个 点 (只 扣除 最 差 的 点 ) 的 重心 己 ,: 

mw -区 
对 于 二 维 ? =2 问题 , 最 好 点 和 次 好 点 的 重心 为 

P, = 5 (Pri + Ps) 

接 下 来 开展 反射 操作 , 利用 反射 系数 p >0 在 也 ,方向 上 对 最 差点 已 进行 反射 ,得 到 反射 

FAD,: 

P, =P, + (py — Mi) 

RRM =1, RT EUI 图 14.1 所 Pal 

A. WH p, FA A eee BUe SS, =S(p,), O01 a> 

RS SS, <i l LFS HS (pe) fy = P, = P, + p (Py ~ Pr) 

S(Pu) ZI], ABARAT p ARE p,, 构 OX 

成 一 个 新 的 单纯 形 , 完成 本 次 反射 操作 , 判 
断 是 否 得 到 极 小 点 , 以 此 决定 是 否 开展 新 的 Ps 
ER, WR RGR, Wiese All pL p,, RARE p 

形 中 最 好 点 和 次 好 点 的 重心 (对 于 ? 维 问 

题 , 则 是 去 除 最 差点 后 匈 个 点 的 重心 ) , 做 好 下 一 次 迭代 的 准备 工作 。 

EPR, WARS, <f, =f), 也 就 是 说 , P, 对 应 的 目标 函数 值 比 单纯 形 所 有 顶点 对 应 的 目 

标 函 数值 都 要 小 。 这 意味 着 书 , 的 方向 是 有 利于 函数 值 下 降 的 方向 。 在 这 种 情况 下 ,需要 

在 这 个 方向 进行 延伸 操作 , 得 到 延伸 点 己 。: 

pe = po +X (pr 一 po) 

其 中 ,X >1( 可 取 X =2) 表 示 延 伸 系 数 。 延 伸 点 书 。 位 于 直线 PiPp,p, 上 ,超过 也 .， 如 图 14.2 

所 示 。 计 算 叫 ,对 应 的 目标 函数 值 上, 如 果 . 刻 < 广 , 说 明 延 伸 操作 是 成 功 的 , AIA p Bt p,, 
AE; A, MRS SS, 说 明 延 伸 操作 失败 , 利用 书 , 代 替 症 。 

最 后 ， 如果. 廊 育 , 利用 反射 点 忆 , 代 替 最 差点 书 构 造 新 单纯 形 , 那么 可 知 反射 点 己 , 是
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新 单纯 形 中 的 最 善 点 。 此 时 在 P, 方 向 上 开展 反射 操作 可 能 是 毫 无 意义 的 。 因 此 , 在 这 种 

情况 下 , 需要 分 情况 开展 两 种 不 同类 型 的 收缩 操作 。 首 先 , 如 果 厂 刻 且 矿 < 乒 , 那么 采用 

下 式 对 (P, -P,) 进 行 收缩 ,得 到 收缩 点 忆 。: 

P. = Py + 7 (P, 一 Po) 

其 中 , 0 <y <1( 可 取 0.5) 为 收缩 系数 。 这 种 收缩 称 为 外 收缩 ， 如 图 14. 3 所 示 。 其 次 ,如 

RS, 2fuab f2=h, BARA DARE p,, TORMGTERE, 得 到 收缩 点 三 。: 

P. =P, +7 (Pi — Py) 

这 种 收缩 称 为 内 收缩 , 如 图 14.4 所 示 。 

人 

<= <- 
图 14.2 延伸 操作 , LERCH y 图 14.3 当 廊 EL, 扩 ) 时 的 外 收缩 操作 

计算 收缩 点 忆 . 对 应 的 目标 函数 值 凡 , 无 论 开 展 的 是 何 种 类 型 的 收缩 操作 , 如 果 记 三， 

说 明 收 缩 操作 成 功 , 利用 书 。 代 替 书 ,构造 新 的 单纯 形 。 但 是 ,如果 > 帮 ,， 说 明 收 缩 操作 

失败 ,此 时 应 按照 如 下 方式 构造 新 的 单纯 形 : 只 保留 已., 单纯 形 中 的 其 他 各 点 与 书 , 的 距离 

减 半 , 由 此 产生 新 的 点 , 构造 新 的 单纯 形 , 这 称 为 压缩 操作 ,如 图 14. 5 所 示 。 压 缩 操作 的 

公式 为 

  

vi =p, + o(p; 一 Do)， t=1,2,---,n 

其 中 , or =1/2。 这 可 以 产生 双 个 新 顶点 pi=1,2,…,7%, 因此 , 新 构成 单纯 形 的 顶点 为 

P,; v1, very Vio 

Pri Pri 

LO PritPe 

Pi Py Pi 2 

PitPs 

2 

Ps D, 

图 14.4 当 乒 让 时 的 内 收缩 操作 “图 14.5 压缩 操作 

在 迭代 过 程 中 ， 如 果 多 个 点 对 应 的 目标 函数 值 相等 , 则 需要 用 到 平分 决胜 规则 。 
Lagarias et al 给 出 的 平分 决胜 规则 为 怪 ] , 对 于 目标 函数 值 相等 的 多 个 点 , 新 产生 的 点 , 赋 

予 更 高 的 下 标 索 引 ，, 即 在 下 面 的 公式 中 , 在 目标 函数 值 相 等 的 前 提 下 ,新 点 排 在 “已 有 点 ” 

之 右 。 

jpo) 和 /Dis … 芭 pn) 

图 14.6 演示 了 利用 Nelder-Mead 单纯 形 法 搜索 二 元 函数 极 小 点 时 ,最 开始 的 几 次 迭代 ，
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本 图 的 绘制 得 到 了 参考 文献 [84] 的 第 225 页 中 一 个 图 的 启发 。 在 图 14. 6 中 , 初始 单纯 形 

6 3: A. BAC, REREAD DAME, HURRIED A F, 
利用 外 收缩 操作 得 到 项 点 @, 利用 内 收缩 操作 得 到 顶点 工 为 了 清晰 起 见 , 在 得 到 了 单纯 形 
E,H,1 Zin, 没有 继续 往 下 绘制 。 实 际 的 搜索 过 程 并 没有 结束 , 还 可 以 继续 进行 迭代 搜索 。 

  

图 14.6 ”Nelder-Mead 单纯 形 法 求解 二 元 函数 极 小 点 时 的 部 分 搜索 过 程 

Jang et al 在 参考 文献 [67] 中 给 出 了 以 上 方法 的 一 种 变 体 , 其 中 的 重心 指 的 是 整个 单 

纯 形 的 重心 而 不 是 最 好 的 % 个 项 点 的 重心 , 也 就 是 说 , 重心 计算 需要 用 到 全 部 妈 +1 个 点 

Pu。 此 外 , Jang et al 设计 的 方法 只 用 到 了 内 收缩 操作 , 没有 用 到 外 收缩 操作 。 

14.3 ”模拟 退火 法 

随机 搜索 

模拟 退火 法 是 一 种 随机 搜索 方法 。 随 机 搜索 方法 有 时 也 称 为 概率 搜索 方法 , 是 一 种 能 

够 在 优化 问题 的 可 行 集中 随机 采样 ,逐步 完成 搜索 的 方法 。Kirkpatrick et all“) 根据 

Metropolis et al 提出 的 有 关 方法 5 ， 首 次 将 模拟 退火 法 应 用 到 优化 问题 的 求解 中 。 更 早 

的 时 候 ，Geman and Geman 将 该 方法 应 用 在 图 像 处 理 领 域 ![s] 。 
与 前 面 一 致 ， 假定 需要 求解 的 优化 问题 为 

maximize f(z) 

subjectto ZE 

随机 搜索 方法 的 一 个 基本 假设 为 可 以 从 可 行 集 Q 中 进行 随机 采样 。 通 常情 况 下 ,随机 选 定 一 

个 初始 点 xi eg0, 并 随机 选 定 一 个 点 , 作为 下 一 个 迭代 点 的 备 选 , 一 般 都 与 zx 比较 接近 。 

更 为 严格 的 表述 为 , 对 于 任意 可 行 点 xyxegQ, 存在 一 个 集合 NIx)C9Q, 使 得 能 够 从 该 

集合 进行 随机 采样 。 通 常情 况 下 ，NCx ) 中 的 元 素 与 y 比较 接近 , 因此 , UA N(x) x 

的 一 个 “ 邻 域 ”( 此 处 指 的 是 广义 上 的 “ 邻 域 "NCx),， 并 一 定 特 指 接近 于 x 的 点 )。 当 提 及
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产生 一 个 N(z) 中 的 随机 数 , 指 的 是 存在 一 个 位 于 N(Y) 上 的 分 布 函数 , 根据 这 一 分 布 函 

数 得 到 的 采样 点 。 经 常 指定 均匀 分 布 函 数 作为 W(xz) 上 的 分 布 函 数 ， 有 时 也 选用 高 斯 分 布 

或 柯 西 分 布 函 数 。 

在 讨论 模拟 退火 法 之 前 , 首先 给 出 一 种 简单 的 随机 搜索 算法 , 称 为 朴素 随机 搜索 算法 。 

朴素 随机 搜索 算法 

1 k:=0, REMAX egQ。 
2. A N(x ) 中 随机 选 定 一 个 备 选 点 zt 。 
3. MR fle) <flxe™), Mex? <2 | AMS x EP =x 。 

4. 如 果 满 足 停 止 规则 , 就 停止 迭代 。 

5. &ki=k+1, ABB 2 步 。 

可 以 看 出 , 上 述 算 法 具有 类 似 于 x“7 ax? +a WK, HH, Aid” BRL 

生 的 。 在 该 算法 中 ,do 可 能 为 0 或 下 降 方向 。 常 用 的 停止 规则 为 满足 预先 设 定 的 迭代 次 

数 或 目标 函数 达到 某 个 值 。 

模拟 退火 法 

朴素 随机 搜索 算法 的 主要 问题 是 有 可 能 会 在 局 部 极 小 点 附近 “ 卡 住 。 这 种 现象 很 容 

易 理解 , 比如 , x 习 是 一 个 局 部 极 小 点 ，N(Cx'o ) 足够 小 , 使 得 其 中 的 点 对 应 的 目标 函数 值 

不 会 比 x' 对 应 的 目标 函数 值 更 小 [ 即 x' 是 函数 了 在 NOx'o ) 上 的 全 局 极 小 点 ] ,这样 ， 

算法 将 会 卡 住 , 不 会 找到 NCx'6o ) 外 部 的 点 。 为 了 解决 这 一 问题 ,需要 设计 一 种 方法 , 使 

其 能 够 跳出 NCx' ) 。 一 种 解决 途径 为 针对 第 左 次 迁 代 , 保证 “ 邻 域 " NOx' ) 足 够 大 。 实 

际 上 ,只 要 NCx'9 ) 足 够 大 , 就 可 以 保证 算法 能 够 (在 某 种 意义 上 ) 收 敛 到 全 局 极 小 点 。 极 

端的 例子 就 是 对 于 所 有 的 xseQ, ARIE N(x) =Q( 在 这 种 情况 下 , 利用 朴素 随机 搜索 算 

法 开展 不 次 妈 代 , 就 等 价 于 从 Q 中 随机 抽取 大 组 数据 , 然后 从 中 选择 使 得 目标 函数 值 达到 

最 小 的 数据 ) 。 但 是 ,“ 邻 域 "设置 太 大 , 将 导致 搜索 过 程 变 慢 ,原因 在 于 备 选 点 的 范围 扩 

大 了 , 导致 寻找 更 好 备 选 点 的 难度 加 大 。 

另外 一 种 解决 途径 为 对 朴素 随机 搜索 算法 进行 修改 , 使 其 能 够 “ 疏 出 ”局 部 极 小 点 的 

“ 邻 域 ” 。 这 意味 着 在 两 次 欠 代 中 , 算法 产生 的 新 点 可 能 会 比 当 前 点 要 差 。 模 拟 退 火 法 中 

就 设计 了 这 样 的 机 制 。 

模拟 退火 算法 

1. 令 1:=0, EMMA x EQ, 

2. MK N(x ) 中 随机 选 定 一 个 备 选 点 z 避 。 

3. 设计 一 枚 特别 的 硬币 , 使 其 在 一 次 抛 投 中 出 现 正 面 的 概率 为 DB(K, F(z9) ,Fe) )。 

抛 一 次 该 硬币 ,如果 出 现 正面 , 令 x4%70) a2, BMS xP =x 。 
4. 如 果 满 足 停 止 规则 ,就 停止 迭代 。 

5. 令 1:= 大 +1， 回 到 第 2 步 。 

需要 指出 的 是 , 第 3 步 中 的 “ 抛 硬 币 " 的 说 法 只 是 关于 随机 决策 的 一 种 形象 化 描述 , 并 
不 能 按照 字面 意义 进行 理解 。
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与 朴素 随机 搜索 算法 相同 , 模拟 退火 法 的 迭代 过 程 也 具有 类 似 于 we = ze a 
的 形式 , 其 中 , 方向 do 是 随机 产生 的 。 但 是 , 在 模拟 退火 法 中 ,dt 可 能 是 一 个 下 降 方 

向 。 在 算法 的 进行 过 程 中 , 在 第 天 次 迭代 中 , 可 以 追踪 到 当前 为 止 最 好 的 点 * 人 o， 即 能 够 
使 得 对 于 所 有 ?ie 10 ,…,j ,都 有 成 x2 ) 过 ) 成 立 的 Y2 ,7e 10， 夺 。2tei 按 照 以 

下 方式 进行 更 新 : 
Te 

pes Lat, 其 他 
通过 持续 追踪 并 更 新 当前 为 止 最 好 的 点 ,可 以 将 模拟 退火 算法 简单 视 为 一 个 搜索 过 程 。 搜 
索 过 程 的 最 终 输 出 为 当前 为 止 最 好 的 点 。 这 种 说 法 不 仅 适 用 于 模拟 退火 法 ,同样 适用 于 其 
他 随机 搜索 方法 (包括 接 下 来 的 两 节 中 将 要 讨论 的 两 种 方法 ) 。 

模拟 退火 法 与 朴素 随机 搜索 算法 之 间 的 最 大 区 别 在 于 步骤 3, 在 这 一 步骤 中 , 模拟 退 
火 算法 以 一 定 的 概率 选择 备 选 点 作为 下 一 次 迭代 点 ,即使 这 个 备 选 点 比 当前 的 迭代 点 要 

差 。 这 一 概率 称 为 接受 概率 。 接 受 概率 应 该 进行 合理 的 设 定 , 才能 保证 迭代 过 程 的 正确 进 
行 。 常 用 的 接受 概率 为 

lk, £2), f(@)) = ming, exp(—(f(2) — f(@))/T.)} 
SoH, exp SARAHB, THOM —ALEMETI, Bh UI BEEBE ewe AVE REA. ROMTE 
式 的 接受 概率 是 由 玻 尔 效 曼 提出 的 ,使 得 模拟 退火 算法 等 价 于 Gibbs 采样 器 (基于 Gibbs 
分 布 的 一 种 概率 采样 方法 ) 。 

HER, MR S(2) <f(x), BA p(k, 2”), fe )) =1, BORK =2, HM 
下 一 个 选 代 点 为 zx 。 但 是 , UR fle) ase), WOT REET XP a2, 
一 概率 为 

2lk)) — f(a) op (LEME ) 

需要 指出 的 是 , Kzto ) 和 .Kxto ) 之 间 的 差异 越 大 , 采用 zt 作为 下 一 个 迭代 点 的 可 能 性 
就 越 小 。 类 似 地 ，7, 越 小 , 采用 = 作为 下 一 个 迭代 点 的 可 能 性 就 越 小 。 通 常 的 做 法 是 令 
温度 7, 单 调 递减 到 0( 表示 冷却 过 程 ) 。 也 就 是 说 , 随 着 迭代 次 数 盛 的 增加 , 算法 趋向 于 更 
差点 的 可 能 性 越 来 越 小 。 这 很 容易 从 直观 上 进行 理解 , 一 开始 , 希望 能 够 在 整个 可 行 集 内 
进行 搜索 , 随 着 迭代 的 开展 , 搜索 的 范围 应 该 集中 到 全 局 极 小 点 的 附近 区 域 ， 而 不 是 遍历 
整个 可 行 集 。 换 句 话说 , 最 开始 , 算法 在 可 行 集 内 跳 来 跳 去 ， 以 尽 可 能 跳出 局 部 极 小 点 附 
近 的 区 域 , 随 着 时 间 的 推移 , 算法 开始 稳定 在 全 局 极 小 点 附近 的 区 域 , 将 更 多 的 时 间 投 和 
到 这 一 区 域 的 搜索 中 。 

“退火 "一 词 来 自 于 治 金 业 , 是 一 种 能 够 改善 金属 品质 的 技术 。 基 本 的 操作 方式 为 先 
将 金属 加 热 到 一 定 程度 ,然后 以 可 控 的 方式 对 其 进行 冷却 。 首 先 ， 当 金属 被 加 热 时 ， 其 中 
的 原子 开始 变 得 活跃 ,脱离 了 原来 的 位 置 ， 内 能 增加 。 然 后 随 着 冷却 的 进行 ,原子 逐渐 
变 得 有 序 , 内 能 减少 。 如 果 冷 却 过 程 足够 慢 , 那么 可 以 保证 最 终 的 内 能 将 低 于 开始 阶段 的 
内 能 ,这样 可 以 改善 金属 的 晶体 结构 ,并 减少 存在 的 缺陷 。 

类 似 地 , 模拟 退火 算法 中 的 温度 参数 也 必须 以 可 控 的 方式 递减 。 具 体 而 言 , 冷却 过 程
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必须 足够 慢 。Hajek 针对 冷却 问题 发 表 了 一 篇 非常 有 影响 力 的 论文 [和 ,对 冷却 进度 表 对 

于 模拟 退火 算法 收敛 到 全 局 极 小 点 的 影响 进行 了 严密 的 分 析 , 并 给 出 了 一 个 合适 的 冷却 进 

BER: 

_ Fy 
log(k + 2) 

其 中 , y >0 为 常数 , 需要 根据 具体 问题 确定 (需要 足够 大 , 以 保证 算法 能 够 跳出 局 部 极 小 

点 附近 的 区 域 ) 。 关 于 一 般 意 义 上 的 模拟 退火 算法 ， 见 参考 文献 [57] 。 

模拟 退火 法 经 常用 于 求解 组 合 优化 问题 。 这 类 问题 的 可 行 集 是 有 限 的 (但 通常 会 非常 

大 ) 。 著 名 的 旅行 商 问题 就 是 一 个 组 合 优化 问题 。 旅 行商 问题 有 很 多 种 不 同 的 形式 。 最 基 

本 的 旅行 商 问题 , 指 的 是 在 给 定 一 组 城市 和 各 城市 之 间 交 通 成 本 的 前 提 下 , 确定 最 便宜 的 

交通 线路 ,， 能够 从 一 个 城市 出 发 ,， 游 遍 其 他 所 有 城市 , 且 每 个 城市 只 能 经 过 一 次 。 关 于 如 

何 利用 模拟 退火 法 求解 这 一 问题 , 参见 参考 文献 [67] 的 第 183 页 。 

Tk = 

14.4 ”粒子 群 优 化 算法 

粒子 群 优 化 算法 是 一 种 随机 搜索 方法 , 由 James Kennedy and Russell C. Eberhart 于 

1995 年 提出 !” 。 前 者 是 一 位 社会 心理 学 家 , 后 者 是 一 位 工程 师 。 该 方法 是 在 社交 互动 原 

理 的 启发 下 得 到 的 。 粒 子 群 优化 算法 与 14. 3 节 中 讨论 的 随机 搜索 方法 存在 一 个 主要 区 

别 : 在 一 次 迭代 中 , 粒子 群 优化 算法 并 不 是 只 更 新 单个 迭代 点 x% ， 而 是 更 新 一 群 (组 ) 迭 

代 点 , 称 为 群 。 群 中 每 个 点 称 为 一 个 粒子 。 可 以 将 群 视 为 一 个 无 序 的 群体 , 其 中 的 每 个 成 

员 都 在 移动 , 意 在 形成 聚集 , 但 移动 方向 是 随机 的 (这 种 说 法 改编 自 R. CEberhart 的 一 

个 演示 文稿 ) 。 粒 子 群 优 化 算法 旨 在 模拟 动物 或 昆虫 的 社会 行为 , 如 蜂 群 、 鸟 群 和 羚羊 群 

等 的 形成 过 程 。 

下 面 讨论 利用 粒子 群 优化 算法 求 取 目 标 函 数 在 " 上 极 小 点 的 过 程 。 首 先 , HER" 中 

随机 产生 一 组 数据 点 ,为 每 个 点 赋予 一 个 速度 , 构成 一 个 速度 向 量 。 这 些 点 视 为 粒子 所 在 

的 位 置 ,以 指定 的 速度 运动 。 接 下 来 , 针对 每 个 数据 点 计算 对 应 的 目标 函数 值 。 基 于 计算 

结果 , 产生 一 组 新 的 数据 点 ,赋予 新 的 运动 速度 , 这 可 以 通过 对 原 有 的 数据 点 及 其 运动 速 

度 进 行 某 些 操 作 完 成 , 具体 的 操作 方式 稍 后 再 讨论 。 

每 个 粒子 都 持续 追踪 其 当前 为 止 的 最 好 位 置 , 即 截止 到 当前 为 止 , 它 所 经 历 的 最 好 的 

位 置 (从 目标 函数 值 大 小 的 意义 上 而 言 ) 。 称 这 种 某 个 粒子 相关 的 当前 为 止 最 好 位 置 为 个 

体 最 好 位 置 pbest。 对 应 地 , 全 局 当前 为 止 最 好 位 置 (截止 到 当前 为 止 , 群 中 所 有 点 的 个 体 

最 好 位 置 中 的 最 好 位 置 ) 指 的 是 全 局 最 好 位 置 gbest。 

根据 粒子 的 个 体 最 好 位 置 和 和 群 的 全 局 最 好 位 置 , 调整 各 粒子 的 运动 速度 ， 以 此 实现 粒子 

的 “交互 ”。 在 下 面 给 出 的 gbest 版 本 的 粒子 群 优 化 算法 中 , 每 次 迭代 中 , 产生 两 个 随机 数 ， 

分 别 作为 个 体 最 好 位 置 pbest 和 全 局 最 好 位 置 gbest 的 权重 ,以 此 构成 pbest 和 gbest 的 一 

个 组 合 值 , 可 称 为 速度 的 随机 项 ; 再 加 上 加 权 后 的 原 有 速度 , 可 以 实现 对 速度 的 更 新 。 因 此 ， 

粒子 在 个 体 最 好 位 置 和 整个 群 的 全 局 最 好 位 置 的 共同 作用 下 , 朝 着 某 个 方向 运动 。 与 前 面相 

同 , 常用 的 停止 规则 为 达到 预先 设 定 的 迭代 次 数 , 或 者 目标 函数 达到 了 某 个 值 。
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基本 的 粒子 群 优化 算法 

下 面 讨论 gbest 版 粒子 群 优化 算法 的 简化 版 本 , 在 每 次 迭代 中 , 粒子 速度 都 朝 着 个 体 

最 好 位 置 和 全 局 最 好 位 置 调整 。 令 三 了 "一 及 表示 需要 进行 最 小 化 的 目标 函数 。d 表示 和 群 

体 的 容量 , 群 中 各 粒子 的 索引 为 站 =1, 2，…，d, 即 共 有 di 个 粒子 。x, 下" 表示 粒子 宇 的 

位 置 , 对 应 的 速度 为 ne 了"。P,; 表 示 粒 子 宇 的 pbest,， 相应 的 , 9g 表示 gbest。 

引 人 Hadamard 积 (Schur 积 ) 算 子 , 用 符号 。 表 示 。 其 运算 规则 为 ,如 果 和 抢 阵 4 和 刀 
维 数 相 同 , 那么 4 "如 表示 由 4 和 如 的 各 元 素 对 应 相 乘 得 到 的 和 矩阵， 其 维 数 与 4 或 召 相 

le], 7E MATLAB '1"', KA“. * "RNA -HAF (RATA ZA HAF), Ah, MRA AB 

同 维 , 那么 AR.* B 的 结果 为 & 和 B PUTRI SE Me, ghest MARTTI 

算法 用 到 了 3 个 实数 参数 , 分 别 为 w 、cj 和 cs ,其 算法 步骤 为 : 

gbest 版 的 粒子 群 优化 算法 

1. 令 8:=0。 随 机 产生 一 个 初始 的 粒子 群 , 即 产生 & 个 粒子 的 位 置 zj" 及 其 对 应 的 速 
度 of ,po =x ii=1,2, di; 令 g0 =argmin woxz)。 

2. 针对 每 个 ?=1, 2，…, 4d， 随 机 产生 两 个 即 维 向 量 m” 和 s 关 ,按照 均匀 分 布 的 原 

则 抽取 区 间 (0, 1) 中 的 随机 数 , 构成 这 两 个 向 量 的 元 素 。 令 

vt) 一 gt) 十 cr 人 o (pt 一 zt) 二 cast 0 (g(*) — w'*) 
a(t) 一 人 十 

3. 针对 每 个 ?=1, 2，…, da, MRS) < fpf), Spi? = BM, > 
pe =p\”, 

A. WRFETE ie] 11,---,d} , TER Fel?) <f(g), Wei" = arg min, f(x"*”,), 
g* = xi), 否则 ， & gh) =g"”, 

5. 如 果 满 足 停 止 条 件 ， 就 停止 迭代 。 

6. 令 1: = 天 +1,， 回 到 第 2 步 。 

在 以 上 算法 中 , 参数 w 表示 惯性 参数 , 建议 取 稍 微小 于 1 的 值 。 参 数 cu 和 cs 决定 了 粒 

子 趋向 于 “好 位 置 "的 程度 , 分 别 表示 来 自 " 认 知 " 和 "社会 "部 分 的 影响 因素 , 即 粒 子 本 身 

最 好 位 置 和 全 局 最 好 位 置 对 其 运动 的 影响 。 建 议 取 值 为 cl = co ~2。 

粒子 群 优化 算法 的 变种 

粒子 群 优化 算法 自 1995 年 提出 之 后 , 不 断 修 改 完善 。 比 如 ，Clerc 提出 了 一 种 收敛 因 

子粒 子 群 优化 算法 吕 1 ,速度 更 新 公式 为 

of) (wl? ben 0 (nO — al) + eal” 0 (g® —21%)) 
Kk FARR 

_ 2 

"p= 3- Ve ag
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其 中 ,由 =cl+tc ,中 >4。 比 如 , 当中 =41 时 , 有 Kx=0.729。 收 和 敛 系数 的 作用 在 于 加 快 

收敛 。 

在 实际 应 用 粒子 群 优 化 算法 时 , 往往 希望 为 速度 指定 一 个 上 限 ws。 这 样 , 算法 中 有 

关 速 度 的 部 分 都 应 该 替换 为 

min {Umax,max{—Umax, v}} 

REBT ELBE RO SRERIRU RK NABH, EMS 8th International 

Conference on Adaptive and Natural Computing Algorithms 1 xX) — 4} , HAIL 

于 2007 年 6 月 在 波兰 华沙 举行 中。 论文 集中 的 很 多 论文 针对 粒子 群 优 化 算法 开展 了 广泛 

的 讨论 , 包括 粒子 群 优化 算法 在 多 目标 优化 问题 中 的 应 用 、 用 于 求解 有 约束 优化 问题 的 粒 

子 群 优化 算法 、 适 用 于 求解 多 个 解 的 粒子 群 优化 算法 ( 即 粒子 群 优 化 算法 在 多 模 优 化 问题 

中 的 应 用 ) 等 主题 。 关 于 从 数学 方面 对 粒子 群 优 化 算法 的 分 析 , 可 见 参 考 文献 [30] 。 

14.5 遗传 算法 

算法 的 基本 描述 

遗传 算法 是 一 种 基于 种 群 的 随机 搜索 方法 ,是 在 借鉴 了 遗传 理论 的 基础 上 得 到 的 。 

John Holland 在 20 世纪 60 年 代 未 70 年 代 初 , 首次 提出 了 遗传 算法 的 基本 理念 。 自 从 这 

HAR, BERK AEN ALE ALE PO AE PO 

RZ WA! LA Be ae Ate Sah PB TE AA 

假定 需要 求解 如 下 形式 的 最 优化 问题 

maximize f(a) 

subjectto w2EQ 

(需要 注意 的 是 , 为 了 便于 对 遗传 算法 进行 描述 , 将 优化 问题 设 定 为 最 大 化 问题 。) 若 利用 
遗传 算法 求解 这 一 问题 , 首先 从 可 行 集 Q 中 选 定 一 组 初始 点 , 用 P(0) 表示 , 代表 初始 种 

群 。 然 后 , 计算 P(0) 中 每 个 点 对 应 的 目标 函数 值 , 基于 计算 结果 , 产生 一 组 新 的 点 P(1) 。 
P(1) 的 产生 源 自 于 对 PC(0) 的 交叉 和 变异 操作 , 后 面 将 会 讨论 。 循 环 开 展 这 一 过 程 , 产生 
种 群 序列 P(2) ,，P(3) ，…, 直到 达到 停止 条 件 。 交 叉 和 变异 操作 的 目的 在 于 创建 一 个 新 
种 群 , 使 得 新 种 群 目 标 函 数 的 平均 值 能 够 大 于 上 一 代 种 群 。 概 括 起 来 , 遗传 算法 就 是 针对 
种 群 欠 代 开 展 交 叉 和 变异 操作 , 产生 新 种 群 , 直到 满足 预定 的 停止 条 件 。 

遗传 算法 的 术语 来 自 于 遗传 学 。 在 详细 介绍 算法 之 前 , 下 面 首先 介绍 遗传 学 的 有 关 术 
语 和 定义 。 

染色 体 和 表达 模式 ”首先 需要 指出 的 是 ,实际 上 遗传 算法 并 不 是 直接 针对 约束 集 0 
中 的 点 进行 操作 的 ,而 是 对 这 些 点 进行 编码 后 再 进行 相关 操作 。 具 体 而 言 , 首先 需要 将 0 
映射 为 一 个 字符 串 的 集合 , 这 些 字 符 串 全 部 是 等 长 的 , 称 为 染色 体 。 每 个 染色 体 中 的 元 素 
都 是 从 一 个 字符 串 集合 中 提取 的 , 该 集合 称 为 字符 表 。 比 如 , 常用 的 字符 表 为 10, 11, 此 

中 ”截止 到 本 书 英文 版 的 出 版 时 间 (2013 年 ) 。 一 一 译 者 注
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时 染色 体 就 是 二 进 制 字符 串 。 荆 表示 染色 体 的 长 度 , 即 字符 串 中 字符 的 数量 。 每 个 染色 体 
都 对 应 着 一 个 目标 函数 值 , 称 为 染色 体 的 适应 度 。 用 > 表示 染色 体 , 则 .Kx ) 表示 适 应 度 。 
为 了 描述 方便 , 统一 使 用 /表示 目标 函数 和 染色 体 适 应 度 的 计算 结果 。 为 此 , 可 假设 /是 

一 个 非 负 丽 数 。 
字符 串 的 长 度 、 字符 表 和 编码 方式 (将 Q 映射 为 染色 体 ) 统称 为 表达 模式 。 选 择 合适 

的 表达 模式 是 利用 遗传 算法 求解 最 优化 问题 的 第 一 步 。 
一 旦 选 定 了 一 个 表达 模式 , 接 下 来 就 是 初始 化 染色 体 的 第 一 代 种 群 P(0) ,通常 是 从 

染色 体 集合 中 随机 抽取 一 定数 量 的 染色 体 。 构 成 初始 的 染色 体 种 群 后 , 对 其 开展 交叉 和 变 
异 操作 。 在 第 大 次 迭代 中 , 计算 种 群 P(E) 中 每 个 个 体 对 应 的 适应 度 ./xt9 ) 。 整 个 种 
群 的 适应 度 计算 完毕 后 , 按照 以 下 两 个 步骤 构造 一 个 新 种 群 PE+1I) 。 

选择 和 进化 步骤 ”在 选择 步骤 中 , 利用 选择 操作 构造 一 个 新 的 种 群 K( 刀 ,使 其 个 体 

的 数量 与 忆 (K) 相等 。 种 群 中 个 体 的 数量 称 为 种 群 容量 , 用 六 表示 。M(1) 称 为 配对 池 , 是 

在 P(K) 的 基础 上 进行 随机 处 理 后 得 到 的 , 即 MKM(F) 中 每 个 个 体 亚 ”… 以 概率 

f(a) 
F(k) 

“EF Pk) PAG , FoR, F(R) = VF Cx!”) , AEE PC) EF R A, HRA, 

染色 体 选 人 配对 池 的 概率 与 其 适应 度 成 正比 。 
上 面 提 到 的 选择 模式 称 为 轮 盘 赌 模式 。 这 很 容易 理解 ,假定 轮 盘 上 的 每 个 口子 都 对 

应 P(p) 中 的 一 个 染色 体 ,， 某 些 染色 体 可 能 对 应 着 多 个 口子 。 每 个 染色 体 对 应 的 口子 数 

量 与 其 适应 度 成 正比 , 为 了 给 M(8E) 选 择 染 色 体 ,， 转动 轮 盘 , 小 球 落 人 哪个 口子 ,就 选 

定 对 应 的 染色 体 进 入 WM(K) 。 一 共 开 展 类 似 操作 六 次 , 这 样 , 配对 池 M(F) 共 包括 六 个 

染色 体 。 
另外 一 种 选择 模式 为 锦标 赛 模式 。 首 先 , 从 P(K) 中 随机 选 定 两 个 染色 体 ， 比 较 它 们 

的 适应 度 , 将 适应 度 大 的 放 人 配对 池 M(E) 。 持 续 开展 类 似 操作 , 直到 配对 池 玉 ( 大 ) 中 的 

染色 体 达 到 N 个 。 
在 进化 步 又 中 , 开展 交叉 和 变异 操作 。 选 择 一 对 染色 体 , 称 为 父 代 , 通过 开展 交叉 操 

作 ，, 产生 一 对 新 染色 体 , 称 为 子 代 。 交 叉 操 作 指 的 是 两 个 父 代 字 符 串 相互 交换 一 段子 字符 

串 。 父 代 染 色 体 是 从 配对 池 中 随机 抽取 的 ， 某 个 染色 体 被 抽 中 用 作 交 叉 的 概率 为 p。。 假 

定 某 个 染色 体 是 否 被 选中 与 其 他 染色 体 是 否 被 选中 无 关 。 

有 多 种 不 同 的 方式 可 用 于 父 代 染 色 体 的 选择 。 比 如 , 如 果 从 配对 池 中 随机 抽取 两 个 染 

色 体 作为 父 代 , 假定 配对 池 中 有 六 个 染色 体 , 可 令 p。 =2/N。 类 似 地 ,如 果 从 配对 池 中 随 

机 抽取 28 个 染色 体 , 构成 无 组 父 代 染 色 体 (上 < MMX2) ,可 令 Dp, =2KLN。 在 这 两 种 情况 下 ， 

父 代 的 数量 是 固定 的 , 概率 2p. 取 决 于 父 代 的 数量 。 还 有 一 种 选择 父 代 染色 体 的 方式 ,， 即 给 

定 概率 p.， 确 定 一 个 随机 数 作为 父 代 的 数量 ,以 此 选 出 需要 进行 交叉 的 父 代 , 但 需要 保证 

父 代 数量 的 均值 应 该 为 p.MM2。 
一 旦 确定 了 用 于 交叉 的 父 代 , 就 可 以 针对 它们 开展 交叉 操作 了 。 有 许多 种 不 同类 型 的 

交叉 操作 。 最 简单 的 交叉 操作 为 单 点 交叉 , 在 这 种 交叉 方式 下 , 按照 均匀 分 布 的 原则 , 首 
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FOE 1 BL -1 之 间 抽 取 一 个 随机 整数 , 将 其 称 为 交叉 点 , 工 表 示 染 色 体 的 长 度 。 然 后 对 
父 代 的 两 个 染色 体位 于 交叉 点 右 侧 的 字符 串 片段 进行 交换 , 即 完成 了 交叉 操作 , 如 图 14.7 

所 示 。 下 面 用 示例 进行 说 明 。 

RO momar — 

= a 

图 14.7 基本 交叉 操作 

   

例 14.1 染色 体 长 度 为 了 =6， 编码 采用 二 进 制 字 符 表 10, 1 。 一 对 父 代 染 色 体 为 

000000 和 111111， 交 又 点 为 4,， 对 其 进行 交叉 操作 之 后 ,可 得 两 个 子 代 染 色 体 000011 和 

111100, = 

交叉 操作 还 可 以 在 多 个 交叉 点 上 同时 进行 , 如 图 14. 8 所 示 。 下 面 采 用 示例 进行 说 明 。 

父 代 FORE 

   
交叉 点 MA 

图 14.8 两 个 交叉 点 上 的 交叉 操作 

例 14.2 有 两 个 染色 体 , 分 别 为 000000000 和 111111111, 长 度 为 了 =9。 有 两 个 交叉 

点 ， 分 别 为 3 各 7。 开展 交叉 操作 ,可 得 两 个 子 代 染 色 体 000111100 和 111000011。 a 

完成 交叉 操作 之 后 , 利用 子 代 染 色 体 替代 配对 池 中 对 应 的 父 代 染色 体 。 这 样 ， 就 实现 

了 对 配对 池 的 修改 , 并 使 其 保持 了 原来 的 容量 。 

接 下 来 , 需要 进行 变异 操作 。 从 配对 池 中 逐一 抽取 染色 体 ， 以 变异 概率 p, 随 机 改变 

其 中 的 字符 。 当 采用 二 进 制 编码 时 , 字符 的 改变 指 的 是 求 染色 体 对 应 位 的 补 ， 即 以 概率 

Du 将 0 修改 为 1, 或 将 工 修改 为 0。 如 果 字 符 表 中 包括 两 个 以 上 的 字符 , 那么 字符 的 改变 

指 的 是 从 字符 表 中 随机 抽取 一 个 其 他 字符 来 蔡 换 该 字符 。 通 常情 况 下 , 变异 概率 pw 比较 

小 (如 0.01), 因此 ， 只 有 很 少 的 染色 体会 经 历 变异 操作 , 在 这 些 变异 了 的 染色 体 中 , 也 是 

只 有 很 少 的 字符 被 改变 。 这 意味 着 相对 于 交叉 操作 , 变异 操作 在 遗传 算法 中 起 到 的 作用 比 

较 小 。 

通过 对 配对 池 M(#) 开展 交叉 操作 和 变异 操作 , 得 到 一 个 新 的 种 群 PE +1) 。 在 这 一 

种 群 上 , 继续 计算 适应 度 , 进行 选择 和 进化 , 循环 往复 , 直到 得 到 问题 的 最 优 解 。 遗 传 算 

法 的 步骤 可 归纳 为 ， 

遗传 算法 步骤 

1. 令 1:=0, 产生 一 个 初始 种 群 P(0) 。 
2. 评估 P(k) ， 即 计算 P(K) 中 每 个 个 体 的 适应 度 。 
3. 如 果 满 足 停止 规则 ， 就 停止 迭代 。
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4. M P(k) Pit M(k) . 

5. HEL M(k), FO RBrPPHE P(K +1), 

6.4k:=k4+1, 回 到 第 2 步 。 

遗传 算法 的 流程 图 如 网 14. 9 所 示 。 

在 遗传 算法 的 迭代 过 程 中 , 持续 追踪 当前 为 目 

最 好 的 染色 体 , 即 适应 度 最 高 的 染色 体 。 在 一 次 迭 

代 后 ,当前 为 止 最 好 的 染色 体 作为 最 优 解 的 备 选 。 

实际 上 , 甚至 可 以 将 其 复制 到 新 一 代 种 群 中 。 这 是 

精英 主义 者 的 做 法 , 这 种 精英 主义 的 策略 容易 导致 

种 群 被 “超级 染色 体 " 主导 。 但 是 , 实际 应 用 经 验 表 

明 , 精英 主义 的 策略 很 多 时 候 可 以 提高 算法 的 性 能 。 

遗传 算法 有 很 多 种 不 同 的 停止 规则 。 比 如 , 一 

种 比较 简单 的 停止 规则 为 指定 最 大 的 迭代 次 数 ; 另 

外 一 种 停止 规则 为 相 邻 两 次 欠 代 中 , 当前 为 止 最 好 

的 染色 体 对 应 的 适应 度 不 再 显著 变化 。 

与 前 面 几 章 中 讨论 的 方法 相 比 , 遗传 算法 存在 

以 下 四 个 方面 的 差异 。 第 一 , 不 需要 计算 目标 函数 : 

的 导数 (本 章 中 讨论 的 其 他 方法 也 有 这 个 性 质 ) 。 P(k+1) 

B_, TERRIER, KA ROLE E ( 与 其 他 {katt | 

随机 搜索 方法 是 一 致 的 ) 。 第 三 , 每 次 迭代 是 利用 

一 组 点 而 不 是 一 个 点 开展 搜索 (与 粒子 群 优化 算法 图 14.8 遗传 算法 的 流程 
相似 ) 。 第 四 , 对 约束 集 进 行 编码 ,而 不 是 直接 在 约束 集 本 身上 开展 搜索 。 

下 面 给 出 一 个 利用 遗传 算法 求解 优化 问题 的 示例 。 

例 14.3 MATLAB 中 定义 的 函数 peaks 为 三 了 及 2 一 及 ， 

  

      

    

  

          

f(z.y) = 3(1 — 2)? 7 44)” — 10 (= 一 23 一 5) ene ov 一 a 

(KF LAK [67] 4 F 178 REF 180 页 中 也 有 一 个 关于 该 函数 的 示例 ) 要 求 计 算 函 数 了 在 
RH Q={[2, y]’ ER’ :-3sa, y<3| LMRKA, BRKRSEO LH ARWA 14. 10 

所 示 。 利 用 MATLAB 优化 工具 箱 中 的 函数 fminunc， 可 得 最 优 解 为 [ - 0. 0093， 

1.5814] 7 ， 对 应 的 目标 函数 值 为 8. 1062。 

为 了 利用 遗传 算法 求解 该 问题 ,首先 选 择 二 进 制 的 表达 模式 ,染色体 长 度 设 定 为 也 = 

32, 其 中 , 前 16 位 用 于 表示 变量 , 后 16 位 用 于 表示 变量 W。 由 于 变量 Y 和 2 都 位 于 区 间 
[ -3,3], 因此 , 可 利用 简单 的 变换 和 缩放 操作 , 将 区 间 [ -3, 3] 了 映射 为 区 间 [0, 22 -1]。 

该 区 间 下 的 整数 可 以 采用 16 位 的 二 进 制 字符 串 表 示 ， 这 样 就 完成 了 X& 和 2 的 编码 工作 。 

通常 串联 两 个 16 位 的 字符 串 ， 即 得 到 了 一 个 染色 体 。 比 如 , 点 [z, V] 7 =[ -1,3]7 可 被 
编码 为 (习题 14.4 给 出 了 由 十 进 制 到 二 进 制 的 简单 转换 算法 ) 

01010101010101011111111111111111 

z 二 -1 的 编码 3 = 3 的 编码
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令 种 群 容量 为 20,， 开展 50 次 迭代。 交叉 概率 D. =0.75， 变异 概率 D，=0.0075。 

图 14. 11 给 出 了 每 次 迭代 (每 代 种 群 ) 种 群 产生 的 最 好 的 和 最 差 的 目标 函数 值 以 及 目标 函 

数值 的 均值 。 完 成 50 次 选 代 后 ,得 到 的 当前 为 止 最 好 的 点 为 [0.0615，1. 5827] - ， 目 标 函 

数值 为 8. 1018。 这 一 个 结果 已 经 与 利用 MATLAB 得 到 的 结果 非常 接近 了 。 

10 
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图 14.11 例 14.3 中 每 次 迭代 (每 代 ) 种 群 中 产生 的 最 好 的 和 最 差 的 目标 函数 值 以 及 目标 函数 的 均值 

| 

本 节 将 解释 为 什么 遗传 算法 能 够 求解 优化 问题 。 正 如 前 面 指出 的 , 遗传 算法 是 在 自然 选 

择 中 有 关 理念 的 启发 下 得 到 的 !“ , 在 自然 选择 中 ,“ 适 者 生存 "起 到 主导 作用 。 遗 传 算法 中 
的 有 关机 制 就 是 对 这 一 理念 的 模仿 。 首 先 , 确定 一 组 染色 体 , 构成 一 个 种 群 , 并 选 出 适应 度 
高 的 个 体 , 利用 这 些 个 体 中 的 编码 信息 , 产生 新 一 代 染 色 体 。 新 一 代 种 群 的 产生 应 保证 当代 
种 群 的 适应 度 高 的 个 体 可 以 生存 , 且 它 们 的 信息 能 够 得 到 保留 和 组 合 , 以 产生 更 好 的 子 代 。 

在 定量 化 深 和 人 描述 遗传 算法 之 前 , 需要 先 定义 一 些 术 语 。 为 了 简化 描述 , 此 处 仅 以 二 
进 制 编码 的 染色 体 为 例 。 首 先 引 入 模式 这 一 术语 , 模式 指 的 是 一 组 具有 某 种 共性 的 染色
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体 。 具 体 来 说 , 模式 就 是 指 一 组 染色 体 , 同一 位 置 上 的 字符 是 相同 的 (或 者 都 是 0, 或 者 都 

是 1) 。 可 利用 一 个 扩展 字符 表 {0,1,* | 上 的 字符 串 来 表示 模式 。 比 如 , 字符 串 1*01 表 

示 模 式 
1*01= {1001,1101} 

字符 串 0 * 101 * 表示 模式 

0 + 101% = {001010, 001011, 011010, 011011} 

在 模式 字符 串 中 , 071 表示 该 模式 中 的 染色 体 在 对 应 位 置 的 编码 限定 为 0/1，* 表示 在 相 

应 的 位 置 上 , 染色 体 可 以 为 0 或 1。 因 此 , 模式 描述 的 是 一 组 具有 某 些 共性 的 染色 体 。 对 

于 某 个 长 度 为 工 的 染色 体 而 言 , 如 果 其 第 7(7 =1, …, 工 ) 个 位 置 对 应 的 编码 与 模式 中 第 了 个 

位 置 的 编码 相同 , 或 模式 中 对 应 位 置 的 编码 为 * ， 则 说 明 该 染色 体 属 于 这 一 模式 。 容 易 得 

出 ， 如 果 一 个 模式 具有 ?个 * , 那么 它 包括 27 个 染色 体 。 此 外 , 长 度 为 工 的 染色 体 对 应 着 

2 个 模式 。 
如 果 存 在 一 个 模式 , 描述 的 是 优化 问题 的 一 些 “ 较 好 ”的 解 , 那么 希望 P(K) 中 匹配 这 

一 模式 的 染色 体 的 数量 能 够 随 着 大 的 增加 而 递增 。 这 一 递增 过 程 受到 很 多 因素 的 影响 , 下 

面 将 进行 讨论 。 在 接 下 来 的 讨论 中 , 假定 选择 操作 使 用 的 是 轮 盘 赌 方法 。 

在 解释 遗传 算法 的 工作 原理 时 , 一 个 关键 的 结论 是 如 果 某 个 模式 包括 一 些 染 色 体 , 其 

适应 度 在 种 群 的 平均 适应 度 之 上 , 那么 在 配对 池 M(K) 中 能 够 匹配 这 一 模式 的 染色 体 数量 

的 期 望 值 大 于 种 群 P(K) 中 能 够 匹配 这 一 模式 的 染色 体 数量 的 期 望 值 。 为 了 能 够 对 这 一 观 

点 进行 量化 描述 , 引入 一 些 新 的 记 法 。 令 互 表 示 某 个 给 定 的 模式 ,，e(,j) 表 示 忆 (5) 中 能 

够 匹配 万 的 染色 体 数 量 ， 即 集合 P(Z) OA PCR MRS, f(H,k) A Pk) PRE ICA 

A EARP ESTEE , ROR, WR HOPCK) = [X15 Xa}, A 

F(@i) +--+ + f(@e(H,n)) 
e(H,k) 

N NR Pe IAW RC, F(k) 7 Pk) PA REAM ESA, F( kK) RAH 

群 中 染色 体 的 平均 适应 度 ， 即 

f(H,k) = 

F(R) = 2) 
N 

= 7 Vite) 
& m(H, k) aN M(k) PRB ACR WR KB, BIG M(k) OW CR 

数量 。 

引 理 14.1 万 为 给 定 的 模式 ，N{( 瓦 ,1 表示 人 (五 , kh) HBA, Pik) Le, WA 

  _ f(H,k) M(H,k) = Fb) e(H, k) 口 

证 明 : & P(K) OH = {x1 5° Xe |, SORT, EA P( Kk) 已 知 的 前 提 

FES) OB, TA mM” EC M(k) fe HAL H=1, --, e(H, bk), m™ =x, HRA 

S(%,)/F(kK), Ast, M(k) PFT x AH REAMKEM BEA
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piled) _ f(a) 
F(k) 

P( kK) OH 46% RIERA M( hk) HR EAM MSHS 

二 各 有 Je 1 _ SUR) 
c(h) Fi) Fey OP *) 

Ht M(k)PMeEEARM ALERT P(kK), Ast, M(kK)OH PH KREKLEA P(K)NH 

PARA UA M(k) PHREAK, 故 有 

M(H, k) = or.” e(H, k) = 

引 理 14. 1 从 定量 的 角度 说 明 , 如 果 模 式 瓦 中 染色 体 的 平均 适应 度 要 超过 种 群 的 平均 

iE, BN SCH,K)/F(K) >1, 那么 配对 池 克 (KE) 中 能 够 匹配 豆 的 染色 体 数 量 的 期 望 值 大 

于 种 群 P(K) 中 匹配 玖 的 染色 体 数量 的 期 望 值 。 

下 面 分 析 针 对 配对 池 中 染色 体 开展 进化 操作 所 产生 的 影响 。 首 先 引 人 两 个 参数 , 用 于 

描述 模式 的 性 质 , 分 别 为 阶 次 和 长 度 。 模 式 8 的 阶 次 用 符号 o(S) 表 示 , 指 的 是 模式 表达 

式 固定 字符 的 数量 (不 包括 字符 * )， 需 要 指出 的 是 , o(8) 是 遗传 算法 中 的 专用 表示 符号 ， 

注意 避免 与 5.6 节 的 高 阶 无 穷 小 的 符号 相 混淆 。 如 果 S 中 字符 串 的 长 度 为 工 , 则 阶 次 o(S) 

就 等 于 二 减 去 8 中 字符 * 的 数量 ， 比 如 ， 

o(1*01)=4-1=3 

  

而 

of(0r1l1+r01) 王 6 一 2 一 4 

模式 $ 的 长 度 用 符号 !(S) 表示, 指 的 是 模式 中 第 1 个 固定 字符 和 最 后 一 个 固定 字符 之 间 
的 距离 , 即 最 右边 和 最 左边 固定 字符 之 间 的 距离 , 比如 

I(1*01)=4-1=3 

_UO* 1014) =5-1=4 

I(* * 1x) 一 0 

对 于 模式 S, 若 其 中 染色 体 的 长 度 为 工 , 则 阶 次 o(S) 是 一 个 0 到 研 之 间 的 整数 , KBE ICS) 
是 0 到 工 -I 之 间 的 整数 。 若 模式 表达 式 只 由 符号 * 组 成 , 则 阶 次 为 0, 长 度 也 是 0。 若 模 
式 只 包括 一 个 染色 体 ( 即 表达 式 不 包括 符号 * ) ， 则 阶 次 为 工 , 如 o(1011) =4 -0=4。 若 

模式 表达 式 的 第 1 个 和 最 后 一 个 位 置 都 是 固定 字符 , 则 入 式 的 长 度 为 二 -1, 如 LO0* *1) = 
4-1=3, 

首先 考虑 进化 过 程 中 针对 配对 池 中 染色 体 的 交叉 操作 , 由 下 面 的 引 理 可 知 ， 对 于 
(CE) mm 瓦 中 的 一 个 染色 体 , 在 交叉 操作 之 后 , 其 脱离 瑟 的 概率 存在 上 界 , 该 上 界 正 比 于 

pA l( A). 

引 理 14.2 STM‘) ON PH-SHEA, RRAPHARALAY, PER, 

PRAKEAR TREX HOMERELERA
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De 一 一 口 

证 明 : 考虑 M(1) mm 再 中 的 一 个 染色 体 , 被 选中 进行 交叉 操作 的 概率 为 D.。 如 果 其 子 

代 中 没有 染色 体 属 于 刀 , 则 交叉 点 必须 位 于 媚 的 第 1 个 和 最 后 一 个 国定 字符 之 间 。 这 一 

概率 为 凡 (万 )/( 荆 -1)。 因 此 , 可 知 该 染色 体 被 选中 进行 交叉 操作 , 且 产 生 的 子 代 中 没有 染 

色 体 属于 模式 囊 的 概率 上 界 为 

1 1H) 加 

由 引 理 14.2 可 知 , 对 于 M(pP) 门 豆 中 的 一 个 染色 体 ,， 其 没有 被 选中 进行 交叉 操作 , 或 

被 选中 交叉 后 产生 的 子 代 中 至 少 有 一 个 染色 体 属 于 玖 的 概率 下 界 为 

\(H) 
1— Pep 7 

FAY, BS A BNR aE EIT 36 RE, RO, 则 

PERF A At OA EA BE 14.5), Ak, IF M(k) OW PATH 

色 体 , Aras VPRE ( ARE), MARU EET WRK ( RAE 

身 , 或 者 是 子 代 染 色 体 ) , 概率 的 下 界 由 前 面 的 公式 给 出 。 

接 下 来 考虑 针对 配对 池 下 (让 ) 开展 变异 操作 产生 的 影响 。 

引 理 14.3 对 于 M(N) m 百 中 的 一 个 染色 体 , 经 过 变异 操作 之 后 , 其 仍然 属于 模式 玖 
的 概率 为 

(1 — pm) 口 
证 明 : 对 于 M(p) m 百 中 的 一 个 染色 体 ， 当 且 仅 当 该 染色 体 中 与 百 表 达 式 中 的 固定 字 

符 相 对 应 的 字符 , 在 经 过 变异 操作 之 后 , 没有 发 生 改 变 ， 则 意味 着 该 染色 体 仍 然 属于 瑟 。 

这 一 概率 为 (1 -D，)? 人 0 。 = 

变异 概率 p, 比较 小 , Al, (1 -p,,) °°? SF 

1 — pmo(H) 

以 上 引 理 综合 到 一 起 , 得 到 定理 14. 1。 

定理 14.1 万 为 给 定 的 模式 ，E( 瓦 , 1 +1) 表 示 在 给 定 已 (有 ) 时 ，e( 瑟 ,有 +1) 的 期 望 

值 , 则 有 

E(H,k+1)> (1-p. eoya- Pn) FE) eH, 8 口 

证 明 ; 对 于 MI(p) 站 吾 中 的 一 个 染色 体 ， 经 过 进化 之 后 ， 如果 产生 的 染色 体 仍 然 属 于 

瑟 , 则 该 染色 体 属 于 已 (5+1) 门 瓦 。 由 引 理 14.2 和 引 理 14. 8 可 知 ,这 一 事件 的 发 生 概 率 

HEF RA 

(1 ~ Pep 7 HD) 7) (1 — Pm) 1) 

由 于 MP) 站 瑟 中 每 个 染色 体能 够 产生 一 个 染色 体位 于 P(kE +1)m 吾 中 , 发 生 概率 如 上 式 

所 示 ， 因 此 ， 当 (1) 给 定时 ，e( 五 ,+1) 的 期 望 值 下 界 为
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人) 1 yo) ¢ pi) (1 — Pm)" m(H, k) 

当 已 (大 ) 给 定时 ， 可 得 e( 瑟 ,有 +1) 的 期 望 值 满足 

E(H1. +1) > (1~ ref ED) (1 — pe). M CK) 
最 后 , 利用 引 理 14. 1， 可 证 定理 成 立 。 = 

定理 14. 1 表示 的 是 某 个 给 定 模式 中 , 有 多 少 染 色 体 发 生变 化 后 , 能 够 从 一 个 种 群 转移 
到 另外 一 个 种 群 。 有 3 个 因素 能 够 影响 到 这 一 变化 , 分 别 对 应 定理 14. 1 中 不 等 式 右 侧 的 三 

SASK, SPA 1 -pl(H)/(L-1), (-p,,)° ASCH, &)/F(k). WA, K=TAK 

BA, 在 下 一 个 种 群 中 能 够 匹配 瓦 的 染色 体 数量 期 望 值 就 越 大 。 各 因 式 的 影响 可 以 归纳 为 

0 AR SH, k)/F(k) RRM BEX DERM, Fie, 在 下 一 

4S REP RES A Ae EK 
e Ast 1 —pl(H)/(L -1) BRA 3E MPR PE MI, pl H)/(L -1) Bi), 在 下 一 
AS RAPE BEE DC ic Ae ee RK 

e 因 式 (1 -2D,) "全 反映 的 是 变异 操作 的 影响 。 该 因 式 越 大 , EFTPS 

配 互 的 染色 体 数量 期 望 值 就 越 大 。 

总 而 言 之 , 可 以 看 出 , 如 果 模 式 长 度 偏 短 、 阶 次 偏 低 且 平 均 适 应 度 超过 平均 水 平 , 则 

从 平均 意义 上 来 看 , 在 相 邻 欠 代 中 , 种 群 中 属于 这 一 模式 的 染色 体 应 该 越 来 越 多 。 需 要 注 

意 的 是 ， 编 码 方式 能 够 影响 到 算法 的 性 能 ,具体 来 说 , 一 种 好 的 编码 方式 应 该 能 够 产生 高 

适应 度 的 模式 ,， 且 保持 较 短 的 长 度 和 较 低 的 阶 次 。 

实数 编码 的 遗传 算法 

上 面 讨论 的 遗传 算法 采用 的 都 是 二 进 制 字 符 串 编码 方式 ,以 此 对 0 中 的 变量 进行 编 

码 ( 正 是 由 于 这 个 原因 , 遗传 算法 特别 适合 于 求解 组 合 优化 问题 , 其 约束 集 9 不 是 取 " 而 是 

离散 的 ) 。 采 用 二 进 制 编码 , 能 够 应 用 模式 理论 对 遗传 算法 进行 分 析 , 这 已 经 在 前 面 讨论 

过 了 。 但 是 , 这 种 编码 方式 也 存在 一 些 问 题 。 令 g :10 ,1 一 'Q 表示 二 进 制 解码 函数 , 即 如 

果 Y 是 一 个 二 进 制 染 色 体 , g(x) sg@ 就 是 约束 集 Q C 慌 "中 的 一 个 点 ,其 二 进 制 编码 为 x。 

由 此 可 见 , 遗传 算法 针对 的 目标 函数 不 再 是 本身 , 而 是 /和 解码 函数 9 的 一 个 复合 函数 。 
也 就 是 说 ,遗传 算法 求解 的 优化 问题 可 以 写 为 

maximize f(g(x)) . 

subject to 2 € {y € {0,1}” : g(y) € 2} 

这 个 问题 可 能 会 比 原来 的 优化 问题 复杂 得 多 , 比如 , 其 目标 函数 可 能 存在 额外 的 局 部 极 大 

点 ,导致 全 局 极 大 点 搜索 更 加 困难 。 

可 以 看 出 , 在 某 些 情况 下 ,遗传 算法 最 好 能 够 直接 针对 原始 的 优化 问题 进行 求解 操 

作 。 也 就 是 说 , 希望 能 够 设计 一 种 遗传 算法 ,能够 直接 在 玉 " 上 操作 。 这 种 算法 的 步骤 应 

该 与 二 进 制 编码 方式 下 的 算法 步骤 相同 ( 见 图 14.9) ， 只 是 种 群 中 的 元 素 是 约束 集 0 中 的 
点 ， 而 不 是 二 进 制 字符 串 。 为 此 , 需要 定义 合适 的 交叉 和 变异 操作 。
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对 于 交叉 操作 , 存在 多 种 不 同 的 处 理 方式 。 最 简单 的 方式 是 求 平均 值 : 对 于 父 代 中 的 

两 个 染色 体 x 和 zy , 产生 新 染色 体 z = (z +2 )/2 ,然后 利用 z 任意 代替 Ry, AMTK 

(参考 文献 [ 103] 讨论 了 这 种 交叉 方式 ) 。 另 外 一 种 方式 为 计算 z, = (z +B)/2 +z, 和 z = 

(x+y)/2+u0,, HP, mw; 和 即 , 为 两 个 随机 向 量 ( 均值 为 零 ) ,以 此 作为 子 代 的 染色 体 。 如 

果 z, 或 z, 位 于 约束 集 0 之 外 , 需要 进行 一 定 的 处 理 , 如 投影 处 理 等 ( 见 23.2 节 ), 将 其 拉 

回 约束 集 0 中 。 第 三 种 方式 为 构造 x 和 8 引 的 随机 凸 组 合 。 具 体 而 言 , 产生 一 个 随机 数 

ae(0, 1), 计算 z, =ar+(1-a)g 和 zs =(1-a)xz+oag 作 为 子 代 的 染色 体 。 当 约束 集 

为 凸 集 时 , 这 种 交叉 方式 能 够 保证 子 代 始终 位 于 约束 集 。 第 四 种 方式 为 对 第 三 种 方式 产生 

的 子 代 添 加 随机 干扰 , 即 z, =axr +(1-a)8g + 和 zs。=(1-a)z+ag+t， 其 中 , 由, 和 

:为 两 个 随机 向 量 (均值 为 零 ) 。 采 用 这 种 方式 时 ,必须 检查 子 代 是 否 位 于 约束 集 , 如 果 

不 是 , 需要 采用 投影 等 操作 对 其 进行 处 理 。 

对 于 变异 操作 , 一 种 比较 简单 的 方式 是 在 染色 体 上 增加 一 个 随机 向 量 。 具 体 而 言 ， 对 

于 染色 体 x, 变异 操作 后 成 为 zx' =x + 即 , 凤 是 一 个 零 均 值 的 随机 向 量 。 这 种 变异 方式 也 

称 为 实数 蠕 变 5 。 与 上 面 讨 论 过 的 一 样 ， 必 须 保 证 变异 后 的 染色 体 仍 然 位 于 约束 集 ,， 如 

RAR, 需要 进行 投影 , 保证 其 位 于 约束 集 。 另 外 一 种 变异 方式 为 利用 染色 体 和 约束 集中 

任意 一 点 的 凸 组 合作 为 变异 后 的 染色 体 , 即 先 产 生 一 个 随机 数 ws (0, 1) ， 从 约束 集中 随 

机 抽取 一 点 wsgQ 计算 xz' =oaxr+(1-a)z 作 为 变异 后 的 染色 体 。 当 约束 集 为 凸 集 时 , 变 

异 后 的 染色 体 一 定位 于 约束 集 。 

例 14.4 继续 考虑 例 14.3 中 的 函数 三 要 : 一 要 ， 此 处 利用 实数 编码 的 遗传 算法 求 函 数 了 

的 极 大 点 ， 采 用 上 面 介 绍 的 第 四 种 交叉 方式 和 第 二 种 变异 方式 。 种 群 容量 为 20, 开展 80 次 

迭代。 与 例 14.3 一 样 ， 令 交叉 概率 为 D. =0.75， 变异 概 率 p,, =0.0075, B 14.12 Ok 

了 每 次 迭代 (每 代 ) 种 群 中 对 应 的 最 好 的 和 最 差 的 目标 函数 值 以 及 目标 函数 值 的 均值 。 完 

成 50 次 选 代 后 ,当前 为 止 最 好 的 解 为 [ -0.0096, 1.5845] 7 , 对 应 的 目标 函数 值 为 8. 1061， 

比较 接近 于 例 14. 3 的 计算 结果 。 
10   

  

  

“9 date 

ao 平均 值 
-* 最 差 的         

*o 10 20 30 40 50 
代数 

图 14. 12 ” 例 14.4 中 每 次 欠 代 中 (每 代 ) 种 群 中 对 应 的 最 好 的 和 最 差 的 

目标 函数 值 以 及 目标 函数 的 均值 ,采用 实数 编码 遗传 算法 a



14.3 

14.4 

第 14 章 全 局 搜索 算法 207 

编写 MATLAB 程序 , 利用 Nelder-Mead 算法 求解 如 下 目标 函数 的 极 小 点 : 

f (x1, 22) = (w2 — 21)* + 12x22 一 ZI 十 Z2 一 3 

PYRE A O = {xe R’ta,, 2, €[ -1,1]]}. SORTERRS HACER beim, FORA 

以 直线 相连 ， 以 演示 整个 优化 过 程 。 分 别 设 定 初始 点 为 

0.55 (0) 一 (0) 一 x 四 A of 

  

观察 程序 的 运行 结果 。 

编写 MATLAB 程序 ,实现 朴素 随机 搜索 法 和 模拟 退火 法 。*'%2 的 邻 域 定义 为 

N(x) = {m: gl") -a<<u< ol +a} 

其 中 ,a >0 为 事先 指定 的 参数 ,，z 委 按照 均匀 分 布 原则 在 邻 域 WCx'%2 ) 中 随机 抽取 。 利 用 例 14. 3 中 

a= SCE) MATLAB 刺 数 peaks 对 算法 进行 测试 , 并 观察 a 变化 所 产生 的 影响 。 

编写 MATLAB 程序 实现 粒子 群 优 化 算法 , 利用 例 14. 3 中 定义 的 MATLAB 函数 peaks 对 算法 进行 

测试 。 

该 问题 是 关于 遗传 算法 的 二 进 制 编码 方式 的 , 分 为 4 个 部 分 ; 

a. 令 (7) 表示 一 个 十 进 制 的 整数 ，c, uaw。,…a 为 其 二 进 制 表示 , 即 w, 为 0 或 1， 

(站 io = am27m 十 am_12m-1 十 … 十 al21 十 a020 

试验 证 下 式 成 立 : 

(T)10 = (((- + ((@m2 + Om—1)2 + @Qm—2)2 + Gm—3) +++ )2 +1)2 + ag) 

b. 问题 a 中 的 第 2 个 表达 式 是 关于 十 进 制 整数 向 二 进 制 转换 的 一 个 简单 公式 , 在 等 式 两 侧 同时 除 以 

2 , 余数 为 oo; 得 到 的 商 继续 除 以 2, 余数 为 w ; 以 此 类 推 , 可 依次 得 到 as ，…，aw。 

利用 这 一 思路 , 求 出 (站 =1995 的 二 进 制 表达 式 。 

c. 令 ( 丰 表示 [0, 1] 中 某 个 二 进 制 实数 , 令 0.a_ ia 。… 表 示 其 二 进 制 表达 式 ， 有 

(F)io = a-127' + a2 2+... 

等 式 两 侧 同 时 乘 以 2, 乘积 的 整数 部 分 为 w_,; 剩余 的 小 数 部 分 继续 乘 以 2, 得 到 整数 部 分 为 w_?; 

以 此 类 推 , 可 依次 得 到 a_s，&_4，…。 与 部 分 b 类 似 , 这 给 出 的 是 将 十 进 制 小 数 转换 为 二 进 制 的 

简单 公式 ， 试 利用 这 种 方式 , 将 ( 刀 io =0.7265625 转换 为 二 进 制 表达 式 。 

可 以 看 出 , 结合 问题 b 和 问题 c 的 内 容 , 可 将 任意 十 进 制 正 实数 转换 为 二 进 制 , 具体 的 做 法 是 将 十 

进 制 正 实数 分 为 整数 部 分 和 小 数 部 分 分 别 进 行 转 换 ， 然后 拼接 即 可 。 

d. 按照 问题 c 中 的 做 法 , 针对 某 些 小 数 , 产生 的 二 进 制 表达 式 可 能 会 无 限 长 。 在 这 种 情况 下 , 需要 事 

先 确 定 二 进 制 表达 式 的 位 数 ， 以 保证 其 精度 至 少 能 够 达到 十 进 制 小 数 的 精度 水 平 。 如 果 十 进 制 小 

数 的 精度 为 小 数 点 后 &d 位 , 那么 二 进 制 表达 式 的 位 数 必 必须 满足 2 一 天 10 , Al bb S83. 82d, 

19. 95 转换 为 二 进 制 数字 , 精度 水 平 至 少 与 19. 95 保持 一 致 ( 即 小 数 点 后 两 位 ) 。 

给 定 模 式 豆 中 的 两 个 染色 体 , 如 果 在 相应 的 位 置 交换 两 者 的 部 分 (或 全 部 ) 字 符 , 证 明 交 换 后 得 到 的 

两 个 染色 体 仍 然 属于 互 。 由 此 可 以 得 出 结论 , 吾 中 的 两 个 妆 色 体 , 经 过 交叉 操作 之 后 ,其 子 代 染色 体 

仍然 属于 妃 。 也 就 是 说 , 交叉 操作 能 够 保持 瑟 的 成 员 。 

考虑 两 点 交叉 方式 ( 见 例 14.2) 。 给 定 一 对 长 度 为 卫 的 二 进 制 染 色 体 , 按照 均匀 分 布 的 原则 ， 从 1， 

…, 卫 -1 中 独立 随机 抽取 两 个 整数 , c, 和 es, 且 ci 和 ce。 如 果 ci = 已 , 则 不 交换 任何 字符 ( 即 两 个 父 代 

染色 体 保 持 不 变 ) ; 如 果 cl <ca, 则 父 代 的 两 个 染色 体 交 换 从 cl +1 到 cs 的 字符 串 片段 。 

针对 这 种 交叉 方式 ,请 证 明 以 下 引 理 。 该 引 理 与 引 理 14. 2 类 似 。
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14.9 

14. 10 

14.11 

SI: WF M(k) NH PHT EK, Hee PRET ICE, AT RREABA RT HRS 

ELF: 
2 

De (4 一 ¢ 一 iy) | 口 

提示 : 两 点 交叉 等 价 于 两 个 单 点 交叉 操作 的 组 合 ( 即 连续 开展 两 次 单 点 交叉 ) 。 

针对 多 点 交叉 探 作 , 推导 与 引 理 14. 2 类 似 的 引 理 , 并 进行 证 明 。 

提示 : 参见 习题 14.6。 “ 
利用 MATLAB 实现 轮 盘 赌 选择 方式 。 

提示 :; 利用 MATLAB 中 的 函数 sum、cumsum #l find, 

利用 MATIAB 实现 单 点 交叉 操作 , 假定 已 经 给 定 两 个 二 进 制 编码 的 父 代 染色 体 。 

利用 MATLAB 函数 xor 实现 变异 操作 , 假定 配对 池 中 的 染色 体 为 二 进 制 向 量 。 

编写 MATLAB 程序 , 实现 采用 二 进 制 编码 的 遗传 算法 。 利 用 程序 求 如 下 枯 数 的 极 大 点 : 

a. f(x) = -15sin® (2x) - (a -2)? +160, lal <10; 
= (2412-32 

b. f(z, y) =3(1 ~x)2e 空 -人 702 -10(= 一 如 -jj -2 一 ， lz1,1y1<3( 例 14. 3 中 已 考 

虑 过 ) 。 

编写 MATLAB 程序 , 实现 实数 编码 的 遗传 算法 。 利 用 程序 求解 函数 . 几 x)=msin(zi ) + 巡 sin(Eo ) 的 极 大 点 ， 

约束 集 为 Q = |x:0<2zi 大 10, 4 三 总 大 6|。
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第 15 章 线性 规划 概述 

15.1 线性 规划 简 史 - 

线性 规划 研究 的 是 一 类 在 线性 约束 条 件 下 求解 线性 目标 函数 极 值 的 问题 , 即 确定 一 组 

决策 变量 , 使 得 目标 函数 取得 极 大 值 或 极 小 值 。 线 性 规划 是 一 类 特殊 的 有 约束 优化 问题 ， 

所 谓 求 取 目 标 函 数 的 极 值 , 通常 指 的 是 求 取 极 小 值 。 任 何 满足 约束 条 件 的 点 称 为 可 行 点 。 

在 线性 规划 问题 中 , 目标 函数 是 线性 的 , 可 行 点 的 集合 由 一 组 线性 等 式 和 /或 不 等 式 确定 。 

本 章 是 全 书 第 三 部 分 的 开始 。 这 一 部 分 将 研究 线性 规划 的 求解 方法 , 这 些 方法 能 够 在 

众多 的 可 行 点 中 找 出 最 优 的 可 行 点 。 线 性 规划 的 可 行 点 通常 有 无 穷 多 个 , 但 接 下 来 读者 将 
会 发 现 ,只 需要 在 有 限 数量 的 特殊 可 行 点 集合 中 进行 搜索 , 就 可 以 确定 线性 规划 的 解 ,这 
些 点 称 为 基本 可 行 解 。 因 此 , 理论 上 讲 , 通过 比较 基本 可 行 解 对 应 的 目标 函数 值 , 就 可 以 

找到 一 个 使 目标 函数 取得 极 大 值 或 极 小 值 的 解 , 即 最 优 解 , 这 种 方法 称 为 穷 举 法 。 对 于 绝 

大 部 分 实际 问题 ， 基 本 可 行 解 的 数量 往往 也 是 巨大 的 , 因此 穷 举 法 并 不 实用 。 通 过 下 面 的 

实例 , 可 以 对 穷 举 法 的 计算 量 产 生 直观 的 印象 。 某 工厂 有 20 台 不 同 的 机 器 , 生产 20 种 不 

同 的 配件 。 假 设 每 台 机 器 都 可 以 生产 任何 一 种 配件 , 并 且 每 台 机 器 生产 每 种 配件 的 时 间 都 

是 已 知 的 。 问 题 是 , 如何 为 每 台 机 器 分 配 一 种 配件 , 使 得 总 生产 时 间 最 小 ? 可 能 的 分 配方 

案 有 201(20 的 阶乘 ) 种 。 穷 举 法 需要 把 这 些 可 能 的 方案 都 列 写 出 来 ,然后 通过 两 两 比较 
找 出 最 优 解 。 假 设计 算 机 处 理 每 个 分 配方 案 的 时 间 是 1 ns(10…s), 则 需要 耗费 77 147 年 

(每 天 工作 24 小 时 , 每 年 工作 365 天 ) 才 能 找到 最 优 解 。 另 外 一 种 方法 是 , 让 规划 人 员 根 

据 经 验 进行 优化 配置 。 这 种 方法 需要 不 断 地 试探 , 但 只 能 给 出 接近 最 优 解 的 次 优 解 。 试 探 
法 的 运算 结果 如 果 与 最 优 解 之 间 的 误差 比较 小 , 比如 10% , 就 可 以 合理 地 认为 试探 法 已 经 

不 错 了 。 但 是 , 实际 上 这 仍然 不 够 。 比 如 ,如 果 公 司 的 生产 规模 很 大 并 且 利 润 空间 又 很 

小 , 这 10% 的 误差 很 有 可 能 影响 到 公司 的 俐 亏 。 
20 世纪 30 年 代 末 ,涌现 出 一 些 针 对 线性 规划 问题 的 高 效 求 解 算法 。1939 年 ，Kan- 

torovich 针对 某 些 生产 和 运输 规划 问题 ,提出 了 一 些 解决 方案 。 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 

Koopmans 为 解决 运输 规划 问题 做 出 了 重要 贡献 。1975 年 ，Kantorovich 和 Koopmans 因 

在 资源 优化 配置 方面 的 杰出 贡献 , 分 享 了 庶 贝 尔 经济 学 奖 。1947 年 , 丹 齐 格 提 出 了 一 种 求 
解 线性 规划 问题 的 新 方法 ， 即 今天 所 称 的 单纯 形 法 (关于 丹 齐 格 对 该 方法 的 撒 述 ,可 参见 

参考 文献 [34] ) 。 下 一 章 将 详细 探讨 这 种 方法 。 单 纯 形 法 既 高 效 又 简洁 , 被 誉 为 20 世纪 

对 科学 发 展 和 工程 实践 影响 最 大 的 十 种 算法 之 一 [9 。 
单纯 形 法 也 有 其 缺点 , 在 最 差 的 情况 下 , 寻 优 步 数 (算法 时 间 ) 随 着 决策 变量 的 增加 呈 

指数 增长 。 因 此 , 在 最 差 情 况 下 , 单纯 形 法 具有 指数 复杂 度 。 这 引发 了 人 们 的 研究 兴趣 ， 

希望 能 够 设计 出 具有 多 项 式 复杂 度 的 新 算法 一 一 即 算法 的 运算 时 间 不 会 超过 以 决策 变量 
数量 为 因子 的 多 项 式 。1979 年 ，Khachiyan 最 早 提出 了 此 类 算法 。 然 而 , 该 算法 的 理论 意
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义 胜 过 其 实用 价值 。1984 年 ，Karmarkar 提出 了 一 种 具有 多 项 式 复 杂 度 的 线性 规划 求解 

算法 , 它 可 以 解决 诸如 调度 问题 、 路 由 问题 和 规划 问题 等 复杂 的 现实 问题 , 且 计 算 效率 高 

于 单纯 形 法 。 受 Karmarkar 研究 工作 的 启发 ,研究 人 员 提 出 了 其 他 一 些 非 单纯 形 法 , 统称 

为 内 点 法 。 这 一 类 方法 仍然 是 当前 较为 活跃 的 研究 领域 。 关 于 Karmarkar 算法 及 其 相关 

算法 的 详细 介绍 , 可 参阅 参考 文献 [42, 55, 71, 119, 124] 。Khachiyan 和 Karmarkar 算法 

的 基本 思想 将 在 第 18 章 中 进行 介绍 。 

15.2 ”线性 规划 的 简单 例子 

作为 一 类 优化 问题 ,线性 规划 的 标准 模型 为 

minimize ecTz 

subject to Az =b 

2x20 

HP, ce R", beR", AER", MBARSXH x20 RA x PHMATRAEIEAMN, BK 

性 规划 也 可 能 具有 其 他 形式 ， 比 如, 对 目标 函数 不 是 取 最 小 化 而 是 取 最 大 化 , 或 者 约束 条 

件 为 不 等 式 4x >pB 或 4x 大 pp。 这 些 变 体 也 是 线性 规划 问题 , 实际 上 , 它们 都 可 以 转换 为 

标准 形式 。 

本 节 将 列举 一 些 简 单 的 线性 规划 问题 示例 , 以 说 明 线 性 规划 的 重要 性 及 其 在 不 同 领域 
的 应 用 。 

例 15.10231 某 制 造 商 生产 4 种 不 同 的 产品 , 分 别 为 矶 、 忆 、 和 和 成 ,， 生 产 过 程 需要 

3 种 资源 : 每 周 工作 人 数 ,原料 A 的 质量 (kg), 原料 B 的 箱 数 。 每 种 产品 都 有 不 同 的 资源 

需求 。 在 制定 每 周 的 生产 计划 表 时 ,制造 商 需要 同时 考虑 现 有 工人 的 总 数 和 两 种 原料 的 

总 量 ， 如 表 15.1 所 示 。 每 种 生产 决策 都 必须 满足 这 些 约束 条 件 。 参 照 表 15.1 中 的 数 

据 ， 可 得 约束 方程 组 为 

zl 十 272 十 Z3 十 204 近 20 

621 + 5xq + 3x3 + 2x4 < 100 

321 + 4a2 + 9x3 + 1224 < 75 

3215.1 例 15.1 中 的 数据 

产 
  

输 入 资源 总 量 

每 周 工作 人 数 3 20 
原料 A 的 质量 2 100 

原料 B 的 箱 数 12 75 

产量 x, YY2 Js 4 

产量 为 负 值 没有 实际 意义 ,因此 产量 应 该 有 非 负 约 束 条 件 ; 

xz, 20, 1 一 1 2,3,4 

BAL ® eX, Xy Xf XMMP MAC KA 4KAT KAM 美元 。 那 么 , 对 于 任何 

生产 决策 (Zi ,2a ,0s ,Za ) ， 总 收入 可 以 表示 为 

w
a
 

n
v
|
x
 Xe 

2 
5 
4 o

w
 

一 |
 

| 
30

 

x
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zi,zazaz4) = 6zl 二 472 十 7z3 十 5z4 

这 样 ， 问 题 转化 为 在 给 定 的 约束 条 件 下 (3 个 不 等 式 约束 和 4 个 非 负 约束 ) ,求解 函 数 扩 的 

极 大 值 。 信 = [zi xz ,0a yz] ， 问 题 可 以 写 为 更 加 紧凑 的 矩阵 形式 : 
maximize e'@ 

subject to Aw <b 

- ‘x20 

2 
2/, b= 

1 = 

接 下 来 给 出 的 线性 规划 问题 是 , 在 保证 维持 健康 所 必需 的 基本 营养 需求 的 条 件 下 ,如 

何 选择 最 经 济 的 饮食 方式 。 

例 15.2 食谱 问题 !” 。 假 设 有 即 种 不 同 的 食物 ， 第 了 种 食物 每 份 的 价格 为 cc。 人 体 

共 需 要 71 种 基本 营养 成 分 。 为 了 维持 膳食 平衡 ， 每 人 每 天 至 少 需要 摄取 岂 单 位 的 第 了 种 

营养 成 分 。 假 设 每 份 食物 ] 中 含有 ai 单位 的 第 卫 种 营养 成 分 。 用 和 表示 食谱 中 第 了 种 食物 
的 份 数 。 目 标 是 合理 选择 zi 以 最 小 化 膳食 总 费用 : 

minimize cl21 十 c222 十 … :十 cnmn 

同时 ， 需 要 满 足 营 养 元 素 约束 条 件 : 

01121 十 Q1202 十 .十 QinZn 及 

Q2121 十 02222 + +++ + GanEn 过 0 

其 中 ， 

c| = (6, 4,7, 5] 

20 

100 

75 

A Il 

w
n
a
 

re
 

em 
ot
 

bd
 

o
w
 

Re 

      

Omi £1 + AmeT2 +++: + Amnln > bm 

以 及 非 负 约束 条 件 ， 

xz, 20, t2 =0, ---, rt 20 

THEME RR RROBEGHR, 

minimize c!a2 

subject to Aw >b 

220 

KP, w=[2,,4,,°°,0,])'2n#NHs, c Bn#KTtat, ALmxn eH, be m# 

列 向 量 。 该 问题 称 为 食谱 问题 ， 在 第 17 章 中 还 将 继续 讨论 。 a 

接 下 来 , 讨论 制造 业 中 的 线性 规划 问题 。 

例 15.3 某 制 造 商 采 用 3 台 机 器 Mi 、M 和 j 思 生产 两 种 不 同 的 产品 筷 和 轧 。 HSM 

器 的 可 用 时 长 都 是 有 限 的 。 这 些 产品 在 每 台 机 器 上 的 加 工时 长 如 表 15.2 所 示 。 目 标 是 使 
3 台 机 器 的 使 用 总 时 长 达到 最 大 。
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表 15.2 例 15.3 的 数据 
  

  

  

  

na of 加 工时 长 (小 时 / 件 } 可 用 时 长 

X, X { 小 时 ) 

M, 1 1 8 

M, 1 3 18 

M3 2 1 14 

合计 4 5 
  

每 种 生产 决策 都 必须 满足 可 用 时 长 的 约束 条 件 , 利用 表 15.2 中 的 数据 可 构造 约束 方 

程 组 : 

Z1 十 Za2 委 8 

7Z1 十 372 委 18 

22, +22 <14 

其 中 , zi 和 do 表示 产量 。8 台 机 器 的 使 用 总 时 长 可 表示 为 

f(t1,22) = 47; + 522 

aX =[2,, Xp | 并 ’ 将 问题 表示 为 矩阵 形式 : 

maximize c's 

subject to Aw <b 

220 

其 中 ， 

ce’ = [4,5] 

1 1 
A=/1 31, b= 

2 1 

      

8 

18 

14 = 

接 下 来 的 示例 讨论 的 是 线性 规划 在 运输 业 中 的 应 用 。 

例 15.4 某 制 造 公 司 的 工厂 分 布 在 A、B 和 C 三 个 城市 ,该 公司 的 经 销 商人 遍布 多 个 

城市 。 公 司 在 A、B、C 三 个 城市 的 库存 量 分 别 为 30 件 、40 件 和 30 件 。 根 据 经 销 商 的 订 

单 , 公司 需要 向 城市 D、 卫 、 下 和 G 分 别 运送 20 件 、20 件 、25 件 和 35 件 产品 。 每 件 产品 在 

不 同城 市 间 的 运费 如 表 15.3 所 示 。 在 该 表 中 ， 最 右 一 列 和 最 后 一 行 分 别 表示 供应 量 和 需 

求 量 。 从 各 工厂 到 不 同 目 的 地 的 运输 量 为 决策 变量 。 

表 15.3 例 15.4 的 数据 
  

  

日 的 地 的 地 D E F G 
货 源 地 供 应 量 

A $7 $10 $14 $8 30 

B $7 $11 $12 $6 40 

C $5 $8 $15 $9 30 

需求 量 20 20 25 35 100 
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该 问题 可 以 描述 为 

minimize 721; 十 10zlz 十 14z13 十 8zl4 十 7z7ol 十 117r22 十 12723 

十 6xoa + 523) + 8232 十 15733 十 9z34 

subject to) 21, +212 +213 +214 = 30 

Z21 十 Z22 + X93 十 Z24 = 40 

Z31 + X32 十 233 十 Z34 = 30 

TH 二 qi + £31 = 20 

2Z12 + Lag + 32 = 20 

X13 + £23 + T33 = 25 

7Z14 + Loq + Faq = 35 

211, 212,°++, X34 BO 

其 中 , 有 一 个 约束 方程 是 宛 余 的 ,因为 它 可 以 由 其 余 的 约束 方程 得 到 。 从 该 问题 的 数学 模 

型 可 以 看 出 , 这 是 一 个 线性 规划 问题 , 它 由 3 x4=12 个 决策 变量 和 3+4-1=6 个 线性 无 

关 的 约束 方程 组 成 。 显 然 ， 这 些 决策 变量 必须 是 非 负 的 ,因为 负 运输 量 没 有 实际 意义 。 OF 

下 面 的 示例 研究 的 是 一 个 电力 工程 中 的 线性 规划 问题 。 

例 15.5001 图 15.1 所 示 的 是 一 个 充电 电路 ,其 功能 是 采用 30 V 的 电源 为 3 个 电压 

为 10V、 6V 和 20YV 的 并 联 电 池 充 电 。 受 物理 条 件 的 限制 , 电流 厂 、 厂 、 石 、 厂 和 无 的 最 大 

值 分 别 是 4A、3A、3A、2A 和 2A。 并且, 电池 不 能 放电 , 即 电流 下 、 石 、 石 .石和 五 不 能 

是 负数 。 如 何 优 化 电流 五 五 、 五 、 五 和 五 的 值 , 使 得 输送 给 电池 的 总 能 量 达 到 最 大 值 ? 

  

    
图 15.1 例 15.5 的 电池 充电 电路 

传送 给 电池 的 总 电能 是 传送 给 每 个 电池 的 电能 之 和 ,可 以 表示 10/, +67 +201, W, 

由 电路 结构 可 知 ( 见 图 15.1) ， 电 流 满 足 约束 ;万 = 五 + 五 ,五 = 五 + 厂 。 因 此 , 该 问题 可 以 

描述 为 如 下 线性 规划 问题 : 
maximize 10/2 + 624 + 20/5 

subject to =hbt+lks 

1 一 五 十 五 

qy <4 

In <3 

I3 <3 

Ig 2 

Is < 2 

Ih, Io, 13, 14,15 = 0 B



第 15 章 ”线性 规划 概述 215 

最 后 ,研究 一 个 无 线 通信 的 例子 。 

例 15.6 考虑 图 15.2 所 示 的 无 线 通信 系统 。 在 该 通信 系统 中 , 共有 你 个 “移动 "用 

户 ,， 其 中 用 户主 = 工 2，.…, 7) 向 基站 传输 的 信号 的 功率 和 衰减 因子 分 别 为 D;, 和 六 ( 即 基 

站 实际 接收 用 户 宇 的 信号 功率 为 此 Di)。 当 基站 正在 接收 来 自用 户 宇 的 信号 时 ， 从 其 他 用 

户 发 送 到 该 基站 的 信号 则 被 视 为 干扰 ( 即 用 户 了 受到 的 干扰 为 2 ,junDi ) 。 为 了 保证 基站 
和 用 户 衬 之 间 通 信 的 可 靠 性 ， 信 号 -干扰 比 必 须 大 于 阅 值 y,， 这 里 的 “信号 "是 指 基 站 接收 

AP LMSW, 

  

» 基站 一 | 厂 

站 也 
用 户 1 用 户 2 Hes 

图 15.2 例 15.6 中 的 无 线 通信 系统 

在 保证 每 个 用 户 都 能 进行 可 靠 通信 的 情况 下 ,如何 使 总 的 信号 传输 功率 达到 最 小 ? 可 
将 该 问题 表示 成 如 下 形式 的 线性 规划 问题 : 

minimize c'a2 

subject to Aw 2b 

220 

下 面 给 出 矩阵 如、 向 量 术 和 fc 的 表达 式 。 总 的 传输 功率 为 Di +… +p,, AP ites -F 

扰 比 为 
hipi 

rer hyp; 

因此 ,问题 可 以 表示 为 

minimize Di 十 … 十 pn 

hips 

doje GP) 

Pis++*:Pn 2O 

  subject to Sy%,i=1,---,n 

将 以 上 方程 改写 为 线性 规划 问题 : 
minimize 2D1 十 … 十 Dr 

subject to jai2i 一 他 >> hyp; = 0, t=1,---,n 

j#i 

P1,°-')Dn 20 

Wey, AMAL Eb fc H 

e=(1,---.1]" 

hy —nhe ---  — hy 

—yehi hat tn 
A= . . ，|，bp=0 

—Ynht —Ynho … ha
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更 多 关于 线性 规划 问题 的 案例 以 及 其 工程 应 用 , 可 参阅 参考 文献 [1, 34, 35, 46， 
109] 。 有 关 线 性 规划 在 控制 系统 设计 方面 的 应 用 , 可 参阅 参考 文献 [33 ] 。 线 性 规划 还 为 
矩阵 弈 论 等 理论 性 的 应 用 奠定 了 基础 (参考 文献 [18] 对 此 进行 了 讨论 ) 。 

15.3 二 维 线性 规划 

线性 规划 的 很 多 基本 概念 可 以 在 二 维 空间 中 进行 说 明 。 因 此 , 在 讨论 一 般 形 式 的 线性 

规划 问题 之 前 , 首先 研究 本 中 的 线性 规划 。 

考虑 如 下 线性 规划 : 
maximize ceTm 

subject to Ag<b 

z>0 

HP, x=[a,, x)", 

ec" = [1,5], 

af =f 
WB ic'x =a”, +52 =f, feR/ RRR PH -+HRR, SRA SSFECSAN, Bt 
会 确定 该 直线 簇 中 的 一 条 直线 。 比 如 , z, +5xz, = -5, x, +52, =-0 Ma, +5e, =3 BRAK 

复 中 相互 平行 的 3 条 直线 。 可 以 通过 选择 z, 和 2 的 值 , 使 得 在 满足 约束 条 件 的 情况 下 保 
证 函数 ,取得 极 大 值 。 取 zx =1, zx。 =3, 该 点 满足 约束 条 件 , 此 时 = 16。 接 着 选取 wx, =0， 

2 =5, 此 时 =25, 显然 在 该 点 处 的 困 数 值 大 于 其 在 x =[1, 3] 处 的 函数 值 。 但 是 , 满 

足 约 束 条 件 的 点 有 无 穷 多 个 , 需要 一 种 比试 探 法 更 好 的 方法 来 求解 函数 极 值 。 在 后 面 的 章 

节 中 , 将 研究 一 种 系统 化 的 求解 方法 , 该 方法 能 够 极 大 地 简化 线性 规划 问题 的 求解 过 程 。 

对 于 上 述 问题 , 可 以 采用 图 解法 进行 求 

«AR, AG, 在 耻 中 绘制 约束 条 件 , 如 图 15.3 

所 示 , 阴影 部 分 是 可 行 域 (满足 约束 条 件 

Ax<b, x20 Mix RNA). 

从 几何 的 角度 进行 分 析 , 求 目标 天 数 

c YX =21 +52 在 约束 条 件 下 的 极 大 值 问题 

可 以 描述 为 ,寻找 一 条 穿越 阴影 区 域 的 直 
线 了 = +5xs， 使 得 这 条 直线 的 了 值 最 

大 。 此 时 , 直线 与 阴影 区 域 交 点 处 的 坐标 

值 即 为 使 ex 取得 极 大 值 的 点 。 在 本 例 中 ， 
[0, 5] 即 为 问题 的 解 , 如 图 15.3 所 示 。 

例 15.7 有 两 种 类 型 的 混凝土 。 第 图 15.3 ”了 形 中 线性 规划 的 图 解法 

一 种 混凝土 由 309% 的 水 泥 、40% 的 碎 石 和 

30% 的 沙子 ( 指 的 是 占 总 质量 的 比例 ) 混 合 而 成 ,第 二 种 混凝土 由 10% 的 水 泥 、20% 的 碎 
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石和 70% 的 沙子 混合 而 成 。 第 一 种 和 第 二 种 混凝土 每 磅 的 售 价 分 别 为 所 美元 和 1 美元 。 
假设 需要 一 种 至 少 由 5 磅 的 水 泥 、3 磅 的 碎 石和 4 磁 的 沙子 组 成 的 混凝土 那么， 需要 各 

自 购买 多 少 磅 两 种 类 型 的 混凝土 才能 使 总 费用 最 小 ? 

问题 可 以 表示 为 如 下 形式 : 
minimize ec’ 

subject to Az >b 

z20 

ot 
采用 图 解法 ,得 到 的 解 为 [0, 50] ,这 意味 着 需要 购买 50 磅 第 二 种 混凝土 ( 例 12.1 讨论 
的 是 该 问题 的 一 种 变形 ,采用 了 不 同 的 求解 方法 ) 。 = 

在 某 些 情况 下 ， 当 运用 图 解法 进行 求解 时 , BOR fae’ x 与 可 行 域 边界 的 交点 可 

能 不 止 一 个 。 此 时 ,所 有 交点 对 应 的 目标 函数 ec * 是 相同 的 , 因此 这 些 点 都 是 最 优 解 。 

15.4 凸 多 面体 和 线性 规划 

其 中 ， 

c= (5, 1], 

0.3 0.1 

0.4 0.2 

0.3 0.7 

A= 

Bm 
Ww 

Ot
 

    

线性 规划 的 任务 是 在 一 组 线性 等 式 和 (或 ) 线 性 不 等 式 的 约束 条 件 下 , 求解 线性 目标 函数 
c'a2= C12, + Cg@q +--+ + Cntn 

AR) RURK (A. KB ADC Ax<b, x20 MARAE. ATK BET 

论 线性 规划 问题 (本 节 所 涉及 的 几何 概念 详 见 第 4 章 )。 满 足 约束 条 件 的 点 集 可 视 为 有 限 

个 闭 半空 间 的 交集 。 因 此 , 这 些 约 束 条 件 定义 了 一 个 凸 多 面体 。 为 简单 起 见 , 假设 这 个 吓 

多 面体 是 非 空 有 界 的 。 换 言 之 , 这 些 约 东方 程 定义 了 取 " 中 的 一 个 多 胞 形 政 。 用 瑟 表 示 这 

个 多 面体 的 一 个 支撑 超 平面 。 如 果 W 的 维 数 小 于 ?, 则 多 胞 形 W 和 超 平 面 吾 的 共有 点 集 

GM —-R, MAM HBAS n, WA M AF i WA RS INT 

面 。 如 果 这 个 面 是 ? -1 维 的 , 则 只 存在 一 个 支撑 超 平面 , 即 这 个 面 的 包 。 如 果 面 的 维 数 

小 于 % -1, 则 会 存在 无 穷 多 个 支撑 超 平面 , 这 些 支撑 超 平 面 与 多 胞 形 的 交点 即 是 这 个 面 ， 
如 图 15.4 所 示 。 

求解 线性 规划 的 目标 是 在 凸 多 胞 形 M 上 确定 线性 目标 函数 .(z) =c =cizl +… 二 
cuzw 的 极 大 值 。 用 均 表 示 由 如 下 方程 定义 的 超 平面 : 

c'2=0 

etl SHU M i} —7 SEDER ROP iS AOR TT, SPA e HCE 

REL M. WOR 15.5 AAR, ROL A EH 
c'x= 2 

AMFMA x eM, 都 有 c7Txs<B 成 立 。 令 下 表示 由 支撑 超 平面 豆 和 多 胞 形 MK 的 交集 构



218 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

成 的 凸 多 胞 形 。 接 下 来 可 以 证 明 ,在 下 上 是 个 常数 , 并 且 首 是 M 中 所 有 使 取得 极 大 值 

的 点 集 。 令 8 和 z 是 站 中 的 任意 两 点 , 则 多 和 z 也 都 在 辫 内 , 因此 

f(y) =c'y=B=c'z= f(z) 

该 式 表示 在 好 上 是 个 常数 。 

0 维 面 

1 维 面 

  

图 15.4 多 胞 形 开 上 不 同 边界 点 处 的 支撑 超 平面 图 15.5 线性 方程 在 多 胞 形 M 上 的 极 大 值 

yeu ba, x 是 MNM 中 的 点 , 即 过 是 对 中 的 一 个 点 , 但 不 在 戏 中 ( 兄 图 15.5) ， 

那么 ， 

c'a<B=c'y 

则 有 

jz) < /9) 

因此 , 目标 函数 在 属于 M 但 不 属于 站 的 点 上 的 值 

要 比 丰 的 点 上 的 值 小 。 这 意味 着 目标 函数 了 的 极 大 

值 点 1 应 该 在 好 中 。 

如 果 六 只 包含 一 个 点 (这 种 情况 是 存在 的 ) ， 

则 j 仅 在 该 点 上 取得 极 大 值 。 当 文 撑 超 平面 恰好 经 

过 MW 的 一 个 极点 时 , 这 种 情况 就 会 发 生 , 如 图 15.6 

所 示 。 

  

图 15.6 JJ 在 多 胞 形 W 上 的 唯一 极 大 值 点 

15.5 线性 规划 问题 的 标准 型 

线性 规划 问题 可 以 写 为 标准 型 : 

minimize c!2 

subject to Axw=b 

220 

HH, Ade mxn SBOE, m<n, rankA=m, BREACH, Bi b20, WRIA b 

中 的 第 宇 个 元 素 是 负数 , RACER i TART PAR -1, MAEM AK 

于 零 。
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线性 规划 问题 的 定理 和 求解 方法 大 部 分 都 是 针对 标准 型 得 到 的 , 任何 形式 的 线性 规划 

问题 都 可 以 转换 为 标准 型 。 比 如 , 某 线性 规划 问题 具有 如 下 形式 : 

minimize c' 2 

subject to Az >b 

z>0 

MW s|ARRES y,, WLR RAINED 

minimize er 

subject to ailzl 十 Qi2X2 十 .十 Qin2Zn — Yi = 03, T=1,---,m 

x2, 20,22 20,---, 2, 20 

y1 20,yo 20,---,Y¥m 20 

还 可 以 写成 更 紧凑 的 抢 阵 形式 : 

minimize c's 

subject to Aw —I,y = [A,-Inm] | =b 

z2>0,y20 

Hp, 1, &mxm See, 

如 果 约 束 条 件 具 有 如 下 形式 : 
Az<b 

xz>0 

那么 , 通过 引 人 松 弛 变量 y;, 可 以 将 约束 条 件 转换 为 

Az +Imy =[A,Im] | =b 

220, y20 

其 中 , 8 表示 由 松弛 变量 组 成 的 向 量 。 注 意 , 剩余 变量 和 松弛 变量 对 目标 函数 c x 没有 任 

何 贡献 。 

第 一 眼看 上 去 , 下 面 的 两 个 线性 规划 问题 

minimize ez 

subject to Ar>b 

220 

minimize c'a 

subject to Aw —Iny=b 

z 20 

y>O0 

并 不 相同 。 第 一 个 问题 是 一 些 半空 间 在 ” 维 空间 的 交集 , 第 二 个 问题 是 一 些 半空 间 和 超 

平面 在 (2” + 各) 维 空间 的 交集 。 事 实 上 , 这 两 种 表示 方法 在 数学 上 是 等 价 的 , 因为 这 两 个 

问题 的 解 是 可 以 互 推 的 。 下 面 通 过 一 个 例子 来 说 明 这 种 等 价 性 。
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例 15.8 有 不 等 式 约束 ， 

Z1 委 了 

引入 松弛 变量 如 伺 0 后 , 将 其 转换 为 等 式 约束 : 

2 +29 =7 

7Z2 二 0 

BRE C, = |x, a, <7| f° C, = |a x, +a, =7, 

L, 关 0 ， 它 们 等 价 吗 ? 很 明显 , 答案 是 肯定 的 。 下 

面 给 出 它们 之 间 等 价 性 的 几何 解释 。 考 虑 第 三 个 

R&C, =\[a,, 4] ':0, +24, =7, x, 20}, 由 

A15.7 7, LAC A4T ET a What 

F$HAH HREM, CRAAR PH TH, 

与 C( 限 中 的 子 集 ) 不 是 同一 个 集合 。 然 而 ,可 

以 将 集合 Cs 投影 到 zi 轴 上 ( 见 图 15.7)。 每 个 

点 Wi E CO 都 可 以 对 应 到 C on, 轴 的 正 交 投影 点 

[x,,0]', RAZHR, BEC, ={2,:[4,, 4%] | 

C,| =C,. a 

15.9 考虑 不 等 式 约束 : 

Y 

  

F157 集合 Cs, 在 z, 轴 上 的 投影 

Q,2, + aero < b 

r1,22 20 

其 中 , al 0,f9b PEEK, APDHEE 7,206, HSI 

QI171 +a9%2 +23 = 0b 

%1,2%2,23 20 

定义 集合 

C, = {{z1, 22] " 7 @1Z1 + agzq <b, 21,22 > O} 

Co = {[z1, 22] " :Q,Z, + agfo +23 =b, ©1,2%2,r3 = 0} 

C3 = {[x1, 22,23)" : a2) + aoz2 + 23 = b, 21,22, 23 > 0} 

可 以 看 出 ， Cs 和 Ci 是 不 同 的 。 但 是 ，C 在 (wii，xs ) 平 面 的 正 交 投影 所 得 集合 即 为 C,。 

可 以 将 C 在 (zi，2zs ) 平 面 的 正 交 投影 对 应 的 点 

集 [z,zo,0] 与 C, 中 的 点 建立 对 应 关系 ， 如 

图 15.8 所 示 。 注 意 ，Cs = 1[2 2] [ZI，Zo， 

2 eseCl =C，。 a 

例 15.10 求 函数 

f (x1, 22) = e141 + core 

的 极 大 值 。 约 束 条 件 为 
QilZ1 十 Q1222 < by 

Q21Z1 十 Q2272 = be xy 

21,22, 之 0 

      go Coy, Xo) EM EME 3 

al 

图 15.8 C,7E(x,, 2) Fi LR
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Ati BAM, Ria, >0, b,, b,20, Vk A 1.9 FF, 令 CIC 了 要: 表示 满足 约束 条 

件 的 点 集 。 

4X2 

  

  
441X444 2Xp<by 

图 15.9 例 15.10 中 的 可 行 集 

引入 松弛 变量 ,将 约 东 条件 转 换 为 标准 型 ; 

Qt) 十 Ql2zr2 十 T3 一 四 

a2171 十 02272 二 72 

xz, 20, 71=1,2,3 

令 CCR3 表示 满足 约束 条 件 的 点 集 。 如 图 15. 10 所 示 , LREZ-FRR(AR YP), 将 

CC 投影 到 (2 ,Ts ) 平 面 ， 投 影集 由 点 [2 2 ,0] 组 成 ,其 中 的 了 和 2 与 点 集 [zi zs， 

妇 ] EC 的 元 素 对 应 相等 , 且 有 如 过 0。 在 图 15. 10 中 , 该 集合 用 (2 ,zs ) 平 面 中 的 粗 实 

线 表示 ,因此 可 以 将 这 些 投 影 点 与 集合 Ci 中 的 点 建立 对 应 关系 。 

  

x4 a5, 

15.10 C,tE(x,, a) Fifi ABE = 

下 面 的 例子 演示 了 如 何 把 一 个 一 般 形 式 的 线性 规划 问题 转换 为 标准 型 。
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例 15.11 考虑 优化 问题 

Inaximizc  Z2 一 1 

subject to 37) = z2—5 

|x| <2 

Qs 0 

为 将 其 转换 为 线性 规划 问题 的 标准 型 ， 需 要 开展 如 下 步骤 的 操作 : 

1. 将 目标 函数 变 为 Zi 一 si 

2. 进行 替换 操作 ,Zi = 一 213 

3. Hla,|<2 &@5A x, <2 Fe -x, <2; 

4. AMEE aah x, WALAFARRA a, +%, =2 Fo — a, +H, =2; 

5. a, =u-v, u, v20, 

由 此 可 以 得 到 上 述 线性 规划 问题 的 标准 型 : 

minimize 一 241 一 公 十 也 

subject to 32, +u-—v=5 

U-UVU+t23=2 

v-ut@=2 

, 
T1,U,U, 23,04 20 a 

15.6 基本 解 

由 15.5 节 可 知 , 任何 带 有 不 等 式 约束 的 线性 规划 问题 都 可 以 转换 为 标准 型 , 即 问题 

的 约束 条 件 是 线性 等 式 , 决策 变量 非 负 。 具 体形 式 为 

minimize erTz 

subject to Ag =b 

220 

HP, ce R", Ac R™”, be R”, m<n, rankA=m, b20, 接 下 来 的 讨论 针对 的 都 是 线 

性 规划 问题 的 标准 型 。 

考虑 方程 组 : 
Az=b 

其 中 , rank 4 = 如。 为 了 求解 这 类 方程 组 , 通常 从 矩阵 4 的 一 部 分 列 向 量 人 手 。 为 方便 起 

见 , 可 以 将 4 中 的 列 向 量 进行 重新 排序 , 将 感 兴趣 的 列 向 量 排 在 前 列 。 具 体 来 说 , 从 4 中 

选择 7 个 线性 无 关 的 列 向 量 组 成 方 阵 召 , 对 4 的 列 向 量 进行 重新 排序 , 可 使 得 召 中 的 列 

向 量 位 于 4 的 前 各 列 , 即 4 可 写 为 分 块 矩阵 4 = [ 吾 , 万 ], 其 中 万 是 mm x(2 -和 如) 矩阵， 它 

由 4 中 其 余 的 列 向 量 组 成 。 和 矩阵 吾 是 非 奇 异 的 , 因此 , 求解 方程 
Bzp 一 已 

B48 m 4x, =B'b, Sx 为 风 维 向 量 , 它 的 前 个 元 素 等 于 xs ,其余 元 素 为 零 ， 

即 yx=[x7y,07]7 ,那么 z 是 方程 4x = 的 一 个 解 。



第 15 章 线性 规划 概述 223 

定义 15.1 [xz ,07] 7 是 hx = 已 在 基 召 下 的 基本 解 , 向 量 xYs 中 的 元 素 称 为 基 变 量 ， 
妇 中 的 列 向 量 称 为 基本 列 向 量 。 

如 果 基 本 解 中 的 某 些 基 变 量 为 零 ， 那么 这 个 基本 解 称 为 退化 的 基本 解 。 
RX Ax =b, x20 HE x HAT ATH, 

如 果 某 个 可 行 解 也 是 基本 解 ,那么 称 之 为 基本 可 行 解 。 
如 果 基 本 可 行 解 是 退化 的 基本 解 ， 那 么 称 之 为 退化 的 基本 可 行 解 。 加 

注意 , 对 于 任意 基本 可 行 解 , BA x, 20, 

例 15. 12 FRX 

Ax =b 

其 中 ， 

A = [a;, a2, 43, a4] = | 1 1 , b= A 
1 -2 -1 1 

AP, a RFE A OH iF, 
uA, x =(6,2,0,0] 是 关于 基 召 = [ai, as] 的 基本 可 行 解 , Y =[0,0,0,2]7 是 

关于 基 召 = [as，a4] 的 退化 的 基本 可 行 解 (与 [ ai ，a4] 和 [as，a4] 相 对 应 的 基本 可 行 解 也 
是 退化 的 ) 。Y = [38,1,0,1] 是 可 行 解 ， 但 不 是 基本 解 。XY = [0,2,-6,0] "是 关于 基 

召 =[as，as] 的 基本 解 , 但 不 是 可 行 解 。 a 

例 15.13 考虑 等 式 

Ax =b 

2 3 -1 -1 -1 
4 1 2: 四 

下 面 寻 找 该 方程 组 的 解 。 注 意 , 方程 4X = 媚 的 解 都 可 以 写 为 光 =D + 下 的 形式 ， 其 中 口 是 

Ax =b 0) 444%, h & Ax =0 的 一 个 解 。 

BIS 8 HEE: 

其 中 ， 

| 3 -1 -1 中 
41 i -2 9 

利用 初等 行 变 换 ， 将 该 矩阵 转换 成 如 下 形式 ( 见 第 16 章 ) ; 

相应 的 方程 组 为 
1 14 

Ty + 53 — ota = 

ty — 203 = _u 
5 

求解 可 得
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4 2 1 
2 一 本 一 73 十 574 

1 3 
2 

其 中 , 2 和 思 为 任意 实数 。 如 果 [2 加， 如] 是 一 个 解 ， 则 有 
_ 414 2 二 

2 
-了 3。 

2 
3 一 3 

TZ4 一 上 

sS 和 上 是 任意 实数 ， 替 换 的 分 别 是 加 和 2s。 

将 其 写 为 向 量 的 形式 : 

11 
rg 一 3s 5 t 0 

x3 o {Te} iit to 
v4 0 0 1 

TRL, HARMS, teRMMALGS*, &s=t=0, TH Av =b HAA, 
14 
5 

li 
_ 5 

“一 | 0 
0 

其 他 解 都 可 以 写成 总 + 丰 的 形式 ， 其 中 ， 

_2 1 
> 2 
= 0 = 5 t h=s 1 + 0 

0 1 

基本 解 的 个 数 最 多 为 

的 -aa m mi(n—m)! = 2!(4 — 2)! 

为 了 找到 基本 解 中 的 可 行 解 , 则 需要 检查 每 个 基本 解 的 可 行 性 。 

令 人 如 =24 =0, 得 到 第 1 个 候选 的 基本 可 行 解 , 其 相应 的 基 为 召 =[ai, es], 求解 BRxs = 已， 

得 到 xp =[14/5，-1L1《5] ,因此 ww=[14/5，-11《5, 0, 0] 是 一 个 基本 解 ， 但 不 是 可 

行 解 。 

令 人 2 = =0, 得 到 第 2 个 候选 的 基本 可 行 解 , EAM RA B=[a,,a,], RF Bx, =b, 

44.3) x, =(4/3, 11/3]", Astx =[4/3, 0, 11/8, 0] 2-*+ BATH, 

A> wy =a, =0, HEH 3MERORA TIM, HT 

B= laa) =|? 3] 

ZFHH, AL BRLABEH, PRAAATHRB=([a,, a, |HARAM,
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A x, =4,=0, 得 到 第 4 个 候选 的 基本 可 行 解 , 其 相应 的 基 为 召 =[asz, as], 求解 得 到 

xY=[0,2,7,0] , 它 是 一 个 基本 可 行 解 。 

令 如 = 如 =0, 得 到 第 5 个 候选 的 基本 可 行 解 ,其 相应 的 基 为 召 =[as, ai], 求解 得 到 

X =[0, -11《5, 0, -28/5] 7 ,， 它 是 一 个 基本 解 ,但 不 是 可 行 解 。 

Re, Sax, = 和 =0, 得 到 第 6 个 候选 的 基本 可 行 解 ,其 相应 的 基 为 吾 =[as, as], 求 

解 得 到 xx =[0,0, 11M3，-8《/3] - ,， 它 是 一 个 基本 解 ， 但 不 是 可 行 解 。 a 

15.7 ”基本 解 的 性 质 

本 节 将 讨论 基本 可 行 解 在 求解 线性 规划 问题 过 程 中 的 重要 性 。 首 先 证 明 线 性 规划 的 

基本 定理 , 即 求解 线性 规划 时 , 仅 需要 考虑 基本 可 行 解 。 这 是 因为 ,目标 函数 的 最 优 值 

(如 果 存 在 ) 总 是 可 以 在 某 个 基本 可 行 解 上 得 到 。 首 先 给 出 以 下 定义 。 

定义 15.2 对 于 任何 满足 约束 条 件 4X = 户 , YE0 的 向 量 导 ,如 果 它 能 够 使 目标 函数 

cx RAB) A, 那么 就 将 其 称 为 最 优 可 行 解 。 

如 果 最 优 可 行 解 是 基本 解 ， 那 么 它 就 是 最 优 基本 可 行 解 。 a 

定理 15.1 线性 规划 基本 定理 。 对 于 线性 规划 的 标准 型 ， 有 如 下 两 个 命题 。 

1. 如 果 存 在 可 行 解 ， 那 么 一 定 存 在 基本 可 行 解 ; 

2. 如 果 存 在 最 优 可 行 解 ,那么 一 定 存在 最 优 基本 可 行 解 。 口 

证 明 : 首先 证 明 命题 1。 假 设 帮 = [2 ，…,2] "是 一 个 基本 解 , 并 且 有 2 个 正 元 素 。 不 
失 一 般 性 ,假设 前 D 个 元 素 是 正 值 ， 其 余 的 元 素 都 是 零 。 那 么 , 根据 4 的 向 量 形式 从 = 

[a ，…,a，…,a]， 该 基本 解 满足 

L1Q, 十 7202 十 …' 十 ZTpap 一 已 

下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 。 

M1: Rika,, a,,--,a, ZRALKY, MA p<m, wRp=m, MAx RRA 

EAD; A-AH, wRp<m, BAHT rankA=m, WTWAA PHAH n-p 

NFS PRS) Mm -D 个 列 向 量 , 使 得 新 组 成 的 如 个 列 向 量 构 成 一 个 基 。 因 此 , 是 对 应 

于 该 基 的 一 个 (退化 的 ) 基 本 可 行 解 。 
情况 2: 假设 @i ，as ，…,Q， 是 线性 相关 的 ,， 则 存在 不 全 为 堆 的 数 yi ,1T=1，…，,Pp 使 得 

yia, + yod2 +--+ + Ypar=0 

可 以 合理 地 假设 至 少 有 一 个 zi; 是 正 数 ,因为 如 果 所 有 的 2/ 都 不 是 正 数 , 在 上 式 两 边 同 时 乘 

以 -1 , 就 可 以 保证 这 一 假设 成 立 。 将 等 式 两 边 同 来 以 一 个 标量 e 后, 与 方程 ViQl +Xoas 

+ +2,4, =b RATS 

(21 — €yi)@; + (r2 — Ey2)@e +--+ (Lp — eYyp)ap = 6b 

4 

y= [Yrs +s Yp 0. O]"
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于 是 ,对 于 任意 的 es， 都 有 
Alx — cy] =b 

4e=smin|2,/y,:t=1,--,p,y,>0|, MA,x-cy HH p STEM ARSE AH, HH 

EVR-ARMULE, Ak, AA-T+RSAD-LPHERH TM, ELEN, 

直到 得 到 的 可 行 解 中 正 数 元 素 对 应 的 列 向 量 妈 都 是 线性 无 关 的 ,可 以 转 到 命题 1。 至此， 

完成 了 第 一 部 分 的 证 明 。 “ 

FRE M2, Rx =[2,,--,0,] Z-PREDTM, HLRADDPERE 
的 值 不 是 零 。 那 么 ， 需 要 考虑 两 种 情况 。 第 一 种 情况 与 命题 1 相同 。 第 二 种 情况 可 采用 

与 命题 1 相同 的 分 析 方 式 , 此 外 , 还 需要 证 明 , 对 于 任意 的 E,u -esB 都 是 最 优 的 。 为 了 

证 明 这 一 点 ， 只 需要 证 明 C 8 =0 即 可 。 末 用 反 证 法 ,假设 C 了 天 0, 注意 ,对 于 足够 小 

& e(lel <min}j l2,/y,|:i=1,-,p,y,40}), @Ex-cy BTM, Be Re xX> 

e'x-ec'y=c'(x-cy), LEX MRKAMFTA. KE, HAPMAP RTHS 

定 的 最 优 可 行 解 得 到 一 个 最 优 基 本 可 行 解 。 | 

例 15.14 考虑 例 15. 13 中 的 方程 组 ， 找 到 一 个 非 基 可 行 解 ,并 利用 线性 规划 基本 定 

理 的 证 明 方 法 找到 一 个 基本 可 行 解 。 

回顾 例 15. 13 中 给 出 的 解 , 它 具 有 如 下 形式 ; 
14 - 

5 
一 卫 

一 5 = + 8 
0 

o} iL 
HP, S, teR, ER, wRs=4, t=0, 那么 

一 和 
5 

+t 

Oo 
—
 u
l
e
 

EF 
Oo

 
O
n
l
 

t=   Co 
Ww 
c
e
 
c
i
n
 

是 一 个 非 基 可 行 解 。 

可 找 出 一 组 常数 ,=1,2,3， 满足 

yi@i + y2@2 + y3a3 = O 

比如 

中 | | 

ec
 

<
 

SS
 

o 
S 

= 

|| 
二
 
C
T
 
CD
 

注意 ， 

4(zo —ey) =b ll 

其 中 ，
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一 二 
5 

aD 
Re

 
o
l
e
 

te Re =1/3, W 

OD 
w
h
e
 

f= %o- ey= 

Oo
 
w
l
 

是 一 个 基本 可 行 解 。 a 

观察 发 现 , 线性 规划 基本 定理 将 线性 规划 问题 的 求解 转换 为 在 有 限 数量 的 基本 可 行 解 
上 进行 搜索 , 这 极 大 地 缩减 了 问题 求解 的 工作 量 。 换 言 之 ,只 需要 检验 基本 可 行 解 的 最 优 

性 即 可 。 正 如 前 面 提 到 的 , 基本 解 的 数量 最 大 可 以 为 

n\ ni 

m}  mi(n—m)! 

BRE NSEC AREY, (LAT RESE AS, EEN, OR m =5, n =50, 那么 

四 = (*) =2 118 760 
m 5 

这 就 是 要 进行 最 优 性 检验 的 基本 可 行 解 的 个 数 。 因 此 , 需要 一 种 更 加 有 效 的 方法 来 求解 线 

性 规划 问题 。 为 此 , 下 一 节 将 分 析 线 性 规划 基本 定理 的 几何 含义 。 在 此 基础 上 , 第 16 章 
将 介绍 求解 线性 规划 的 单纯 形 法 。 

15.8 几何 视角 下 的 线性 规划 

首先 回顾 凸 集 的 概念 。 对 于 任何 x, ge@ 和 任意 实数 w, 0 <a <1, 如 果 有 ax +(1-a)z 

<s@ 成 立 , 则 称 集合 CR 为 凸 集 。 换 言 之 , 如 果 集 合 中 任意 两 点 的 连 线 上 的 点 都 在 该 集 

合 内 , 那么 该 集合 是 凸 集 。 

注意 , 满足 如 下 约束 条 件 的 点 集 是 凸 集 : 

Az=b, x20 

AS TEWRK— A, Se, A AR AEA, Bl Ax, =b, x, 20, 7=1,2, BA, 对 

FTA ae (0,1), HA A(ax, +(1-a)x,) =aAx, +(1-a)Ax, =b fii, HFA, WF 
ae(0,1), #8 ax, +(1-a)x,20, 

再 回顾 极点 的 概念 。 对 于 凸 集 @ 内 的 点 YY， 如 果 在 @ 中 找 不 到 两 个 不 同 的 点 x; 和 

x,, SFR ae (0,1), 使 得 x =ax; +(1-a)xs 成 立 , 则 称 x 为 @ 的 极点 。 换 言 之 , 极 

点 并 不 在 集合 中 其 他 两 点 的 连 线 上 。 因 此 , 如 果 x 是 极点 , 并 且 对 于 某 些 x, ,xs OM 

ae(0,1), x =ox,+(1-a)x, 成 立 , 则 x =x。 下 面 的 定理 说 明 , 约束 集 的 极点 与 

基本 可 行 解 是 等 价 的 。
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定理 15.2 9@Q 表示 由 所 有 可 行 解 组 成 的 西 集 ， 即 集合 中 的 所 有 即 维 向 量 满足 
Az = b, 220 

HY, AER” men, RA, xR OVRESARY x ZAX =b, x0 HRADITB, O 

EAA : 

wRM, Esox BRAv=b, x20, HHEA PEM, FKA-ME, RRB p PA 

素 都 是 正 值 ， 其余 的 元 素 都 是 零 ， 则 

21Q,+22A2+---+2,a, —b 

选 定 一 组 实数 W, ,=1,…,D, 使 得 下 式 成 立 : 
yi@; + yoG2+---+ YpQ, = 0 

F GREW Ay, =0, HKFABUMRU€ >0, AGSFAX xa, +m,a, ++ 4+4,4, = 

b ik tf Ae RIa HH, AES 

(21 + ey, )@; + (@2 + €y2)@o+---+ (tp + EYp)ap = b 

(a1 — ey Jay 十 (Za — Ey2)@o +--+ (Xp — EYp) ay = B 

由 于 Zi, >0,1z=1,2,…,D，,， 因 此 可 以 选择 合适 的 e>0, HA a, +ey,, x, -—ey,20 HT 

=1,2，…，,2 都 成 立 ( 比 如 ,2 =minl12iM =1 ,2D， 2 天 0|1)。 此 时 ， 向 量 

zl1 一 [zl 十 egyza 十 cg,zp 十 Ebgp0 0] 

Zz2 一 |[Z1 一 ETZ2 一 cy ap — EYp,0,---, 0] 

TO, ZEB, X= 72, +2220 Wx 2A, RAWA 2, =2,, Ast, y, =0,i=1, 

2 ,…,D, 这 意味 着 向 量 Qi ,1 =1,2，…， 刀 是 线性 无 关 的 , 即 是 基本 可 行 解 。 
充分 性 。 已 知 YEgQ 是 基本 可 行 解 , 取 8 ,zeQ, 对 于 某 个 we(0, 1), 使 得 下 式 成 立 ， 

2 一 9 十 (1 一 a)z 

下 面 通 过 证 明 引 = 之 来 证 明光 是 极点 。 因 为 了, ZE0, 并 且 Y 中 的 后 面 风 -了 个 元 素 都 是 

EAA yz PHen-m SHURE, eo, Wt Ay =Az =b, Bp 

yay +++ +Ymam =b 

T 

21Q, +-:-+2%mam =b 

将 以 上 两 个 方程 联 立 ， 得 到 

(y1 — 21)@1 +++ + (Ym — 2m)@m = 0 

RAMS a,,---,a, CREAR, Huy, =2,,t=1,--,m, Py=z, At, x 20 

的 极点 。 a 

定理 15.2 说 明 , 约束 集 0 = [x Ax =b, x20} PRAMAS RE Ax =-b, x20 

的 基本 可 行 解 的 集合 。 将 这 一 结论 与 线性 规划 基本 定理 ( 见 定理 15.1) 相 结 合 , 可 以 发 现 

在 求解 线性 规划 问题 时 ， 只 需要 检查 约束 集 的 极点 即 可 。 

例 15.15 考虑 线性 规划 问题 : 

maximize 32, +529 . 

subject to 2, +529 < 40 

221 + x2 < 20 

+22 <12 

Z1,272 20
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引入 松弛 变量 Za， Hs Ls KB, 将 其 转换 为 标准 型 ， 

minimize 一 3zl 一 572 

subject to 21+ 529+ 273 = 40 

22, +22+ 7Z4 = 20 

ry +X%2+ xs = 12 

1 7Z5 之 0 

接 下 来 的 讨论 都 针对 该 标准 型 。 将 以 上 约束 表示 为 

0 40 
+zs |0| = | 20 

1 12 
Ly] 2 

1 

Z1,°°°, 25 20 

BP 2,@, +2, +X,A, +2,4,+2,a,=b, x20, HE, x=[0, 0, 40, 20, 12] 是 可 行 解 ， 

但 目标 函数 在 该 点 上 的 值 为 零 。 前 面 已 经 提 到 过 ， 目 标 函 数 的 极 小 值 (如 果 存 在 ) 可 以 在 

约束 集 O 的 极点 上 得 到 。[0, 0, 40, 20, 12] 是 可 行 集 的 极点 , 但 并 不 是 极 值 点 ,所 以 需 

要 从 其 他 极点 中 寻找 最 优 解 。 为 此 , 需要 从 当前 极点 移动 到 另 一 个 使 目标 函数 值 减 小 的 相 

邻 极 点 上 。 在 这 里 ， 如 果 两 个 极点 各 自 对 应 的 基本 列 向 量 仅 相差 一 个 向 量 ， 就 称 这 两 个 极 

点 为 相 邻 极点 。 将 % =[0, 0, 40, 20, 12] 代入 约束 方程 ,可 得 

0al 十 0az + 40aas + 20a, + 12a, = b 

ATER, RHA AMRAP HORAN MS, FBRRRAD OE a,, a, 

as 中 的 某 个 列 向 量 。 首 先 ,把 @i 表 示 成 原 基 本 列 向 量 的 线性 组 合 : 

a@, 一 1a3 十 2Q4 十 1a5 

5 

1 

1 

1 

0 

0 

+ 22 +23 十 了 4 

            

0 

0 

  

上 式 两 边 同 乘 以 el >0, 得 到 

ElQl = €,@3 十 26clQd4 + €1a5 

GAAS Oa, +00, +400, +20a,+12a,=b HFS ALAM BH, KE HS 

€;@, + Oag + (40 — £))a3 + (20 一 2ecl)a4 十 (12 一 £1)@5 =b 

接 下 来 确定 el, 使 得 上 述 方程 的 系数 都 是 非 负 的 ,并 且 令 aa，a 或 gs 中 的 某 个 系数 变 为 

零 。 显 然 ，ei =10 满足 该 条 件 ,， 代入 方程 后 得 到 

10a, + 30a3 + 2a; = b 

显然 , 对 应 的 基本 可 行 解 (极点 ) 为 [10,0,30,0,21 ,目标 函数 值 是 -30, 与 原 极点 的 目标 

函数 值 相 比 ,这 个 基本 可 行 解 要 优 于 上 一 个 基本 可 行 解 。 
下 面 采 用 与 以 上 相同 的 步骤 从 当前 极点 移动 到 另 一 个 相 邻 极点 ,希望 使 目标 函数 的 值 

进一步 减 小 。 选 择 as 作为 新 的 基本 列 向 量 , 利用 当前 的 基本 列 向 量 进行 线性 表示 : 

a =e +26 +44 2 5% 2 3 2 ”5 

与 前 面 类 似 ， 可 得
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(10 一 se) @, + €9a@2 + (20 一 2e) CQ3 十 (2 一 5) a,=b 

4 e, =4, 43) 
8a, + dag + 12a3 = 6b 

由 此 可 得 , 这 一 组 基本 列 向 量 下 对 应 的 基本 可 行 解 为 [8,4,12,0,0] ,相应 的 目标 函数 值 

为 - 笃 , 小 于 目标 函数 在 前 一 个 极点 上 的 值 。 再 次 重复 以 上 过 程 , 选择 @4 为 新 的 基本 列 向 

量 , 并 将 它 表 示 成 原 基 本 列 向 量 @i ，as 和 as 的 线性 组 合 : 

Q4 = a, — a2 + 4a3 

类 似 地 ， 有 
(8 — €3) a, + (4+ €3) a2 十 (12 一 4ces)as 十 ssad4 一 已 

sy 的 最 大 取 值 是 3， 相 应 的 基本 可 行 解 是 [5,7,0,3,0]- ,目标 函数 值 是 -50。 实 际 上 ， 

[5,7,0,3,0] 就 是 线性 规划 问题 标准 型 的 最 优 解 。 因 此 ， 原 问题 的 最 优 解 为 [5,7] ,这 
一 结果 也 可 以 很 容易 地 利用 图 解法 得 到 ,如 图 15. 11 所 示 。 

  

图 15.11 利用 图 解法 求解 例 15. 15 中 的 线性 规划 问题 a 

这 种 从 某 个 极点 转移 到 一 个 相 邻 极点 的 操作 方式 就 是 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 的 

思路 。 实 际 上 , 单纯 形 法 就 是 对 这 种 操作 方式 的 一 种 精细 化 描述 和 处 理 方法 。 

习题 

15.1 将 如 下 线性 规划 问题 转换 为 标准 型 ; 

maximize 2x4; + x2 

subject to 024, <2 

Mm+228 3 

zy +222 <5 

x2 20
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15.5 

15.6 

15.7 

考虑 一 个 线性 离散 系统 zi = az +p， 其中, wu 是 在 时 刻 天 的 输入 ,xx 是 在 时 刻 天 的 输出 ，a,pe 玲 

是 系统 参数 。 初 始 条 件 为 和 =1。 在 lwi1<1,i =0, 1 的 约束 条 件 下 , 如 何 使 z 在 时 刻 2 的 输出 值 

最 小 ? 

试 将 该 问题 表示 成 线性 规划 问题 ， 并 将 其 转换 为 标准 型 。 

考虑 优化 问题 

minimize ci|zi| 十 czjzz| 十 十 enlzn| 

subject to Agw=b 

其 中 ,ci 关 0, 1 =1,…,7。 试 将 该 问题 转换 成 等 价 的 线性 规划 标准 型 。 

提示 : 对 于 任何 ye 了 四 ,能够 找到 唯一 的 x+, m ER, et, ow 三 0, 使 得 lzl = +X = 2。 

每 个 线性 规划 问题 的 标准 型 都 有 非 空 的 可 行 集 吗 ?9 如 果 是 , 给 出 证 明 ; 如 果 不 是 , 举例 说 明 。 

每 个 线性 规划 问题 的 标准 型 ( 假设 有 一 个 非 空 可 行 集 ) 都 有 最 优 解 吗 ? 如 果 是 , 给 出 证 明 ; 如 果 不 是 ， 

举例 说 明 。 

假设 某 计 算 机 供应 商 有 两 个 仓库 , 分 别 位 于 城市 A 和 城市 B。 该 供应 商 收 到 的 订单 来 自 两 个 客户 ,分 

别 位 于 城市 C 和 城市 D。 城 市 C 和 城市 D 的 客户 订单 分 别 为 50 台 和 60 台 。 城 市 A 和 城市 了 的 库存 

量 分 别 为 70 台 和 80 台 。 每 台 计算 机 的 运输 成 本 按照 如 下 方式 计算 

A 到 C 是 1,A 到 D 是 2,B 到 C 是 3,B 到 D 是 4 

如 何 分 配 各 仓库 到 每 个 客户 的 运输 量 , 以 使 总 运费 最 小 (假设 运送 的 台数 是 实数 )? 试 将 该 问题 表示 

成 线性 规划 问题 ， 并 将 其 转换 为 等 价 的 标准 型 。 

某 计算 机 网 络 中 有 6 台 计 算 机 , 编号 为 A 至 了 F。 计 算 机 之 间 按 照 如 下 方式 进行 互联 ， 

AC(10), BC(7), BF(3), CD(8), DE(12), DF(4) 

括号 中 的 数字 表示 信和 号 最 大 传输 速率 (单位 为 Mbps) 。 比 如 , AC(10) 表 示 计 算 机 A 和 计算 机 C 是 相互 

连通 的 , 并 且 它 们 之 间 的 最 大 传输 速率 (带宽 ) 为 10 Mbps。 

假设 A 和 了 B 需要 分 别传 输 数 据 到 也 和 了 (此 时 , 计算 机 网 络 中 不 存在 其 他 通信 ) 。 在 不 允许 出 现 回路 

的 前 提 下 , 可 以 采用 以 上 任何 连通 方式 的 组 合 。 可 以 同时 使 用 多 个 通路 (例如 A 到 卫 ) 进 行 传输 。 在 

不 超过 最 大 传输 速率 的 情况 下 , 在 同一 个 传输 链 路 中 ,只 要 总 传输 速率 不 超过 最 大 传输 速率 , 链 路 带 

宽 可 以 被 链 路 中 的 计算 机 共享 (两 台 计算 机 之 间 的 总 传输 速率 是 双向 传输 速率 之 和 ) 。 
A 到 也 之 间 每 Mbps 的 数据 传输 速率 收益 为 2 美元 , B 到 下 之 间 每 Mbps 的 数据 传输 速率 收益 为 3 

美元 , 那么 , 如 何 才能 使 总 收益 达到 最 大 ? 请 将 其 描述 为 一 个 线性 规划 问题 ,并 将 其 转换 为 标 

准 型 。 

提示 : 绘制 一 个 计算 机 连接 的 网 络 图 , 将 最 大 数据 传输 速率 标记 在 计算 机 间 的 连 线 上 , 并 在 这 些 连 线 

上 标注 出 共享 这 些 连 接 的 通路 。 

某 个 麦片 生产 商 计 划 生 产 1000 磅 的 麦片 , 这 些 麦 片 必须 含有 10% 的 纤维 、2% 的 脂肪 和 5% 的 糖分 

( 按 质 量 计算 ) 。 麦 片 是 由 4 类 食品 原料 按照 一 定 的 比例 混合 制 成 的 , 这 4 类 原料 中 纤维 、 脂 肪 和 糖 

  

  

分 的 组 成 各 不 相同 , 每 磅 的 价格 也 各 不 相同 : 一 

BR 料 1 3 4 

% 纤维 3 16 4 

% 脂肪 6 46 9 9 

% 糖分 20 4 0 

价格 / 磅 2 4 1 2 
  

该 生产 商 想 确 定 每 种 原料 的 使 用 量 以 使 原料 购置 成 本 最 小 。 试 将 该 问题 描述 为 线性 规划 问题 , 并且 

分 析 该 问题 是 否 存在 最 优 解 。
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15.8 假设 某 无 线 广 播 系统 有 多 个 发 射 器 , 发 射 器 7 的 发 射 功 率 为 pi; 0。 无 线 广播 的 接收 端 位 于 Th 

点 。 发 射 器 了 到 地 点 守 的 通道 增益 为 g,;， 即 地 点 宇 接 收 到 的 来 自发 射 器 7 的 功率 为 9gi jpi。 地 点 宇 接 

收 到 的 总 功率 是 接收 到 的 所 有 发 射 器 功率 之 和 。 在 每 个 地 点 的 接收 总 功率 不 小 于 书 的 情况 下 , 所 有 

发 射 器 的 发 射 总 功率 最 小 值 是 多 少 ? 试 将 该 问题 描述 为 一 个 线性 规划 问题 。 

15.9 考虑 线性 方程 组 ， 

2.-1 2 -1 3 2 14 

1 2 3 上 0 za| 一 | 5 

0 一 2 0 一 5 L4 一 10 

该 方程 组 是 否 存在 基本 解 ? 如 果 有 , 找到 所 有 的 基本 解 。 

15. 10 ”采用 图 解法 求解 线性 规划 问题 ， 

maximize 271 十 5zZz 

subject to O< 27) <4 

O<22<6 

. ry +2358 

15.11 MATLAB 中 的 优化 工具 箱 提 供 了 求解 线性 规划 问题 的 函数 1inprog。 采 用 函数 1inprog 求解 例 15. 

5， 其 中 初始 条 件 是 所 有 电流 都 为 零 。



16m 单纯 形 法 

16.1 利用 行 变 换 求 解 线 性 方程 组 

上 一 章 的 例子 说 明了 求解 线性 规划 问题 与 线性 代数 方程 组 的 求解 是 密切 相关 的 。 本 

节 针 对 一 类 含有 % 个 变量 的 ” 维 线 性 方程 组 ,介绍 一 种 运用 初等 行 变换 及 其 对 应 的 初等 

矩阵 进行 求解 的 方法 。 这 一 方法 在 接 下 来 的 讨论 中 还 将 用 到 。 关 于 求解 线性 代数 方程 组 

的 数值 方法 , 可 参阅 参考 文献 [41, 53 ] 。 

矩阵 的 初等 行 变换 指 的 是 下 列 和 矩阵 代数 运算 的 任何 一 种 : 

1. 交换 矩阵 中 任意 两 行 的 位 置 ; 
2. 矩阵 的 某 一 行 乘 以 一 个 非 零 实数 ; 

3. 将 矩阵 的 某 一 行 乘 以 一 个 实数 后 加 到 另外 一 行 。 

对 矩阵 进行 初等 行 变换 , 等 价 于 用 相应 的 初等 矩阵 左 乘 该 矩阵 。 下 面 给 出 初等 矩阵 的 

定义 。 

定义 16.1 如 果 答 阵 硬是 由 单位 矩阵 了 经 过 交换 其 中 两 行 的 位 置 得 到 的 , 那么 百 是 

第 一 类 初等 矩阵 。 = 

5 AE i ET RS i AS 7 TCH, PB BSE. 
+ - 

0 人 + 一 Hitt 

1 a 0 — Bit 

    L 1 

4B, Ew, HA E=-E", 

M162 wRE SHH eR I HE RUA-AKKaAN GH, MARR 

第 二 类 初等 矩阵 。 7 

86 7 FB ET AB i SRL o 40, WB BO KMS:
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E= a + 一 Bit 

注意 , 吾 是 可 逆 的 , 有 

五 -1! =- 1/a + 一 Sift 

1 

定义 16.3 WwWRERE RDS IH EGRYB 后 , 再 加 到 另外 一 行 得 到 的 ， 

那么 百 是 第 三 类 初等 矩阵 。 a 

AE BEL RR TSE 7 TK BH, FEIN BUSE ¢ 47, 可 得 到 第 三 类 初等 矩阵 : 
I 

Lo B 一 第 ? 行 

1 | 一 同和 

1 

可 以 看 出 , 召 是 将 单位 矩阵 的 (?, 7) 处 的 元 素 (表示 和 矩阵 第 守 行 第 了 7 列 对 应 的 元 素 , 下 同 ) 

改写 为 B 后 得 到 的 矩阵 。 注 意 , 百 是 可 逆 的 , 有 
1 

1 -0 — 第 ; 行 

1 — 第 7 行 

1 

定义 16.4， 对 短 阵 进行 第 一 类 、 第 二 类 或 第 三 类 初等 行 变 换 ， 等 价 于 对 该 矩阵 和 上乘 
以 相应 类 别 的 初等 矩阵 。 7



第 16 章 单纯 形 法 235 

因为 初等 矩阵 是 可 闭 的 , 所 以 可 以 按照 类 似 的 方式 定义 相应 的 道 初等 行 变 换 。 
lk —} n HERVER SG, iG n MER 2, w,, ++, 2, An PAH b,, b,, +, b,, 

表示 为 矩阵 形式 : 
Az=b 

其 中 ， 
£1 by 

z=]: |, b=]: |], ER" 

Ln bn 

MRA 是 可 逆 的 , 则 有 

2 一 4 5 

因此 , 求解 方程 组 hx =D(4es 到 " “, 可逆) 的 问题 转化 为 计算 4 。 下 面 将 证 明 , 利用 初 
等 行 变换 可 以 高 效 地 求解 4 。 

定理 16.1 HHACR ZAR ( TH), SARYLAAMFHRE,, i=1,--,¢ 

i, E,-E,E,A =I 成 立 。 口 

证 明 ， 

必要 性 。 如 果 航 是 非 奇 异 矩 阵 ， 那 么 它 的 第 1 列 中 至 少 包含 一 个 非 霍 元素 ， 记 为 
a,,40, MRP—-KMEREHE ARA; 

五 1 
1 0 “一 第 7 行 

1 

由 此 就 可 以 将 非 零 元 素 or 移动 到 短 阵 的 (1, 1) 处 。 因 此 , 在 矩阵 五 4 P, a, 40, BE, 

因为 玉 , 是 非 奇 异 矩 阵 ， 所 以 盏 ,4 同样 也 是 非 奇 异 矩 阵 。 
ER, MAAR — KMS E, AREA: 

1/an 

1 
五 2 一 

1 

可 得 矩阵 再 ?再 ,4 ,该 给 阵 在 (1, 1) 处 的 元 素 为 1。 接 下 来 ,再 对 矩阵 盏 , 百 ,4 进行 一 系列 
第 三 类 初等 行 变换 ， 即 用 多 -1 个 如 下 初等 矩阵 连续 左 冬 百 , 刀 ,4; 

1 1 

AQ) 1 

—Anl 1
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其 中 ,7=2+9 -1= 包 +1。 经 过 运算 后 ,得 到 一 个 非 奇 异 给 阵 

1 az .0 

E,E,1---E,E,A=|. “0 

0 fing A Ginn 

RAE, -E,B,A 2aES HER, TEM FE 

G22 -** Gan 

lint me fin 

WRATH, LERAMEP-RAAENERAR G,, 25jxn, HAR-KOF 
KR, TUBARBAS (2,2) 9, Att, HME, .E,--E,E,A 的 (2, 2) 处 的 元 素 非 
ER, RAR HK SES ARGS EEE, E,E,A, 其 中 (2, 2) 处 的 元 素 是 1。 

与 前 面 的 处 理 方法 一 样 ,采用 隐 -1 工 个 第 三 类 初等 行 变换 ,得 到 如 下 短 阵 : 

1 0 @3 --- Gin 

0 1 0s … Gan 
五 。. .五 … .五 14 = 0 0 a33 «°° a3n 

0 0 6n3 … Gnn 

其 中 , S=7+2 + 及 -1 =2(7+1)。 该 矩阵 是 非 厅 异 和 给 阵 。 因 此 ， 存 在 一 个 非 零 元 素 0 ， 

3<j<m。 采 用 与 前 面 类 似 的 方式 进行 变换 ， 可 以 得 到 : 
E,..-E,---E,---E;:A=I1 

HP, t=n(n4+1), 

RAM, WRAL SHEE, E,, REE, -E,E,A=1, LRARTEM, FH 
HA? =E,-E,, 国 

定理 16. 1 提供 了 一 种 求解 4 (如 果 存 在 ) 的 步骤 。 首 先 , 构造 矩阵 [4, 刀 ; 其 次 ， 
XTREMELA, TETAS ER, BS) E,-E,[A, I] =[1, B], BA 

B=E,::-E, =A" 

例 16.1 KER 

2 5 10 0 
1 1 1 0 

A -2 -10 -30 1 

-1 -2 -3 0 

oy 1 4B PE A 

构造 如 下 甜 阵 : 

2 5 1001000 

1 1 1004100 
[A.J] = —2 -10 -30 1001 0 

-1 -2 -3 00001
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对 该 给 阵 进 行 第 一 类 和 第 二 类 初等 行 变 换 后 ， 可 得 

[1 1 1 00 1 

0 3 8 O01 -2 
0 -—-8 -28 10 2 

(oO -1 -2 00 1 01 

交换 该 矩阵 的 第 2 行 和 第 3 行 ,然后 进行 第 二 类 和 第 三 类 初等 行 变换 ,得 到 

fi O -1 00 2 0 1 

01 2 00-10 -1 
00 2 01 1 0 8 

10 0 -12 1 0 -6 1 -8| 

将 该 矩阵 第 3 行 乘 以 1/2， 然后 进行 一 系列 第 三 类 初等 行 变换 ， 得 到 

0 

-
 
O
O
 

r
o
o
f
e
 

    
1 5 0 5 

1 00 3 3 2 
010 0 -1 -2 0 -4 
0010 4 4 0 2 
0001 6 0 1 10 

RAT A 的 逆 和 矩阵 为 

2 3 9 3 
-1 -2 0 -4 

Als 
2 2 9 3 
6 0 1 10 2 

FFL BR AR ZA Ax =b(AER™") ER, WRAL, 那么 该 方程 组 的 解 

是 x =4”D。 但 是 , 在 求解 过 程 中 ,并 不 需要 直接 求 出 4 。 从 前 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 
4 可 以 表示 成 一 组 初等 矩阵 乘积 的 形式 ， 

A} = E.E,_1---E, 

因此 ， 
E,-.- EB, Az = E,---E,b 

即 

a = E,---Eyb 

基于 以 上 分 析 , 可 以 得 到 求解 方程 组 4x = b 的 步骤: 首先 构造 一 个 增 广 矩阵 [4 , 天] ， 然 

后 对 该 增 广 矩 阵 进 行 一 系列 初等 行 变 换 ， 直 到 得 到 [Z,D。 

根据 前 面 的 讨论 可 得 , 如果 Ax =b HAR, RAC HE EAx - Eb WR, HP 

E =E,--E, ®m&—RAMSOGER, AN EA =I, Eb =b, Mill x =b BE Ax =b 

fi, HP Ae Ray, 

(Rit Ae R"*", m<n, rank4 =。 和 矩阵 4 不 是 方 阵 。 显 然 , 在 这 种 情况 下 , 方程 组 

4x = 羽 有 无 穷 多 个 解 。 不 失 一 般 性 , 假设 4 的 前 轻 列 是 线性 无 关 的 。 那 么 , 对 增 广 矩阵 

[A, 沁 ] 进 行 初等 行 变换 , 可 得 

(I, D, b|
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FH, Df mx(n-m) eB, Oxe R'E Ax =b MR, HRSG Ax =[x,, x) ]' WE 

式 , Ht x,¢R",x,eR”-”, WALT, D]x=b, WHYRKSA x, + Dx, =b Kx, =b 

-Dx,, GR, MEER x, eR”, WERE x, =b -Dx,, BAMBx =[x,,x5]° 

fz Ax =b ff PERI, SEAR b',O0']' BAx =b H—2A, PEA’ OT)" 

Ay Ax =b WH. TER, [-(Dx,)', x) ]' 是 4x =0 的 解 。 因 此 , 4x = 如 的 解 可 以 表示 为 

Be 
JOP, x, eR”, 

16.2 增 广 和 矩阵 的 规范 型 

考虑 线性 方程 组 4x =p, rank 4 =。 对 和 矩 阵 4 进行 初等 行 变换 ,必要 的 话 , 还 需要 

对 变量 重新 排序 ,可 将 方程 组 4x = 劾 转换 为 如 下 的 规范 型 : 

Ly + Yimt1@mt1 t+ YinEn = Yio 

x2 + Yamtitm41 ++ + Yantn = Y20 

Im + Ymm+itm+i +++ + YmnFn = Ymo 

将 上 式 表示 成 矩阵 形式 : 

[Im ¥ m,n—m]£@ = Yo 

接 下 来 给 出 典 式 的 定义 。 

定义 16.5 在 方程 组 4x = 妨 的 7 个 变量 中 , 如 果 存 在 1 个 变量 ,每 个 变量 都 各 自 对 

应 一 个 方程 , 且 只 在 这 一 个 方程 中 出 现 ; 该 变量 在 对 应 的 方程 中 的 系数 都 是 1,， 这 种 形式 

65 % A248 Ax =b ARH, a 

WFR SET Tr RE PST EE, PT OR ALT, Yn nm )¥ = 

Bo 的 形式 , 则 意味 着 该 方程 组 就 是 典 式 。 如 果 方 程 组 hx = 不 是 典 式 ， 则 可 以 采用 初等 

行 变 换 将 其 等 价 改写 为 典 式 。 方 程 组 hx = 的 典 式 与 原 方程 组 的 解 是 相同 的 ,， 称 为 在 基 

ai,，…，aw 上 的 典 式 表达 式 。 通 常情 况 下 , 根据 4 中 的 哪些 列 向 量 被 变换 成 单位 矩阵 也 

中 的 列 向 量 ( 即 基 列 向 量 ) , 可 得 方程 组 的 不 同 典 式 表达 式 。 方 程 组 典 式 表达 式 的 增 广 挎 

MIs Yinn-ms Yo 称 为 在 基 w ，…，an。 上 的 增 广 矩阵 规范 型 。 同 理 , 从 4 中 选择 的 基 

向 量 不 同 ,方程 组 对 应 的 增 广 矩 阵 规范 型 也 不 同 。 

在 方程 组 的 典 式 表达 式 中 , 与 基 列 向 量 相对 应 的 变量 称 为 基 变量 ,其 他 变量 称 为 非 基 

ARE, SATIS, FEAT RA ARSE AAD, Vn nem] X=, Biba, ，…，2z, 是 基 变 

量 , 其 他 变量 都 是 非 基 变量 。 一 般 情 况 下 , 基 变 量 并 不 一 定 是 前 mm 个 变量 。 从 便于 表示 

的 角度 出 发 , 可 以 不 失 一 般 性 地 假设 方程 的 前 和 mo 个 变量 为 基 变 量 。 因 此 , 相应 的 基本 

解 为
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Z1 二 V10 

Lm = Ymod 

Im+1 =0 

2 一 0 

=f 
对 于 方程 4x =D, 考虑 如 下 增 广 矩 阵 规 范 型 ; 

可 写 为 向 量 形 式 : 

1 0 +) O nr … Yin Yio 

O 1 … 0 Yomti -** Yan Yeo 
[Im,¥mn—m: Vol = . . . ' . . 

O O -++ 1 Ymmtit … YUmn Ymo 

由 此 可 得 

b= yio@ + Yood2 + +--+ Ym0An 

增 广 矩 阵 规 范 型 最 后 一 列 的 各 元 素 是 向 量 声 关于 基 {a,，…，a,| 的 坐标 , 其 他 列 中 各 元 

素 的 含义 与 此 类 似 , 分 别 是 4 中 对 应 的 列 向 量 关 于 基 |a; ，…，, au | 的 坐标 。 比 如 , 增 广 和 矩 

阵 规 范 型 第 7(7 =1,，…, 7) 列 的 元 素 表示 ai 关于 基 {ai , …, an} 的 坐标 。 因 此 , 增 广 和 矩阵 

规范 型 的 前 7 列 可 以 构成 一 组 基 ( 标 准 基 ) 。 增 广 和 矩阵 规范 型 的 其 他 列 可 视 为 这 些 基 向 量 

的 线性 组 合 , 组 合 系数 就 是 这 些 列 向 量 中 自 上 而 下 的 元 素 值 。 用 ae, ,=1,…, 7 +1 表示 增 

广 矩 阵 规 范 型 的 第 之 列 , 由 于 民 , …，@" 构 成 一 组 标准 基 , 对 于 和 mo <j<n, WA 

af 一 jaQ1 十 yajQ2 十 十 gmjQm 

Aa i=l,--,n)RRAMB iW, BA a,,, =b, Wa',= Ea,,i=1,--,n+1, 

其 中 五 为 非 奇 异 矩 阵 , 表示 将 [4, 50] 转换 成 [也 ,也 ，。，Bo] 的 一 系列 初等 行 变换 。 

此 , 对 于 各 <7 和 2， 同样 有 

5 = YigQr 十 yo7jQ2 十 .十 ViGm 

16.3 更 新 增 广 矩 阵 

16.2 节 指 出 , 根据 方程 组 4x = 的 增 广 气 阵 规 范 型 可 以 得 出 , 列 向 量 wji(a < 了 7 和 了) 

可 以 用 基 向 量 mw ,，…, a, 表 示 。 因 此 , 增 广 矩 阵 规 范 型 中 第 了 7 列 的 元 素 就 是 和 矩阵 4 中 列 向 
量 wj 在 基 w;,，…， au 上 的 坐标 ; 向 量 已 在 基 ai;,，…， an。 上 的 坐标 为 增 广 和 矩阵 规范 型 最 后 

一 列 的 各 元 素 。 
假设 已 知 方程 4x = 了 的 典 式 表 达 式 。 现 在 考虑 这 样 一 个 问题 ， 如 果 用 某 个 非 基 变 

量 蔡 换 某 个 基 变 量 , 那么 新 的 基 变 量 对 应 的 典 式 表达 式 形 式 如 何 ?” 比如 , 用 非 基 变量 
a,, M<qsn FRESE a,,1<p<m, tha Ska Ja, WR m SABRE
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性 无 关 的 , 这 些 向 基 就 构成 了 一 个 新 的 基 和 矩阵 , 任何 一 个 向 量 都 可 以 表示 成 这 些 新 的 基 向 

量 的 线性 组 合 。 

下 面 计 算 向 量 w ，…，a, 在 新 基 上 的 坐标 。 这 些 坐 标 构成 方程 组 4x = 忌 关于 新 基 的 

增 广 矩阵 规范 型 。 首 先 , 在 原 和 矩阵 上 ，a, 可 以 表示 为 
7 了 了 m 

a, = YiqQi = 5 Yiq@i + YpqAp 
a 

7=1 w= 1 
ifp 

TER, SAMY y,,~ OM, Matdia,,--,a,.,,@,,4,,,, °°, 4,| PKHEAKN, 

该 方程 可 以 求解 得 到 a,: 

工人 如 
oe Yoq | 2 yp aw 

:天 了 

利用 原来 的 增 广 矩阵 , 可 将 任意 向 量 wj(Wm <jfS n) RBA 

ai 三 V11Q1 十 y27Q2 十 十 yjQm 

将 以 上 两 个 方程 联 立 可 得 

用 2 表示 新 的 增 广 矩阵 中 的 元 素 , 可 得 

2 一 2 一 ys t#p 

Upj = bs 
Ypq 

Alike, RFA LEE, BT ARR BSS 5 Pt 2 ES A a, LE 

REI PR ARATE, y,, PRAT RHIC 

FFA ZA OT REE AE SR BRA FIC (py, 9) 的 枢 轴 变换 。 注 意 , 关于 元 素 (p, 9) 

的 枢 轴 变 换 产 生 了 一 个 新 的 抢 阵 , 这 个 矩阵 的 第 g 列 元 素 中 只 有 在 (?, 9) 处 是 1, 其 余 位 

置 都 是 0。 枢 轴 变 换 可 以 由 一 系列 初等 行 变换 得 到 , 详 见 定理 16. 1 的 证 明 过 程 。 

16.4 单纯 形 法 

单纯 形 法 的 思想 是 从 某 基 本 可 行 解 变换 到 另 一 个 基本 可 行 解 , 直到 找到 最 优 基 本 可 行 

解 。16. 3 节 中 讨论 的 增 广 和 矩阵 规范 型 在 单纯 形 法 中 扮演 着 重要 角色 。 

已 知 某 个 基本 可 行 解 : 

一 [my0 0 2320, i=1,---,m 

可 以 等 价 地 表示 为 

£1Q, 十 .… 十 Zmam =b 

16.3 节 讨 论 了 当 基 和 矩阵 的 某 一 烈 发 生 改 变 时 , 如 何 更 新 相应 的 增 广 抢 阵 规范 型 。 也 就 是
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说 , 用 一 个 非 基 向 量 代替 某 个 基 向 量 , 如 何 求解 新 基 下 的 增 广 和 矩阵 规范 型 。 增 广 矩 阵 规范 

型 的 最 后 一 列 是 基本 解 中 的 基 变 量 , 即 z, = yo,i=1,，…, 只 。 基 本 解 不 一 定 是 可 行 解 ， 

因为 基 变 量 可 能 是 负 值 。 在 单纯 形 法 中 , 希望 能 够 从 一 个 基本 可 行 解 变换 到 另外 一 个 基本 

可 行 解 。 这 意味 着 , 在 变换 基 列 向 量 时 , 相应 的 增 广 矩阵 规范 型 的 最 后 一 列 要 保证 是 非 负 

值 。 本 节 将 系统 地 讨论 这 个 问题 。 

在 本 章 接 下 来 的 内 容 中 , 一 律 假设 下 列 方程 的 每 个 基本 可 行 解 都 是 非 退化 的 基本 可 行 

解 。 这 一 假设 只 是 为 了 便于 分 析 。 实 际 上 , 接 下 来 的 所 有 结论 都 可 以 拓展 到 包含 退化 基本 

可 行 解 的 情况 。 

Az=b 

220 

(Boxe Fé TE — ASE o] BE a, +, a, , SEAR =[ 9, +. Yo O, 0, O] 是 可 行 的 , 即 增 广 

KEE RY aI yg (G=1, ++, mM) MATS, PMS MEBA S a, (gq >m) 

成 一 个 基 向 量 。 利 用 当前 的 基 向 量 来 表示 向 量 a,: 

Qd = YigA1 十 y2gQ2 十 … + YmqAm 

上 式 两 边 同 时 乘 以 e > 0: 

EQd = EY1qgQ1 + EY2qgG2 + +++ + €YmgAm 

BE EAR HE x =[Yros ts Yor O, 1, O] PLATTE Ax =b, FAG 

yi0@1 + +++ + Ymo@m = b 已 

将 这 两 个 等 式 联 立 , 并 进行 简单 处 理 , 可 得 

(Yio — EY1q)@i + (Yoo — EY2q)@2+:++ + (Ymo — EYmq)@m + Ea, =b 

显然 , 向 量 

Yio — EYig ] 

Ym0 — EYmgq 

0 

    [0 

是 4x = 刀 的 一 个 解 。s 位 于 第 9 个 元 素 的 位 置 。 如 果 e =0, 那么 对 应 的 就 是 原来 的 基本 

可 行 解 。 当 e 由 0 开始 增 大 时 , 向 量 中 第 g 个 元 素 的 值 逐渐 变 大 。 该 向 量 中 其 他 元 素 的 值 

将 会 随 着 e 的 增 大 而 成 比例 地 增 大 或 减 小 , 这 取决 于 yj 是 负 值 还 是 正 值 。 如 果 s 的 取 值 

足够 小 , 就 会 得 到 一 个 可 行 解 , 但 它 不 是 基本 解 。 随 着 s 的 增 大 , 向 量 中 的 某 些 元 素 会 减 

小 。 当 = 增加 到 某 个 值 时 , 某 个 ( 些 ) 元 素 会 首先 减 小 到 零 ; s 继续 增加 , 另外 一 些 元 素 也 

会 逐渐 减 小 到 零 ; 按照 如 下 方式 , 选择 一 个 最 小 的 e; 

E 一 min{yio/yio :yo > 0} 

这 样 可 使 该 向 量 的 前 和 u 个 元 素 中 首次 出 现 堆 ， 即 得 到 一 个 新 的 基本 可 行 解 。 在 这 个 新 的
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基本 可 行 解 中 , 用 am, 取代 了 原来 的 wa,, 其 中 2 可 以 通过 求解 2 = arg min; | yyie ys > 0| 

得 到 。 至 此 , 得 到 了 一 个 新 的 基 wj ，…，a,，,，a，，…， an，av。 显然, 在 新 基 中 , w, 取 

代 了 原来 的 @, 。 因 此 可 以 说 w, 进 基 , 而 @, 离 基 。 如 果 e =min;|yaVy, :yi > 0} 对 应 的 结果 

不 止 一 个 , 则 说 明 新 的 基本 可 行 解 是 退化 的 , 即 在 这 一 下 , 该 向 量 的 前 7m 个 元 素 中 同时 

出 现 了 两 个 或 两 个 以 上 的 零 元 素 , 此 时 可 选 定 任 一 零 元 素 对 应 的 列 向 量 为 离 基 向 量 。 如 果 

yi 中 没有 正 值 , 那么 向 量 [yi。- sg wy， Yo —EYng 0,…，s,…，,，0] 中 的 元 素 会 随 着 se 

的 增 大 而 增 大 (或 保持 不 变 ) , 也 就 是 说 , 无 论 s 的 取 值 有 多 大 , 都 不 会 得 到 新 的 可 行 解 。 

这 意味 着 , 可 行 解 中 存在 着 无 穷 大 的 元 素 , 即 可 行 集 0 是 无 界 的 。 

到 目前 为 止 , 已 经 掌握 了 从 一 个 基 抢 阵 到 另外 一 个 基 和 矩阵 的 变换 方法 ,而 且 还 能 够 保 

持 基本 解 的 可 行 性 。 但 是 , 这 一 变换 的 前 提 是 能 够 提前 确定 进 基 向 量 。 为 了 能 够 实施 单纯 

形 法 , 还 需要 思考 另外 两 个 问题 , 一 是 如 何 选 择 进 基 向 量 ; 二 是 如 何 找到 一 个 停止 准则 ， 

即 找到 一 种 判断 基本 可 行 解 是 否 为 最 优 解 的 方法 。 假 定 已 经 找到 一 个 基本 可 行 解 , 单纯 形 

法 的 主要 思想 就 是 从 一 个 基本 可 行 解 (集合 0 中 的 极点 ) 转 移 到 另外 一 个 基本 可 行 解 , 使 

得 目标 函数 值 变 得 更 小 。 由 于 可 行 集中 极点 的 个 数 是 有 限 的 , 因此 一 定 能 在 有 限 的 变换 步 

又 内 找到 最 优 解 。 

通过 更 新 增 广 和 矩阵 规范 型 , 可 以 从 集合 Q 中 的 一 个 极点 转移 到 其 相 邻 极点 。 从 使 得 

目标 函数 值 下 降 的 角度 出 发 , 究竟 应 该 转移 到 哪个 极点 ? 何 时 停止 转移 操作 ? 下 面 将 针对 

这 两 个 问题 展开 讨论 。 考 虑 基本 可 行 解 : 

[580 = [no gmo,0 ,0 

其 对 应 的 增 广 矩阵 规范 型 的 前 和 mo 列 是 单位 和 矩阵。 对 于 可 行 解 之 , 目标 函数 值 为 
z 一 Cl 十 coZ2 十 .… 十 cnZn 

因此 , 对 于 以 上 基本 解 ， 目 标 郴 数值 为 
工 

Z= % 一 CB58B 三 Cl1V10 十 :十 cmymno 

其 中 ， cp = [ct,ca，……，cm]。 

为 了 考察 基本 可 行 解 改 变 时 目标 函数 值 的 变化 , 假设 选择 第 g(7% <g< ?) 列 向 量 进 

人 基 抢 阵 。 为 了 更 新 增 广 和 矩阵 规范 型 , 令 Dp =arg min;1ya/uyir yi > 91, © =Yyo/Yog WH 

的 基本 可 行 解 为 

| no 一 se] 

Vm0 — EYmg 

0 

    | 698 

注意 , 该 列 向 量 中 的 第 g 个 元 素 是 =, 第 p 个 元 素 是 0。 不 难看 出 , 也 可 以 采用 16.3 节 中 

的 枢 轴 方程 得 到 这 个 基本 可 行 解 。 枢 轴 方 程 为
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Vij = 2 — va 天 了 

/ Ypj 
Ypj = Ya 

其 中 , 8 q Fi el et AEE, 第 p 列 向 量 离 开 基 矩阵 [ 以 元 素 (p, g) 作为 枢 轴 元 素 ] 。 新 

的 增 广 和 矩阵 规范 型 的 最 后 一 列 就 是 此 时 对 应 的 基 变 量 。 

这 个 新 的 基本 可 行 解 对 应 的 目标 枯 数 值 为 

z= 1 (410 — Yig&) + +--+ Cm(Yma — Yrngé) 十 coe 
= 29 + [eg — (e1Yig +--+ + CmYmag IE 

其 中 ， By =O + 8 + Cn mo> 令 

29 一 Cl1V19 十 … + CmYm|g 

故 有 
z= 29 + (Cg — 2g) 

42z-2,=(c,-2,)e <0, 说明 新 的 基本 可 行 解 对 应 的 目标 函数 值 变 小 了 ( 即 z <zo ) 。 

因此 , 如 果 c, - sx < 0, 则 说 明 m 加 入 基 矩 阵 后 , 目标 函数 值 变 小 了 。 
反 过 来 , 如 果 对 于 所 有 的 g = +1,，…, ?都 有 c, -zuv 关 0, 那么 可 以 证 明 , 这 个 基本 

可 行 解 就 是 最 优 解 。16. 1 节 已 经 提 到 过 , 4x = 刀 的 任何 解 都 可 以 表示 为 

0 Zp 

对 于 某 个 xp = [zw ，…， zj] se 展 "” ,采用 和 上 面 类 似 的 计算 方法 , 可 以 得 到 目标 函 

数值 为 

c 2 一 2z0 十 Ss; (c, — 24) 2; 
?一 mm 十 1 

其 中 , 2 =cl +… +cngowy = +T，…,， 72。 对 于 任意 一 个 可 行 解 , 都 满足 zi;>>0, 1= 

1，.…, ?1。 因 此 , 如 果 对 于 所 有 = +1,…, ?2, 都 有 c, -2z;=0, 那么 任意 可 行 解 x 都 不 

可 能 使 目标 函数 值 cx 小 于 z。 

4&r,=O(i=l, +, m), 7, = ci-2(0= 人 +1,， 0), WRT AB i PEM RR 

或 相对 价值 系数 出。 注意 , 基 变 量 的 检验 数 等 于 零 。 

以 上 分 析 可 以 归纳 得 到 如 下 结论 。 

定理 16.2 基本 可 行 解 是 最 优 解 ， 当 且 仅 当 相 应 的 检验 数 都 是 非 负 的 。 口 
这 样 , 可 以 得 到 单纯 形 法 的 基本 步 又 。 
单纯 形 法 的 算法 如 下 所 示 。 
1. 根据 初始 基本 可 行 解构 造 增 广 和 矩阵 规 范 型 ; 
2. 计算 非 基 变 量 的 检验 数 ; 

人 ”国内 有 关 教 材 通 常 称 其 为 检验 数 ,， 为 了 与 国内 的 常用 说 法 保持 一 致 . 接 下 来 如 无 特别 说 明 , 都 将 其 称 为 检验 
数 ， 一 一 译 者 注
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3. 如 果 对 于 所 有 了 都 有 信 0, 则 停止 运算 ,当前 基本 可 行 解 即 是 最 优 解 ; 否则 , 进入 
下 一 步 ; 

4. 从 小 于 零 的 检验 数 中 选择 一 个 检验 数 m < 0; 
5. 如 果 不 存在 ys > 0, 则 停止 运算 , 问题 有 无 界 解 ; 否则 , 计算 PP = arg min, | y,5/Yy,,: 

ya > 01; 如 果 求 解 得 到 多 个 满足 条 件 的 下 标 交 则 令 p 等 于 最 小 的 下 标 值 。 
6. 以 元 素 (D,，4 ) 为 枢 轴 元 素 进 行 权 轴 变换 , 更 新 增 广 托 阵 规 范 型 ; 
7. 转 到 步骤 2。 

下 面 给 出 一 个 关于 单纯 形 法 的 定理 , 该 定理 实际 上 已 经 在 前 面 的 讨论 中 证 明 过 了 。 

定理 16.3 假定 某 个 标准 形式 的 线性 规划 问题 存在 最 优 可 行 解 , 利用 单纯 形 法 进行 

求解 ， 当 求解 过 程 终 止 时 ,最 后 一 步 得 到 的 检验 数 全 部 非 负 ,那么 此 时 的 基本 可 行 解 就 是 

最 优 解 。 口 

例 16.2 采用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 ( 见习 题 15. 10) : 

maximize 2z1 + 522 

subject to 2, <4 

ro <6 

m1 +22 <8 

L1,22 20 

引入 松弛 变量 ,将 该 问题 转换 为 标准 型 : 

minimize —22, 一 572 —Ox3 一 024 一 075 

Subject to zy +23 = 4 

2 十 24 = 6 

x1 +29 +z, = 8 

X11, Ze, Z3, 24， Z5 0 

相应 的 增 广 拭 阵 规范 型 为 

Q, @2 @3 Q4 Gs; 

1 oO 1 0 0 

0 1 0 1 0 

1 1 0 0 1 

可 以 看 出 ， 增 广 给 阵 规范 型 中 的 单位 短 阵 并 未 在 前 3 列 。 可 以 通过 调整 该 增 广 天 阵 中 的 列 

向 量 的 排列 顺序 ,使 增 广 天 阵 的 前 3 列 恰好 构成 一 个 单位 矩阵 。 实 际 上 , 从 计算 的 角度 来 

看 , 这 并 非 必要 。 

该 问题 的 初始 基本 可 行 解 为 

b 

4 

6 

8 

x = [0,0,4,6,8]" 

5RE a, a fo oA ME a, af a, HRPM, HREM B=[a,, a, 
a, ] =I;. 

HGRA YAR 0 BH 2 =0, HERES 2 for MEEK, 

ry = C1 — 21 = C1 — (cay + Cayor 十 c5yal) = —2 

T2 = Cg — 22 = C2 — (egy 十 c4y22 + c5Y32) = —5
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希望 能 够 找到 一 个 相 邻 的 基本 可 行 解 ， 以 使 目标 函数 值 变 小 。 如 果 这 样 的 解 不 止 一 个 ,， 则 

希望 能 够 找到 相应 目标 函数 值 最 小 的 相 邻 基本 可 行 解 。 通 常 的 做 法 是 ,选择 念 中 的 最 小 
值 , 令 其 对 应 的 列 向 量 @j 作 为 进 基 向 量 ( 例 16.18 介 绍 了 另 一 种 选择 列 向 量 进 入 基 撼 阵 的 

方法 ) 。 在 这 个 例子 中 , 向 量 ms 成 为 进 基 向 量 ， 即 选择 @ 为 新 的 基 列 向 量 ; 然后 , 计算 也 

=arg min | yio/ys: Wi > 0| =2。 接 下 来 ,采用 枢 轴 方程 更 新 增 广 和 给 阵 规范 型 : 

2 = Vy — be 1 天 2 

uy, = 72 
Y22 

Ff Bl Bf 9938 EMI A 

al az as ad as 
1 O 1 0 0 

0 1 0 0 

1 QO O -1 1 2 

可 以 看 出 ，Qs 进 基 ，a4 离 基 。 相 应 的 基本 可 行 解 为 Y=[0,6,4,0,2] 。 非 基 向 量 的 检验 

HA 
a
 

»
 

Oo 

T) =e, 一 2 一 一 2 

T4 = C4 —- 24 = 5 

BAr, = -2 < 0, 所 以 当前 解 不 是 最 优 解 ,选择 向 量 @ 为 进 基 向 量 ， 可 使 目标 函数 值 变 
小 。 以 元 素 (3, 1) 为 枢 轴 元 素 ， 开 展 枢 轴 变换 ， 更 新 增 广 矩阵 规范 型 ， 可 得 

al QQ @3 @, as 6b 

0 0 1 1 -1 2 

0 1 0 1 0 6 

1 0 0 -1 1 2 

#0 LRA ARR A x =[2,6,2,0,0]', 非 基 变 量 检验 数 为 

74 一 cd 一 2 一 3 

T5 一 C5 一 25 一 2 

由 于 所 有 的 检验 数 都 是 正 值 ， 当 前 的 基本 可 行 解 Y=[2,6,2,0,0] CARH, Ast, 

原 问题 的 解 是 2i =2， xz =6， 目 标 函数 值 是 34。 = 

由 例 16.2 可 以 看 出 , 可 以 采用 单纯 形 法 求解 任意 规模 的 线性 规划 问题 。 为 了 提高 计 

算 效 率 , 下 一 节 将 讨论 单纯 形 法 的 矩阵 形式 。 

16.5 ”单纯 形 法 的 矩阵 形式 _ 

考虑 线性 规划 的 标准 型 
minimize c'a 

subject to Ag =b 

220 

& AAT m FER, LES [OAT om xm EARS B, A MARR 

Smx(n-m) 4D, HHA RA ANE Ae" = [e,,c,], 那 么 , 该 线性 规划
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问题 可 以 表示 为 

minimize Chap + cpzp 

eB subject to [B,D] x 
D 

  

| = Brg+ Dzp=b 

@p 20, zp 20 

WR x, = 0, BAx=([x},,x),] = [xs5,0]7 是 关于 基 召 的 基本 可 行 解 。 显 然 , 基 变 量 

Xp = 加 -3,， 故 基本 可 行 解 为 

ze "| 
0 

2Z0 = cpB'b 

HH, Wx, + 0, BAx= [x,,x,]' REBAB, IN, x, TURN 

ee =B 'b-B'Dzp 

相应 的 目标 函数 值 为 

相应 的 目标 函数 值 为 

2 一 Chex + Cpzp 

_ Trp) 一 1 T 
=c,(B b-B Dap) +cpzp 

=c,B'b+(ep—epB'D)zp 

定义 

rh 一 cp 一 cg 也- 姜 

可 得 
2 三 20 十 7DZD 

向 量 r 中 的 元 素 是 非 基 变量 的 检验 数 。 
如 果 靖 关 0, 那么 关于 基 瑟 的 基本 可 行 解 就 是 最 优 解 。 另 一 方面 , 如 果 ro 中 存在 负 

数 , 则 可 以 通过 将 xp 中 相应 的 值 从 零 变 为 正 数 , 使 目标 函数 值 变 小 , 即 变换 基 矩 阵 。 
基于 以 上 分 析 , 接 下 来 构造 单纯 形 法 的 矩阵 形式 。 在 增 广 矩阵 [4, bj] 的 底部 增加 一 

行 价值 系数 向 量 ec ,如 下 式 所 示 : 
A b]|_ [B Db 
c’ O| Jef ef 0 

该 矩阵 称 为 线性 规划 的 单纯 形 表 , 该 单纯 形 表 包 CREA TAS 

对 单纯 形 表 进行 初等 行 变 换 , 将 其 中 的 增 广 矩阵 [4, p] 变 换 为 规范 型 ,等同 于 对 单 

纯 形 表 左 乘 矩阵 

BO 
07 1 

和 0 1|lecg cp ee 0 

可 得



第 16 章 单纯 形 法 247 
  

对 以 上 单纯 形 表 进 行 初等 行 变换 , 使 得 与 基 列 向 量 相对 应 的 最 后 一 行 元 素 变 为 零 。 这 等 同 

于 对 单纯 形 表 左 乘 矩阵 

I, 0 
—ch 1 

可 得 

I, 0] |In BD Bb) |Tm B'D B™'b 
-ep \jle, ef 0 | 10° ef-ce}B'D -cZB™'b 

APPA RERT HE BEM, HER, RINT m PICK Bb 就 是 关 

FE BHRES, RAT, ¢c, -c,BDERRR, -c,B'b 是 当前 基本 可 行 解 下 

目标 函数 值 取 负 后 的 结果 。 

对 于 线性 规划 问题 ,选择 不 同 的 基 列 向 量 ,可 以 得 到 不 同 的 标准 单纯 形 表 。 如 果 两 个 

基 矩 阵 只 相差 一 个 列 向 量 , 则 应 如 何在 这 两 个 基 矩 阵 对 应 的 标准 单纯 形 表 之 间 相 互 转换 ? 

正如 前 面 分 析 的 , 可 以 采用 初等 行 变换 的 方法 来 完成 该 变换 , 该 过 程 称 为 标准 单纯 形 表 的 

更 新 过 程 。 注 意 , 更 新 单纯 形 表 与 更 新 增 广 和 矩阵 规范 型 可 以 采用 相同 的 更 新 方程 , 即 
Ypj 。 

Vig = Vig — “ig, TAD 
yp 9 

1 2Vpi 

yp7 二 
Ypq 

其 中 , yw 和 2 分别 表 示 原 增 广 矩阵 规范 型 和 更 新 后 的 增 广 矩 阵 规范 型 中 (1, 7) 处 的 元 素 。 

单纯 形 表 为 单纯 形 法 提供 了 一 种 便捷 的 实现 方式 , 在 更 新 单纯 形 表 的 过 程 中 , 可 以 同 
时 得 到 基 变 量 和 检验 数 。 此 外 , 单纯 形 表 的 右 下角 还 给 出 了 ( 取 负 后 的 ) 目标 珊 数 值 。 下 

面 的 例子 将 介绍 单纯 形 表 的 使 用 方法 。 

例 16.3 考虑 如 下 线性 规划 问题 : 

maximize 7x, + 6x2 

subject to 22; +22 <3 

ay +47. <4 

11,22 20 

为 了 能 够 应 用 单纯 形 法 ， 首 先 需 要 将 该 问题 转换 成 标准 型 。 将 目标 方程 乘 以 - 1， 把 极 大 
化 变 成 极 小 化 ,并 且 引 入 两 个 非 负 松弛 变量 引 和 和 巡 ， 由 此 可 得 单纯 形 表 ， 

@, @ a3 ar b 

2 1 1 0 3 

1 4 0 1 4 

c' -7 -6 0 0 0 

注意 ， 它 已 经 是 关于 基 [ a, ，a,] 的 标准 单纯 形 表 。 因 此 ,最 后 一 行 包 含 了 检验 数 ， 最 右 一 
列 包 含 了 基 变 量 的 值 。 因 为 = -7 是 最 小 的 检验 数 ,所 以 选择 w 为 进 基 向 量 。 分 别 计算 
YoY =8/2 F Yoo/Yo, =40 AF Y/Y <Yn/Yar, Kp =arg Min, | Yg/Yni Yn >O} =1, 以 

单纯 形 表 中 (1, 1) 处 的 元 素 作 为 枢 轴 元 素 ,得 到 第 二 个 单纯 形 表 ，



248 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

人 一
 3 0 

1 Oo 

N
I
N
E
 

N
R
 

cn 

[N
N 

wl
on
ai
co
 

—_5 了 
2 2 

EGARABARP, RAT ARH, Ast, q=2( +a, AHAGE). AA 

Yio _ 3 yoo _ 
V12 yoo 87 

可 得 六 =2。 以 该 单纯 形 表 中 (2, 2) 处 的 元 素 作 为 枢 轴 元 素 ,， 得 到 第 三 个 单纯 形 表 : 

10 
01 -2 

00 2 

由 于 这 一 单纯 形 表 的 最 后 一 行 全 部 非 负 , 所 以 对 应 的 基本 可 行 解 就 是 最 优 的 。 因 此 ，2i1 = 

8/7, zs =5/7，2 =0,， zi =0 是 线性 规划 标准 型 的 最 优 解 ， 相 应 的 目标 函数 值 是 -86/7。 
原 问 题 的 最 优 解 是 i =8/7，xa =5/7， 相 应 的 目标 函数 值 是 86/T。 a 

采用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 , 有 可 能 会 产生 退化 的 基本 可 行 解 。 在 这 种 情况 下 ， 

2aV2yiz 的 最 小 值 是 零 。 这 样 , 选择 (2, g) 处 的 元 素 作为 枢 轴 元 素 进 行 枢 轴 变换 之 后 ,虽然 

基 拖 阵 改 变 了 , 但 是 基本 可 行 解 没 有 改变 (仍然 是 退化 的 ) 。 如 果 初 始 基 和 抢 阵 对 应 的 是 一 

个 退化 解 , 几 次 迭代 后 可 能 会 再 次 回 到 该 退化 解 , 初始 基 矩 阵 将 再 次 出 现 。 整 个 过 程 将 会 

无 限 重 复 ,导致 循 环 。 这 种 情况 虽然 很 少见 , 但 显然 是 不 希望 出 现 的 。 针 对 这 一 问题 , 布 

兰 德 提 供 了 一 种 选择 g 和 2 的 简单 规则 , 它 可 以 解决 循环 的 问题 ( 见习 题 16. 18 ) : 

q = min{i: r; < 0} 

p= mint] : ¥j0/Yjq = min{Yi0/Yig ? Yig > OF} 

Oo 
N
O
T
 

AT
ID

 

~ 
|B
 ~

al
en
 ~

I1
00
 

16.6 两 阶段 单纯 形 法 

单纯 形 法 需要 从 一 个 标准 的 单纯 形 表 开始 运算 ， 也 就 是 说 ,需要 一 个 初始 基本 可 行 

解 。 如 果 采 用 穷 举 法 寻找 初始 基本 可 行 解 , 则 需要 任 选 wm 个 基 列 向 量 , 并 将 单纯 形 表 转 

换 成 标准 形式 。 当 最 右边 的 列 向 量 是 正 值 时 , 就 会 得 到 一 个 (初始 的 ) 基本 可 行 解 。 否 则 ， 

就 需要 更 换 基 矩阵， 重新 开始 计算 。 整 个 穷 举 过 程 可 能 需要 尝试 ”次 ， 因 此 并 不 实用 。 

某 些 线性 规划 问题 有 明显 的 初始 基本 可 行 解 。 比 如 , 引入 和 wm 个 松弛 变量 za ,za ，… ,zw 

Ja, SRAM Ax <b BME. 

[A, Irn] A =b, | >0 

其 中 , z =[z 2 ] 。 显 然 , 可 选择 初始 基本 可 行 解 为 

I 
并 且 , 基 变 量 都 是 松弛 变量 。 这 与 16.5 节 的 例 16. 3 的 情形 一 致 。
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考虑 线性 规划 问题 的 标准 型 : 

minimize e!@ 

subject to Aw =b 

z>0 

初始 基本 可 行 解 通常 并 不 是 显而易见 的 。 因 此 , 为 了 利用 单纯 形 法 求解 一 般 形 式 的 线性 规 

划 问 题 , 需要 设计 一 种 系统 化 的 方法 来 寻找 初始 基本 可 行 解 。 对 于 标准 形式 的 线性 规划 问 

题 , 可 构造 相应 的 人 工 问 题 ， 

minimize y; +y2+---+Ym 

subject to [A, Im] =b 

sl 
Hh, y =(y,,-~.y,] 是 由 人 工 变量 构成 的 人 工 向 量 。 注 意 ,， 人 工 问 题 有 一 个 明显 的 初 
始 基本 可 行 解 ; 

b 

因此 , 可 以 直接 采用 单纯 形 法 求解 该 问题 。 

命题 16.1 原 线 性 规划 问题 存在 基本 可 行 解 ， 当 且 仅 当 相 应 的 人 工 问题 存在 一 个 使 

目标 函数 值 为 0 的 最 优 解 。 口 

证 明 : 

必要 性 。 原 问题 存在 一 个 基本 可 行 解压 ,向 量 [xY ,07]7 则 是 人 工 问 题 的 基本 可 行 

解 。 显 然 ， 在 该 解 下 , 人 工 问 题 的 目标 函数 值 是 0。 因 此 , 它 就 是 人 工 问题 的 最 优 解 ， 因 为 

没有 使 目标 函数 为 负 值 的 可 行 解 。 

充分 性 。 假 设 人 工 问 题 存 在 一 个 使 目标 函数 值 为 0 的 最 优 解 。 那 么 , 这 个 最 优 解 一 定 

BR[x', OT] MBA, BP xS0, RAALMMMMRAE, TRAV Hd KZ, LE 

ha x RRM TAT, FRR Ma RA (LEI), THR 

定 存在 基本 可 行 解 。 = 

假设 原 问题 存在 基本 可 行 解 , 采用 单纯 形 法 求解 人 工 问题 得 到 的 最 优 解 对 应 的 目标 函 

数值 为 0。 根 据 以 上 证 明 过 程 可 知 , 在 人 工 问题 的 最 优 解 中 , 所 有 Wi =0, 守 =1,…,。 因 
此 ,如 果 不 考 虑 可 能 存在 的 退化 解 , 可 认为 基 变量 包含 在 前 双 个 元 素 中 , 即 任何 一 个 人 工 

变量 都 不 是 基 变量 , 那么 前 ?个 元 素 就 构成 了 原 问 题 的 一 个 基本 可 行 解 。 如 此 一 来 , 就 可 

以 将 这 个 基本 可 行 解 (从 人 工 问题 的 最 优 解 中 删除 与 人 工 变量 对 应 的 元 素 ) 作为 原 问题 的 

初始 基本 可 行 解 。 因 此 , 通过 引 和 人 人工 变 量 , 可 以 采用 两 阶段 单纯 形 法 求解 一 般 形 式 的 线 

性 规划 问题 。 在 第 工 阶段 , 引入 人 工 变量 , 构造 人 工 目 标 函 数 , 找到 基本 可 行 解 。 在 第 
2 阶段 , 将 第 工 阶 段 得 到 的 基本 可 行 解 作 为 初始 条 件 , 采用 单纯 形 法 求解 原 问题 。 两 阶段 

单纯 形 法 如 图 16.1 所 示 。 
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例 16.4 考虑 线性 规划 问题 : 1 

minimize 22, + 3z2 第 2 阶段     Y 第 1 阶段 
subject to 4z1 十 2za 三 12 ( 找到 最 优 解 ) !( 找到 基本 可 行 解 ) 

{ 

1 十 472 过 6 

21,% 20 

首先 ,引入 剩余 变量 ， 将 问题 改写 为 标准 型 : 

minimize 22; + 322 

subject to 421 + 2x9 — 43 = 12 

T1 十 472 一 24 一 6 

7 4 之 0 图 16.1 两 阶段 单纯 形 法 
没有 明显 的 基本 可 行 解 ,单纯 形 法 无 法 开展 。 因 

此 ,， 采 用 两 阶段 单纯 形 法 。 

第 1 阶段 ; 引入 人 工 变量 妨 ，26 达 0, 构造 人 工 目 标 函 数 as +Ws， 可 得 人 工 问 题 的 单纯 

形 表 : 

最 优 解 

可 行 集 

Cl QQ2 03 G4 05 as b 

4 2 -1 0 1 0 12 

1 4 0 -1 0 1 6 

ec’ 0 0 0 0 1 1 0 

更 新 单纯 形 表 的 最 后 一 行将 其 变换 成 标准 形式 

al az aa ad Gs dg bb 

4 2 -1 0 1 0 12 
1 4 0 -1 0 i 6 

-5 -6 1 1 0 0 -18 

由 于 检验 数 存 在 负 值 , 因此 该 单纯 形 表 中 的 基本 可 行 解 不 是 最 优 解 。 利 用 单纯 形 法 开展 基 

变换 ， 可 得 新 的 单纯 形 表 ; 

pon babs 
4521 404 2 -- 90 1 -2 0 8 -9 

检验 数 中 存在 负 值 ， 意 味 着 仍 未 得 到 最 优 基本 可 行 解 。 再 次 进行 基 变 换 后 得 到 

big 4a a eG 
Ol a -F -j 7 7 
00 0 0 1 1 0 

所 有 的 检验 数 都 非 负 , 因此 当前 的 基本 可 行 解 是 最 优 解 ， 且 两 个 人 工 变 量 对 应 的 列 向 量 都 

已 经 不 在 基 撼 阵 中 。 接 下 来 转 到 第 2 阶段 。 

第 2 阶段 : 在 第 1 阶段 得 到 的 单纯 形 表 中 ,删除 与 人 工 变量 相关 的 列 向 量 。 价 值 系数 

以 原 问 题 的 目标 函数 为 准 ， 可 得 

al CQ a3 a, Ob 
2 1 18 

1 2 eb 
0 lo wy -F F 

ec’ 2 3 0 0 0
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对 最 后 一 行进 行 初 等 变换 , 使 得 与 基 向 量 相对 应 的 最 后 一 行 元 素 为 0, 将 单纯 形 表 转换 成 

标准 形式 : 

co 
Cc 

Fr 

o
r
 

&
 

s
l
e
s
,
 

可 以 看 出 ， 所 有 检验 数 都 是 非 抽 的 ， 因 此 最 优 解 是 
18 6 T 

t= | 7， 0, | 

A AR KY RAB 54/7, a 

16.7 修正 单纯 形 法 

” 当 采 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 的 标准 型 (4 A om x n SME) IY, RSH, GOR om 

远 小 于 7%, 那么 在 绝 大 多 数 情况 下 , 枢 轴 变换 仅仅 涉及 和 矩阵 4 的 一 小 部 分 列 向 量 。 但 是 ， 

一 次 枢 轴 变 换 需 要 更 新 单纯 形 表 中 的 所 有 列 向 量 。 如 果 44 的 某 一 列 在 整个 求解 过 程 中 从 

来 没有 成 为 过 进 基 向 量 , 那么 对 该 列 向 量 的 所 有 计算 都 是 多 余 的 。 因 此 ,如果 和 远 小 于 

n, 那么 对 4 中 大 多 数列 向 量 的 计算 都 是 无 用 的 。 修 正 单纯 形 法 能 够 避免 这 些 无 用 的 计 

算 ,， 降低 了 求解 最 优 解 的 计算 量 。 

考虑 单纯 形 法 的 某 次 迭代 , 令 吾 是 由 4 的 列 向 量 组 成 的 当前 基 和 矩阵 , 刀 是 由 4 的 其 

余 列 向 量 组 成 的 非 基 和 矩阵。 在 这 次 迭代 中 , 对 单纯 形 表 所 进行 的 一 系列 初等 行 变 换 ( 由 气 

MEE, SN) St POs B.D Alb ARB HEL, By; SARA A 

召 -5。 这 表明 , 为 了 得 到 当前 的 基本 可 行 解 , 不 必 计 算 吾 -万 ; 如 一 才 是 唯一 需要 的 。 在 

修正 单纯 形 法 中 , 并 不 计算 召 - 九 , 而 是 仅仅 追踪 基 变 量 和 修正 的 单纯 形 表 [ 吾 ,一 5]。 

注意 , 该 单纯 形 表 是 ym x (7 +1) 抑 阵 ,， 原单 纯 形 法 的 单纯 形 表 是 mm x (% +1) 和 矩阵。 下 面 

说 明 如 何 更 新 修正 的 单纯 形 表 。 假 设 w, 是 进 基 向 量 , Oy, =Ba,, yy =[Yus Yom] 

=B°'b filp =arg min; | yo/yis yi >01 (与 单纯 形 法 相同 ) 。 构 造 增 广 修正 单纯 形 表 

[ 互 ， go， 2 ， 以 最 后 一 列 的 第 p 个 元 素 作 为 枢 轴 元 素 进行 枢 轴 变 换 。 进 行 这 一 变换 之 

后 得 到 一 个 新 的 矩阵 , 矩阵 的 前 Ya +1 列 构成 了 更 新 的 修正 单纯 形 表 ( 删 除 更 新 的 增 广 修 

正 单纯 形 表 的 最 后 一 列 ， 就 可 以 得 到 更 新 的 修正 单纯 形 表 ) 。 很 容易 解释 这 一 点 。 将 召 ” 

GAB =E,,--,E,, FARM E, AN EMER (EL, yu, =e, Em xm 单位 矩阵 的 

5p Fil tlt), FAME EB, 4 

1 —Y1q/Ypq 0 

By = 1/Upq 

0 ~Yina/ Yee | 1 

Aextix— PRA R , ASE IA AER, BC, BiYo, erplo & Brym 4s,
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则 Brew =E,., rt Bo 注意 ， Byow =E,,,B' ， 并 且 与 By AEX ES BH Yonew =E,.; 

Hoo 因此 ， 更 新 的 单纯 形 表 的 确 为 [ 吾 、 ， Yonew | = [E,..B", E90] 9 

总 结 以 上 讨论 , 可 以 得 到 修正 单纯 形 法 的 如 下 算法 步骤 。 

修正 单纯 形 法 

1. 针对 初始 基本 可 行 解 构造 修正 的 单纯 形 表 [ 吾 … ,Bo ] ; 

2. 计算 当前 的 检验 数 : 

r 一 cD 一 入 万 

其 中 ， 

A' =c,B" 

3. MERA 7 APA 7,20 Boor, WRAL, SRE TRC Ee, 

4. ANF SAY RE ERE — TP BY BK 7, < (0, HE 

¥,= 已 -ia 

5. 如 果 不 存在 ys >0, 则 算法 停止 , 问题 有 无 界 解 ; 否则 , 计算 

p = arg min;l yo/ :2 > 01 

6. 构造 增 广 的 修正 单纯 形 表 [ 怠 -:，8y，8。]， 以 最 后 一 列 的 第 p 个 元 素 作 为 枢 轴 元 

素 , 开展 枢 轴 变 换 , 由 新 得 到 的 增 广 修正 单纯 形 表 的 前 mm +1 列 组 成 更 新 的 修正 单 

纯 形 表 (删除 增 广 修正 单纯 形 表 的 最 后 一 列 ) 。 

7. 返回 步骤 2。 

PR RAM AAS ry, RAMP. Br, =c, -c,B'D, tithe, B'DAY, 

有 两 种 不 同 的 计算 顺序 , a A(e,B')D she, (B'D), HeLEBSBAHRA, Ae 

是 矩阵 与 矩阵 相 乘 之 后 , 再 进行 向 量 与 矩阵 的 相 乘 。 显 然 , 第 一 种 计算 方法 更 高 效 。 

与 单纯 形 法 类 似 , 可 以 采用 基于 修正 单纯 形 法 的 两 阶段 法 求解 线性 规划 。 具 体 来 说 ， 

就 是 采用 第 1 阶段 得 到 的 修正 单纯 形 表 作为 第 2 阶段 的 初始 单纯 形 表 。 接 下 来 举例 说 明 。 

例 16.5 采用 修正 单纯 形 法 求解 线性 规划 : 

maximize 327; 十 5z2 

subject to 2, +22 <4 

5x, + 3272 = 8 

21,22 20 

首先 ,引入 1 个 松弛 变量 和 1 个 剩余 变量 , 将 该 问题 改写 为 标准 型 

minimize 一 371 一 572 

subject to 2; +22+23=4 

521 + 34g — 24 = 8 

T1 24 20 

该 问题 没有 明显 的 基本 可 行 解 ， 因 此 应 采用 两 阶段 单纯 形 法 。 

BUMMER: 引入 人 工 变量 各， 构造 人 工 目 标 函 数 巡 ,得 到 人 工 问 题 的 单纯 形 表 为
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Ql CQ2 3 Gd Gs 

1 1 1 0 O 4 

5 38 O -1 1 8 

ec’ 0 0 0 0 1 0 

由 初始 基本 可 行 解 和 相应 的 召开, 利用 修正 单纯 形 法 开展 计算 ， 可 得 如 下 修正 单纯 形 表 : 

决策 变量 BB! yy 

履 3 1 0 4 

ws 0 1 8 

计算 

入 一 cp 瑟 - = 10,1] 

rh =ep —A' D = (0,0,0] — [5, 3, —1] = [-5, -3, 1] = [ri r2, 74] 

Ar, LR) OREK, Huh a, FAHAAS, ty, =B'a,, tH y, -a,, 得 

Bl Ho > AE ED BIG R 

RREF B' yw 纺 
©3 104 1 
x5 01 8 5 

计算 D =arg min; 1yao/yis is >01 =2， 以 最 后 一 列 的 第 2 个 元 素 作为 枢 轴 元 素 , 进行 枢 轴 

变换 ,得 到 更 新 的 修正 单纯 形 表 : 

决策 变量 再 yo 
1 12 

mo 
Ly 0 5 5 

再 次 计算 

dA" =e,B' = (0,0) 

rp =¢p- A'D= [0,0, 1] = [ra, ra, 75] =O" 

检验 数 全 部 非 负 , 因此 人 工 问 题 的 最 优 解 是 [8/5, 0, 12/5, 0, 0] ,第 2 阶段 的 初始 基本 

4418/5, 0, 12/5, 0)", 

第 2 阶段 : 原 问题 (标准 型 ) 的 单纯 形 表 为 

al Ga aa a, 5b 

1 1 1 0 14 
8 5 3 0 -! 

el -3 -5 0 0-0 

采用 第 1 阶段 得 到 的 修正 单纯 形 表 作 为 第 2 阶段 的 初始 修正 单纯 形 表 ,计算 

A’ =c;B™! = (0,-3] | 7 = | 
工 
5 

3/]1 0 16 3 
rp = eh —irA'D = [—5, 0] 一 | 上 1 = -=. -;| = [r2, 74] 

ta, KH#ROE, ty, -B a, 得 到
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决策 变量 Bo Yo 

£3 1 一 12 

n
 

5 
1 8 

Ly 0 5 5 

此 时 ,，2D =2， 以 最 后 一 列 的 第 2 个 元 素 作 为 枢 轴 元 素 ， 开 展 枢 轴 变 换 得 到 更 新 的 修正 单纯 

WR: 

c
n
|
 一
 

cr
ie
s 

cr
it
s}
 &
 

AREF B yo 
1 4 

wt 1-3 3 
m oF | 

计算 

  

z 1-3 3 
m 0 F fA 

更 新 单纯 形 表 ， 得 到 

决策 变量 万 30 
4 3 一 1 4 

ZL 1 0 4 

计算 
A’ =c,B™ = [0, 一 5 | 了 = [-5, 0] 

rp =ep —A'D = [-3,0] — [-5, 0] 3 1 = [2,5] = [ri,r3] 

检验 数 都 是 正 值 。 因 此 ，[0, 4, 0, 4] "是 最 优 解 ， 原 问题 的 最 优 解 为 [0, 4] 7 。 a 

习题 

16.1 本 题 考查 矩阵 的 初等 行 变 换 和 秩 的 概念 。 
a. 利用 初等 行 变换 将 矩阵 4 变换 成 上 三 角 型 矩阵 , 并 求 矩 阵 的 秩 ; 

1 2 -1 3 2 

2-1 3 01 

3 1 2 3 3 

1 2 3 112 

b. 采用 初等 行 变换 将 矩阵 4 变换 成 上 三 角 型 矩阵 , 然后 根据 ? 的 值 讨论 矩阵 的 秩 。 

1 y -1 2 

2-1 y #5 

1 10 -6 1 

A= 

A= 
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16.2 

16.3 

考虑 线性 规划 的 标准 型 : 

minimize 221 —z2—2z3 

subject to 32; +22+74=4 

Gz, + 272+ 734+24 =5 

£1.%2,73, 24 20 

. BAH A, b Fle; 

. BEE eh A BOS 3 FASS 4 IZA, Bla, ,a,), SAA EMA R 

， 写 出 对 应 于 该 基 矩 阵 的 基本 可 行 解 及 其 对 应 的 目标 函数 值 ; 

. 写 出 该 基 抢 阵 下 所 有 决策 变量 的 检验 数 ; 

.中 的 基本 可 行 解 是 否 为 最 优 解 ? 如 果 是 , 则 说 明 原 因 ; 如 果 不 是 , 在 单纯 形 表 中 确定 枢 轴 元 素 ， 

进行 枢 轴 变 换 ， 得 到 新 的 基本 可 行 解 , 使 其 对 应 的 目标 函数 值 更 小 ; 
f， 如 果 采 用 两 阶段 法 求解 该 问题 , 在 完成 第 1 阶段 后 ,得 到 人 工 问题 的 单纯 形 表 为 

00 -1 1 2 -1 
1 1 i 

1 3 0-3 3 
1 1 

o
n
 

OG 
OF 

Pp 

0 0 0 0 

试问 原 问 题 有 无 基本 可 行 解 ? 并 给 出 理由 。 

g. 根据 节 中 的 单纯 形 表 , 找到 第 2 阶段 的 初始 标准 单纯 形 表 。 
O
w
e
 

w
 

采用 单纯 形 法 求解 线性 规划 : 

maximize 2) 十 22 十 3r3 

subject to 2,+23=1 

2Z2 十 23 一 2 

%1,%2,23 20 

将 如 下 线性 规划 转换 为 标准 型 ,并 采用 单纯 形 法 进行 求解 

maximize 27; + 22 

subject to Oa, <5 

0O<22 57 

zi, +22 <9 

考虑 某 线 性 规划 问题 的 标准 型 ,其 系数 矩阵 为 

? ?01 5 
4- | 2 1 中 a 

eT =|8 77 2 

其 中 ,“?" 表 示 待 确定 的 未 知 数 。 假 设 在 某 基 矩阵 下 的 标准 单纯 形 表 为 

01 1 2? 

10 3 4 ? 

0 0 -1 1? 

    

求 出 4 中 所 有 未 知 数 的 值 ; 

求 出 e 中 所 有 未 知 数 的 值 ; - 

求 出 上 述 标准 单纯 形 表 中 的 基本 可 行 解 ; 

. 求 出 单纯 形 表 中 所 有 未 知 数 的 值 。 

考虑 优化 问题 : 

P
P
 

ee
 

minimize cijz| 十 cz|zz| 十 … 十 cnlzn| 

subject to Az =b 

引入 变量 

a =at —a27 He, cf 20, af 20, 1=1,2,---,n 

BA
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16. 12 

lz 一 rr 二 2 i=1,2.-..,n 

可 以 将 该 问题 转换 成 等 价 的 线性 规划 问题 的 标准 型 ( 见习 题 15.3) ,然后 就 可 以 在 此 基础 上 采用 单纯 

形 法 进行 求解 。 试 用 两 三 句 话 解释 ,为 什么 变量 xx 和 同时 只 能 有 一 个 为 正 ， 而 不 能 同时 为 正 ， 

即 必须 满足 zzr =0。 

考虑 某 个 标准 形式 下 的 线性 规划 问题 (采用 常规 符号 表示 ) , 向 量 x = [1,0,2,3,0] 7 是 基本 可 行 解 , 相应 的 

检验 数 向 量 为 = [0,1,0,0,-I] ,对 应 的 目标 函数 值 为 6。 已 知 [-2 ,0,0,0,4] 位 于 4 的 零 空 间 内 。 

a. 写 出 该 基本 可 行 解 对 应 的 标准 单纯 形 表 , 并 尽 可 能 地 为 该 表 填 充 数据 ( 用 符号 * 表示 根据 当前 信息 

无 法 确定 的 元 素 ) ,并 指明 该 单纯 形 表 的 维 数 ; 

b. 找到 一 个 使 目标 静 数 严格 小 于 6 的 可 行 解 。 

考虑 某 个 标准 形式 下 的 线性 规划 问题 (采用 常规 符号 4,b,c 表示 ), 假设 存在 一 个 标准 的 单纯 形 表 

0 1041 -1 5 

120 0 -2 6 

03 10 -3 7 

040 0 -4 8 

a. 找到 该 标准 的 单纯 形 表 中 的 基本 可 行 解 及 对 应 的 目标 函数 值 ; 

b. 找到 该 单纯 形 表 中 的 所 有 检验 数 ; 

c. 该 线性 规划 问题 是 否 存在 使 目标 函数 为 负 值 的 可 行 解 ? 

d. 假设 ws 是 进 基 向 量 , 计算 新 基 下 的 标准 单纯 形 表 ; 

e. 找到 一 个 使 目标 函数 值 为 -100 的 可 行 解 ; 

人 为 4 的 零 空间 确定 一 组 基 向 量 。 

考虑 规划 问题 ， 

maximize — 2, — 222 

subject to 2, 20 

t221 

a. 将 其 转换 成 线性 规划 问题 的 标准 型 ; 

b. 采用 两 阶段 法 求解 该 问题 的 最 优 解 ， 并 给 出 目标 函数 的 最 优 值 。 

考虑 线性 规划 问题 : 

minimize — 2; 

subject to 2; -—a2=1 

r,%2 20 

© 写 出 和 为 基 变量 时 的 基本 可 行 解 ; 

b， 针对 问题 a, 写 出 相应 的 增 广 矩阵 规范 型 ; 

c， 如 果 采 用 单纯 形 法 进行 求解 , 那么 在 什么 条 件 下 算法 终止 ? (换言之 , 满足 了 单纯 形 法 的 哪 条 停止 

规则 ?) 

d. 证 明 目 标 函数 能 够 在 约束 集 上 取得 任意 负 值 。 

采用 修正 单纯 形 法 求解 如 下 问题 的 最 优 解 和 目标 函数 的 最 优 值 ; 

minimize xi 十 好 2 

subject to ZI 十 2r2 之 3 

22, + Zo 23 

21,22 20 

提示 : FE x, Al x, (EWE 

采用 修正 单纯 形 法 求解 线性 规划 : 

3a. 在 满足 如 下 约束 条 件 的 情况 下 , 最 大 化 -42z: -
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16. 15 

52; +22 211 

一 271 -ro<-8 

Xi 十 2z2 之 了 

21,22 20 

b. 在 满足 如 下 约束 条 件 的 情况 下 , 最 大 化 6z， +42z。 +72Z3 +574 : 

ty +242 +73 +224 < 20 

6x, + 5a2 + 3x3 + 2r4 < 100 

321 + 4x2 + 923 4+ 1244 < 75 

21,%2,23,04 20 

0 1 7 6 
C2 

0 0 ， b= 8 + c= 4 

1 0 9 
5 

已 知 某 个 基 矩 阵 对 应 的 检验 数 向 量 为 >” = [0,1,0,0]。 

a. 找到 该 问题 的 一 个 最 优 可 行 解 ; 

b. 求 的 值 。 

考虑 线性 规划 问题 : 

考虑 线性 规划 问题 标准 型 ,其 中 ， 

minimize ClZ1 十 Cc27Z2 

subject to 2a; +22 =2 

- 21,220 

AUP, ¢,,c, eR, (il ETE — TES AT, (AA EA 解 。 

a. 找到 所 有 的 基本 可 行 解 ; 

b. 找到 c 和 ee 的 所 有 可 能 的 取 值 ; 

c. 对 于 每 个 基本 可 行 解 , 计算 非 基 变量 的 检验 数 。 

假设 采用 单纯 形 法 求解 某 线性 规划 问题 , 标准 单纯 形 表 如 下 所 示 ; 
0 0 1 4 

1 了 0 0 5 

0 -3 41 0 6 

0 2-a 00 6 

对 于 下 列 3 种 情况 ,分 别 讨论 参数 ,8B,y,5 的 取 值 (范围 ) 。 

a.， 目标 机 数 是 无 界 的 ,该 问题 无 解 ; 

b.， 当前 的 基本 可 行 解 是 最 优 解 , 对 应 的 目标 函数 值 是 7; 

c. 当前 的 基本 可 行 解 不 是 最 优 解 ,如果 将 第 1 列 从 基 4 中 移 除 , 则 有 目标 函数 值 将 会 严格 减 小 。 

采用 两 阶段 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 标准 型 , 在 完成 第 1 阶段 后 , 得 到 标准 单纯 形 表 ; 

270117706 
2700777 la 
271077705 
yy» 0067260 

其 中 , a,B8,y 和 8 都 是 需要 求解 的 未 知 变量 ,“?" 表 示 该 位 置 处 的 元 素 尚 未 确定 , 仅 知 道 y 等 于 2 或 - 

1。 
a. 求 w,B,y 和 5; 

b. 该 线性 规划 问题 是 否 存在 可 行 解 ? 如 果 有 , 请 找 出 ; 如 果 没 有 , 请 给 出 理由 。 

CAR Ae R"*”, tbe R”, bS0, 设计 一 种 满足 下 列 条 件 的 算法 : (1) 如 果 存 在 满足 4x> 五 的 

2 ， 能 够 求解 得 到 *。(2) 如 果 不 存在 这 样 的 x, 将 会 在 输出 中 给 出 声明 。 

基于 单纯 形 法 进行 设计 ， 并 详细 介绍 该 算法 的 设计 过 程 。
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16. 20 

16.21 

16. 23 

考虑 下 列 线性 规划 问题 ( 由 Beale 提出 ， 见 参考 文献 [42] 的 第 43 页 ) 

minimize — vas + 2075 一 st + 627 

subject to zy + zt 一 8zs5 — 26+ 927 = 0 

22 十 jz 一 12z5 一 sts + 327 =0 

rwtirig=1 

- H1,°°+,z27 20 

a.， 采用 单纯 形 法 求解 该 问题 , S ¢ RAR BR rH Pi RASS Pte i AE yy /y,,, A 

RDN ifEA p). HH x,, 2, Al af AMES RHR, ERMRAESRAEM, 

Pb， 采用 布 兰 德 规则 选择 g 和 2, 并 重复 问题 a 的 计算 过 程 : 

g=min{i: r; < 0} 

p= min{j : yy0/Yjq = min{yio/Yia : Yiq > OF} 

注意 , 如 果 最 小 化 ya7y 得 到 的 下 标 宇 不 止 一 个 , 则 布 兰 德 规则 将 会 选择 数值 最 小 的 下 标 p。 

考虑 一 个 线性 规划 问题 的 标准 型 。 假 设 初始 基本 可 行 解 为 x@) ， 经 过 单纯 形 法 的 一 次 选 代 后 得 

Bx , 

BY DE xe? Rea Ag PBS 

eo = 2 + and 

其 中 , 在 保证 Yo + ac ETAT AIA OL Fo, BEWEZE a >0 LIME b(a) =f(x +0d), 

a. HEB d = N(A); 

b， 假 设 初始 基 矩 阵 是 4 AT on 列 , 第 1 UC CORI MEARE, JOR g > m, SOT PEL 
的 第 g 列 为 gs。 = [yi ,yw ] ， 试 利用 区 将 dg) 表示 出 来 。 

编写 简单 的 MATLAB 函数 实现 单纯 形 法 。 函 数 的 输入 是 c, 4 , p 和 , 其 中 吕 是 由 基 向 量 的 序号 组 成 

的 向 量 。 假 设 增 广 和 矩阵 [4 , 8] 已 经 是 规范 型 , 即 4 的 第 ww 个 列 向 量 是 [0,…,1,…,0] 7 , 1 出 现在 第 ; 

个 元 素 处 。 函 数 的 输出 是 问题 的 最 优 解 和 基 向 量 的 序号 向 量 。 利 用 例 16.2 对 该 MATLAB 冰 数 进行 

测试 。 

编写 MATLAB 程序 实现 两 阶段 单纯 形 法 。 可 以 采用 习题 16. 20 中 编写 的 MATLAB 图 数 。 利 用 例 16.5 

对 该 MATLAB 函数 进行 测试 。 

编写 简单 的 MATLAB 函数 实现 修正 单纯 形 法 。 函 数 的 输入 是 c, 4, p, p 和 互 ,5 是 由 基 向 量 的 序 

号 组 成 的 向 量 , 即 召 中 的 第 ?个 列 向 量 是 4 中 的 第 证 个 列 向 量 。 函 数 的 输出 是 最 优 解 、 基 向 量 的 序 

号 向 量 和 怠 -。 利 用 例 16.2 对 该 MATLAB 函数 进行 测试 。 

Sa MATLAB 程序 实现 两 阶段 修正 单纯 形 法 。 可 以 借助 于 习题 16. 22 中 编写 的 MATLAB 珊 数 。 利 用 

例 16.5 对 MATLAB 函数 进行 测试 。



第 17 章 对 偶 

17.1 对 偶 线 性 规划 

每 个 线性 规划 问题 都 有 一 个 与 之 对 应 的 对 偶 问 题 。 对 偶 问 题 是 以 原 问 题 的 约束 条 

件 和 目标 函数 为 基础 构造 而 来 的 。 对 偶 问 题 也 是 一 个 线性 规划 问题 , 因此 也 可 以 采用 单 

纯 形 法 进行 求解 。 然 而 , 接 下 来 将 会 发 现 , 对 偶 问 题 的 最 优 解 还 可 以 由 原 问 题 的 最 优 解 

得 到 , 反之 亦 然 。 另 外 , 在 某 些 情况 下 , 利用 对 偶 理论 求解 线性 规划 问题 更 为 简单 ， 而 

且 有 助 于 深信 了 解 待 求解 问题 的 本 质 。 本 章 讨论 对 偶 的 基本 性 质 , 并 利用 实例 对 这 些 性 

质 进行 解释 说 明 。 在 对 偶 理 论 的 启发 下 , 单纯 形 法 的 性 能 得 到 了 改进 ( 即 产 生 了 对 偶 单 

纯 形 法 ) ,涌现 出 了 一 些 求解 线性 规划 的 非 单纯 形 法 (如 Khachiyan 算法 和 Karmarkar 

算法 ) , 本 章 不 讨论 这 方面 的 内 容 。 有 关 对 偶 单 纯 形 算法 的 深入 讨论 以 及 对 偶 的 其 他 
方面 的 性 质 , 可 参见 参考 文献 [88 ] 。 有 关 Khachiyan 算法 和 Karmarkar 算法 的 描述 ， 

可 参阅 第 18 章 。 

考虑 如 下 形式 的 线性 规划 问题 : 

minimize ee 

subject to Az >b 

a>0 

该 问题 称 为 原 问 题 ,， 其 相应 的 对 偶 问 题 定 义 为 

maximize A'b 

subject to A'A<c! 

入 >0 

其 中 , 人 e 民 "是 对 偶 向 量 。 注 意 , 原 问 题 的 价值 系数 e 转移 到 了 对 偶 问 题 的 约束 条 件 中 ， 
4x>p 的 右 端 项 p 变 成 了 对 偶 问 题 的 价值 系数 。 这 说 明 在 原 问题 和 对 偶 问 题 中 , bp 和 

的 作用 恰好 是 互 道 的 。 这 种 对 偶 称 为 对 称 形 式 的 对 偶 。 

为 了 定义 任意 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 , 可 首先 将 给 定 的 线性 规划 问题 转换 为 与 上 述 

原 问题 结构 形式 相同 的 等 价 问题 ; 然后 , 根据 对 称 形式 的 对 偶 , 得 到 等 价 问题 的 对 偶 , 即 

为 原 问 题 的 对 偶 问题 。 

注意 , 根据 以 上 对 偶 的 定义 ,对 偶 问题 的 对 偶 是 原 问 题 。 为 了 证 明 这 一 点 , 将 对 偶 问 

题 表 示 为 

minimize 2! (—b) 

subject to A'(—A) > -—e! 

Az0 

根据 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 , 可 得 上 述 问题 的 对 偶 问 题 为
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maximize (—e!)z 

subject to (—A)a2 <—b 

220 

整理 后 就 可 以 得 到 原 问 题 。 

下 面 考虑 线性 规划 问题 的 标准 型 ,约束 为 4x = 尺 。 为 了 构造 相应 的 对 偶 问 题 , 首先 将 

等 式 约 束 变 换 为 不 等 式 约 束 。4x = 已 等 价 于 

Az>b 

一 4z > 一 b 

因此 , 带 有 等 式 约束 的 原 问题 可 以 写 为 
minimize c 2 了 

subject to A xe b ] -4 二 | -5 

Z 二 0 

这 与 对 称 形 式 对 偶 关 系 中 的 原 问题 具有 相同 的 结构 , 因此 相应 的 对 偶 问 题 为 

maximize [w! v!] M 

subject to [wu ty] | 4 <c! 

u,v20 

对 偶 问 题 可 整理 为 

maximize (u—wv)'b 

subject to (w—v)'A<c™ 

u,v20 

令 人 =z&-D, 可 将 上 述 对 偶 问题 改写 为 

maximize A'b 

subject to ATA <c" 

由 于 人 =&-D,，U,，D20,， 因 此 对 偶 向 量 人 不 存在 非 负 的 约束 。 按 照 这 种 方式 ,就 可 以 得 

到 线性 规划 标准 型 的 对 偶 问 题 。 这 种 对 偶 关系 称 为 非 对 称 形 式 的 对 偶 。 

前 面 提 到 的 这 两 种 对 偶 关 系 如 表 17.1 和 表 17.2 所 示 。 注 意 ， 和 对 称 形 式 的 对 侦 关 系 

一 样 , 在 非 对 称 形 式 的 对 偶 中 , 对 偶 问 题 的 对 偶 也 是 原 问 题 。 证 明 过 程 很 简单 ， 只 需要 将 

前 面 的 推导 过 程 反 过 来 即 可 。 

  

  

表 17.1 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 表 17.2 非 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 

原 问 题 xt RA 原 问 题 对 偶 问 题 

minimize e'x maximize A'b minimize e'x maximize A'Db 

subject to Ax2b subject to A'’A<c’ subject to Ax=b subject to A'’A<c” 

x20 Azo x20 
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前 面 已 经 提 到 过 , 任意 形式 的 线性 规划 问题 都 存在 对 偶 问 题 ,可 以 采用 对 称 形 式 的 对 偶 

关系 构造 得 出 。 具 体 方法 为 ,首先 将 原 问 题 转 换 为 与 之 等 价 的 对 称 形式 对 偶 关系 中 的 原 问 

题 。 然 后 , 参照 对 称 形式 的 对 偶 关系 就 可 以 得 到 对 偶 问 题 , 对 其 进行 整理 后 , 即 可 得 到 非 对 
称 形 式 的 对 偶 问题 。 在 这 两 种 形式 的 对 偶 中 , 对 偶 问 题 的 对 偶 是 原 问 题 。 因 此 , 在 表 17.1 

和 表 17.2 中 的 4 个 线性 规划 问题 中 , 每 个 问题 都 既 可 以 是 原 问题 , 也 可 以 是 对 偶 问 题 。 

从 表 17.1 和 表 17.2 中 可 以 找 出 4 对 原 问题 -对 倡 问题 组 合 。 对 于 任意 形式 的 线性 规划 问 

题 ， 都 可 以 将 其 转换 成 表 17.1 和 表 17.2 中 的 线性 规划 问题 ,然后 构造 相应 的 对 偶 问 题 。 

例 17.1 某 线 性 规划 问题 为 

minimize ec! a 

subject to Aw <b 

该 问题 在 形式 上 与 表 17.2 中 的 对 偶 问 题 比 较 接 近 , 将 上 式 重 写 为 

maximize 2! (—c) 

subject to w#'A' <b" 

RMR PRIMA, TALI MO 18 

minimize 6'X 

subject to A'A=—e 

Az0 

上 式 可 等 价 改 写 为 

maximize —A‘'b 

subject to A'A=-—c! 

入 二 0 

对 偶 向 量 取 负 , 将 上 式 改写 为 更 加 符合 常规 的 形式 : 

maximize A'b 

subject to A'A=c! 

A<0 a 

例 17.2， 食谱 问题 lsl。 例 15.2 中 已 经 讨论 过 食谱 问题 。 有 多 种 不 同类 型 的 食物 ， 
在 保证 达到 或 者 超过 营养 需求 的 情况 下 ， 制定 最 经 济 的 食谱 。 令 au 表示 每 份 食物 了 中 含 
有 的 第 壮 种 营养 元 素 的 总 量 ，b; 表 示 第 宇 种 营养 元 素 的 需求 量 ,，1 <is 册 ,ci 表示 每 份 第 了 

种 食物 的 价格 ,Zi 表示 食谱 中 第 衬 种 食物 的 数量 。 因 此 ， 食 谱 问 题 可 以 表示 为 
minimize clzl 十 c2Z2 十 … 十 GnZn 

subject to allzZl 十 al272 十 `…… 十 QinZn = by 

a2121 十 az272 十 … :十 Q2n7Zn = bo 

am121l 十 Qm222 十 :十 QrmnnzZn 之 bm 

L1,+++, Ln SO 

下 面 ， 考虑 一 个 销售 营养 品 的 健康 食品 店 ( 提 供 所 有 ?ma 种 营养 元 素 的 药品 ) 。 令 入, 表示 在 

药品 中 第 宇 种 营养 元 素 的 单位 价格 , 假设 以 该 价格 从 健康 食品 上 店 购买 营养 药品 以 满足 营养
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ER, AM ODKERERSEWKA, AAMKBAEAN, TUASO, MRIRASHKAS 
代替 天 然 食 物 ， 为 了 获得 与 第 宇 种 食物 相当 的 营养 ,购买 药品 的 费用 为 AQ + + 

Auassio Ci 为 食物 这 的 单位 价格 ,对 于 食物 宇 而 言 , 通过 购买 药品 获取 其 相应 的 营养 成 分 ， 
药品 的 采购 成 本 不 能 高 于 食物 外 的 价格 ， 即 

Mau 十 … bt Amami S Ci 

健康 食品 店 如 果 要 保持 竞争 力 ， 必 须 保证 

Ala1l +--+ +Am@mi S C1 

Alalin 十 … + AmOmn < Cn 

健康 食品 店 所 面临 的 问题 就 是 制定 价格 人 ，…,A， 以 使 收入 最 大 化 。 由 此 可 得 , 该 问题 

可 以 表示 为 

maximize A'b 

subject to A'A<c! 

入 二 0 

这 就 是 食谱 问题 的 对 偶 问 题 。 = 

例 17.3 考虑 线性 规划 问题 
Iaximize 221 十 572 十 Z3 

subject to 22, 一 22 十 77a 乏 6 

Z1 十 372 十 47z3 <9 

371 十 672 +23<3 

21,22,73 20 

写 出 其 对 偶 问 题 ， 并 求 对 偶 问题 的 最 优 解 。 
引入 松弛 变量 如 ， zs ,26， 将 原 问 题 表示 为 标准 型 

minimize [e',O"]a 

subject to [A,I]a=b 

a2 >0 

其 中 , RRR =[2,,---,",]', 

  

相应 的 对 偶 问 题 ( 非 对 称 形 式 ) 为 

maximize A'b 

subject to A'[A,Z] <[e',0"] 

注意 ,对 偶 问 题 的 约束 条 件 可 写 为 

和 4<e' 
入 <0 

采用 单纯 形 法 求解 对 偶 问题 。 首 先 需 要 将 该 问题 表示 成 标准 型 。 用 从 代替 -从 并 引入 剩
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余 变量 后 得 到 

minimize 6A, + 9A2 + 3A3 

subject to 2A, + Ag + 3Ay — Ag =2 

—d, + 3A2 + GA3 一 和 5 一 5 

7A1 十 4Xaz 十 和 3 —Ag,=1 

Ais, Ag 20 

该 问题 没有 明显 的 基本 可 行 解 。 因 此 , 采用 两 阶段 单纯 形 法 进行 求解 。 

第 1 阶段 。 引 入 人 工 变量 A，As，As， 构 造 人 工 目标 函数 Ay +As +As， 可 得 人 工 问 题 

的 初始 单纯 形 表 为 

At 入 2 A3 M 入 5 Ag 入 7 Ag Ag c 

2 1 3 -1 0 0 1 0 0 2 

-l1 3 6 0 -1 0 0 1 0 5 

7 4 1 0 0 -1 0 0 1 1 

价值 系数 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 

选择 单位 给 阵 作 为 基 撼 阵 召 ,确定 初始 基本 可 行 解 和 相应 的 召 -:, 利用 修正 单纯 形 法 开始 

计算 

决策 变量 吾 -: ?no 

Az 100 2 

Ag 010 5 

Ag 001 1 

计算 可 得 非 基 变 量 的 检验 数 ， 

rp = [0,0, 0,0, 0, 0] — [8, 8, 10, -1, —1, -1] = [-8, -8, -10, 1,1, 1] 

= [r1, 72,73, 74.75.76] 

因为 ,是 最 小 的 负 值 检验 数 ， 令 第 3 个 向 量 为 进 基 向 量 ,此 时 Bi =[3,6,1]7 
决策 变量 B! Yo ys 

入 7 100 2 3 

Ag 010 5 6 

Ag 001 1 1 

SHG, p=1,ARBLNGRISARHARHLE, FREER, GARI HH 

BBR: 

决策 变量 B™ Yo 

d3 3, 00 2 
Ag -2 10 1 
Ag -} 01 3 

计算 非 基 变 量 的 检验 数 : 

phe 4 10 
7D 一 |- 了 一 可, al, 1, ,本 | = [mr2,rayrsy7r6,77] 

以 第 2 个 列 向 量 作为 进 基 向 量 , 得 到
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RRES B 
  

  

Yo Ye 

A3 + 00 2 $3 
Ag 2101 1 

As 3 O 1 3 FF 
更 新 单纯 形 表 : 

决策 变量 B Yo 

A3 Hh O -y 五 
6 —-f 1-4 

Az -4+ 0 # 十 

计算 非 基 变 量 的 检验 数 : 

nt [i 21 3 32 4 
DP \q1' 1 1 il’ 

以 第 4 个 列 向 量 作为 进 基 向 量 ,得 到 

一 (ra, T4,75,76,T7; rg] 

  

  

决策 变量 已 Yo Wa 

ds 去 0 -十 4G -i 
As #1 -#4 i it 

2» -7 0 Ff TT 着 
更 新 单纯 形 表 ， 

决策 变量 万- Yo 
A3 0 ¢ -H a 

Ml oa Ot 
r2 0 -x mn i 

计算 非 基 变 量 的 检验 数 ; 

rp = [0,0,0,1,1,1] = [ri, rs, 76,77, 78,79] 

所 有 的 检验 数 都 是 非 负 的 ,计算 停止 ， 第 1 阶段 结束 。 

第 2 阶段 。 采 用 第 1 阶段 得 到 的 单纯 形 表 (所 有 人 工 变 量 都 是 非 基 变 量 ) 作 为 第 2 阶 

段 的 初始 单纯 形 表 。 注 意 ， 单 纯 形 表 中 的 价值 系数 应 该 是 对 偶 问题 标准 型 中 的 价值 系数 ， 

由 此 计算 得 到 非 基 变量 的 检验 数 为 

y _ [62 1 15) _ 
rb=| 7°97? 7 = [r1.75, 76] 

第 1 个 列 向 量 为 进 基 向 量 , 得 到 增 广 的 修正 单纯 形 表 : 
AGRE Bo 
  

  

Yo Wi 

3 0 8 -H of Wt 
Moo-l go o-w oR Tat 
2 OO -y FF n 各 

更 新 单纯 形 表 ， 得 到 

决策 变量 B Yo 
3» 0 fF 8 阁 

mM OO -§ BB
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计算 非 基 变量 的 检验 数 : 

186 15 39 
rp= wa = [re, 75.76] 

所 有 的 检验 数 都 是 非 负 的 ， 当 前 的 基本 可 行 解 就 是 对 偶 问 题 标准 型 的 最 优 解 。 因 此 ， 对 偶 

问题 的 最 优 解 为 

1 361 
A= |---| a 

17.2 对偶 问题 的 性 质 

本 节 给 出 了 对 偶 线 性 规划 的 一 些 基 本 结论 , 首先 介绍 弱 对 偶 引 理 。 

引 理 17.1 弱 对 偶 引 理 。 假 设 x 和 人 分别 是 线性 规划 的 原 问题 和 对 偶 问 题 ( 对 称 形 

式 或 非 对 称 形式 ) 的 可 行 解 ， 则 ec YY 三 A 3。 口 
证 明 , 这 里 针对 非 对 称 形式 的 对 偶 关 系 证 明 该 引 理 ,对称 形式 对 偶 关 系 下 的 证 明 过 程 

只 需 在 此 基础 上 稍 加 改动 即 可 (见习 题 17.1) 。 

因为 X 和 人 分 别 是 原 问题 和 对 偶 问 题 的 可 行 解 , 所 以 4 = 瓦 , YE0, AT4sc7。 将 
FXA'ASc' #HRUAXS0, THA Ax<c'x, HE Av=b, HRA b<c'x, a 

55 XY (85 | BUA, — Se 9) 4 AT Le Fs Sh ee FR, A] 

题 的 目标 函数 值 不 大 于 原 问题 的 目标 函数 值 ， 当 然 , 对 偶 问 题 的 最 优 值 小 于 等 于 原 问 题 的 

最 优 值 ， 即 “ 极 大 值 友 极 小 值 " 业 。 因 此 , 如 果 一 个 问题 的 目标 函数 值 是 无 界 的 , 则 另外 一 

个 问题 就 没有 可 行 解 。 换 言 之 , 如 果 极 小 化 问题 的 极 小 值 为 - ,或 极 大 化 问题 的 极 大 值 

为 +， 那么 其 对 应 的 对 偶 问题 的 可 行 集 一 定 是 空 集 。 

例 17.4 考虑 线性 规划 问题 ， 

minimize 2 

subject to r<l 

显然 ,该 问题 是 无 界 的 。 参 照例 17.1， 可 得 其 对 偶 问 题 : 

maximize A 

subject to A=1 

A <0 

显然 ,该 问题 没有 可 行 解 。 - = 

由 弱 对 偶 引 理 可 知 , 如 果 原 问题 和 对 偶 问题 的 可 行 解 使 得 两 个 问题 的 目标 函数 值 相 

同 , 那么 相应 的 可 行 解 一 定 是 各 自问 题 的 最 优 解 。 

定理 17.1 假设 Yo 和 人 分 别 是 原 问题 和 对 偶 问题 ( 对 称 形式 或 非 对 称 形式 ) 的 可 行 

解 ,如果 cxo = Ag 了， 那么 Yo 和 0 分别 是 各 自问 题 的 最 优 解 。 口 

中 ” 原 问 题 是 极 小 化 问题 ， 对 偶 问 题 是 极 大 化 问题 , 故 有 此 说 法 。 一 一 译 者 注
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WEAR. A XARA MYT, AAA AHA Te, Be Te, 

c'x2A,b, #Re'x, =A, b, Me'x, =A, b<c x, Ast, xy ARAM RKE, 

反 过 来 , SALMA MOTH, AA ARAM TB, He Te, 

c'x,2A'b, #Re'x, =A, b, NA b<c'x, =A, b, Ab, ARASH RH, a 

定理 17.1 可 以 按照 如 下 方式 进行 解释 。 原 问题 试图 极 小 化 其 目标 函数 , 对 偶 问 题 试 
图 极 大 化 其 目标 函数 。 弱 对 偶 引 理 说 明 ,“ 极 大 值 过 极 小 值 ”, 因此 , 原 问题 和 对 偶 问 题 的 
目标 反而 是 达到 对 方 的 最 优 值 。 当 它们 的 目标 函数 在 某 对 可 行 解 上 取得 相同 值 时 , 这 两 个 

解 就 分 别 是 各 自 的 最 优 解 ,此 时 有 “ 极 大 值 = 极 小 值 " 成 立 。 
定理 17. 1 的 逆 命 题 也 成 立 ,， 即 原 问题 的 最 优 值 ( 极 小 值 , 如 果 人 存在) 一 定 等 于 对 偶 问 

题 的 最 优 值 ( 极 大 值 , 如 果 存 在 ) 。 实 际 上 , 还 可 以 得 到 一 个 更 强 的 结论 , 即 对 偶 定 理 。 

定理 17.2 对偶 定理 。 如 果 原 问题 ( 对 称 形式 或 非 对 称 形式 ) 有 最 优 解 ， 那 么 其 对 偶 
问题 也 有 最 优 解 ， 并且 它们 的 目标 函数 的 最 优 值 相同 。 口 

证 明 : 首先 证 明 该 定理 对 非 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 成 立 。 假 设 原 问题 有 最 优 解 。 那 么 ， 

由 线性 规划 基本 定理 可 知 , 必定 存在 最 优 基本 可 行 解 。 令 至 是 由 入 个 基 向 量 组 成 的 撼 阵 ， 

万 是 由 即 - 和 个 非 基 向 量 组 成 的 矩阵 ,向 量 cp 是 c 中 与 基 变 量 相 对 应 的 价值 系数 ， 向 量 

CD 是 c 中 与 非 基 变量 相对 应 的 价值 系数 ， 向 量 mm 是 非 基 变量 的 检验 数 。 由 定理 16.2 可 知 

rh =ep—ce,B'D=0' 

因此 
chB'D<ch 

定义 
A\' =e3B 

则 
c,B'D=A'D<ep 

实际 上 , 入 是 对 偶 问 题 的 可 行 解 。 证 明 过 程 比 较 简 单 , 为 了 描述 方便 ,可 不 失 一 般 性 地 假 

设 基 向 量 位 于 4 的 前 饮 列 ,， 则 

\'A=A'[B, D] = [ep 入 DI<ilcpcbl=e' 

Att, ATA<c', FA A' =e, B'R ATH, 

更 进一步 ,入 是 对 偶 问 题 的 最 优 可 行 解 。 注 意 ， 有 

A\'b=c,B 'b=cparp 

MRE, WEBI TH, ARN MY RKB, 

下 面 证 明 该 定理 对 于 对 称 性 形式 的 对 偶 关 系 也 是 成 立 的 。 首 先 ， 引 入 剩余 变量 ， 将 对 

称 形 式 对 偶 关 系 中 的 原 问 题 等 价 转换 为 标准 型 : 

minimize [e',0"] iF 
y 

subject to [A, —J] 中 =b 

le
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注意 , 交 是 原 问题 的 最 优 解 等 价 于 [xz (4x - 书 ) ] 是 其 标准 型 的 最 优 解 。 原 问题 标准 型 
的 对 偶 问 题 等 价 于 对 称 形 式 对 偶 关系 中 的 对 偶 问 题 。 因 此 ,以 上 关于 非 对 称 形式 对 偶 关 系 
的 结论 同样 适用 于 对 称 形式 。 

证 明 完 毕 。 a 

例 17.5 人 鲍 17.2 讨论 了 食谱 问题 的 对 偶 问 题 。 由 对 偶 定 理 可 知 , 在 满足 营养 需求 的 

情况 下 ,健康 食品 店 的 最 大 收入 等 于 食谱 的 最 小 费用 , 即 eTrx =ATPD。 a 

考虑 非 对 称 形 式 下 的 原 问题 和 对 偶 问 题 , 假设 采用 单纯 形 法 得 到 了 原 问 题 的 最 优 解 ， 
由 对 偶 定 理 的 证 明 过 程 可 知 , 可 以 根据 原 问题 最 终 单纯 形 表 的 最 后 一 行 得 到 对 偶 问 题 的 最 

优 解 。 首 先 ,， 写 出 原 问 题 的 单纯 形 表 : 

A bl |B D b 
ec’ 0] Jef cf 0 

假设 矩阵 召 是 对 应 于 基本 可 行 解 的 基 , 那么 最 终 单纯 形 表 为 

I B'D- Bb 
0" ri -e,B'b 

HP, r, =c, -c,B'D, AXA RMA EA, AT =c, BURMAN 

fe, TT ARR HE AT e743 Bll, PPR, WR rank D=m, BATU r,, KAW 

下 方程 计算 人 ， 

A'D=ep-rp 

当然 , LAAT RE rank D<m, TEXAS AE AOR A, ER, 

A'B=c,.. Alt, Xr’ =(0', 1) ], HRA’ D=c, -r) MA’ B=c,; Kael 

NA=c' -r" 

如 果 九 具有 某 种 特殊 的 结构 , 根据 等 式 太刀 =cp -rp 很 容易 计算 得 到 人 。 具 体 而 

A, WR D PEE m xm 单位 矩阵 , 也 就 是 说 , 对 九 中 的 列 向 量 进 行 重新 排序 , 可 以 将 矩 

4 DARA D=(1,, GG), HG 是 和 mx(2 -27) 和 矩阵 ,此 时 ADD =cy -ry 可 写 为 

[A',A'G| = [cr ,ca] 一 [rro] 

由 此 可 知 , 可 由 下 式 计 算得 到 : 

T_T T * 
A 一 Cr 一 7 了 7 

因此 ,对 偶 问 题 的 最 优 解 可 由 九 中 单位 矩阵 中 各 列 向 量 对 应 变量 的 价值 系数 ec( 可 构成 向 

量 c, ) 减 去 相应 的 检验 数 得 到 。 

比如 ， 对 于 线性 规划 问题 , 引入 了 松弛 变量 以 构成 标准 型 。 如 果 最 优 基本 可 行 解 的 

基 变量 不 包含 任何 松弛 变量 , 那么 矩阵 也 中 可 能 会 有 一 个 单位 和 矩阵。 并且 , 在 这 种 情况 

下 , 这 个 单位 抢 阵 中 各 列 向 量 对 应 的 变量 都 是 松弛 变量 , 相应 的 检验 数 向 量 为 cj =0。 

因此 , A = - 产 就 是 对 偶 问 题 的 最 优 解 。
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例 17.6 多 17.3 中 原 问 题 标 准 型 的 单纯 形 表 为 

    

Q; a2 CQ3 @4 G5 a6 b 

2 -1 7 1 0 0 6 
1 3 4 0 1 0 9 

3 6 1 0 0 1 8 

ec’ -2 -5 -1 0 0 0 0 

采用 单纯 形 法 进行 求解 ， 得 到 如 下 最 终 单 纯 形 表 : 

eo ko PE 
+ Boo So ES 

FRIED RG Rit ES RB: A'D=c, -r,, FP 

2 1 0 
24 1 36 

[Ai, Xa, As] 1 0 0 = [-2,0 y-|F wal 

3 01 

求解 以 上 方程 ， 可 得 

T_「[ 1 ， 36 

A -| 43° 3 

这 与 例 17. 3 的 计算 结果 一 致 。 7 

下 面 针对 原 问题 与 对 偶 问题 的 最 优 解 之 间 的 关系 给 出 总 结 性 的 结论 。 如 果 其 中 一 个 

问题 的 目标 函数 是 无 界 的 , 则 另外 一 个 问题 不 存在 可 行 解 ; 如 果 其 中 一 个 问题 有 最 优 可 行 

解 , 则 另外 一 个 问题 也 有 最 优 可 行 解 ( 目标 函数 的 最 优 值 相同 ) ; 最 后 一 种 情况 是 , 如 果 其 

中 一 个 问题 (如 原 问题 ) 没有 可 行 解 , 将 会 得 到 什么 结论 ? 显而易见 ,另外 一 个 问题 (对偶 
问题 ) 不 存在 最 优 解 。 但 是 ,对 偶 问 题 一 定 是 无 界 的 吗 ? 答案 是 否定 的 。 如 果 其 中 一 个 问 

题 没有 可 行 解 , 则 另外 一 个 问题 既 可 能 有 可 行 解 , 也 可 能 没有 可 行 解 。 下 面 给 出 一 个 原 问 

题 及 其 对 应 的 对 偶 问题 都 不 存在 可 行 解 的 例子 。 

例 17.7 考虑 对 偶 问 题 : 
minimize {1,—2]z 

一 | 1 
subject to 

一 1 

  

x22 2 
”| -1 

z20 

该 问题 没有 可 行 解 ， 因 为 两 个 约束 方程 了 灿 - 妇 32 和 2 - 委 委 1 之 间 是 冲突 的 。 根 据 对 称 

形式 的 对 偶 关系 ， 可 得 对 偶 问 题 为 

maximize A" | 

subject to At | 1 了 < (1, —2] 

Az20
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对 偶 问 题 同样 不 存在 可 行 解 ,因为 两 个 约束 条 件 人 -As 拓 1 和 Ai -As 三 2 之 间 同 样 是 冲 

突 的 : = 

PTD 26s Eth Ee. #b eS Sth FE, BA a Sb BS Pa PSE Fo SSD Wy Hea AP Hh A Wn) Pe EP) BY 

KR, 

定理 17.38 互补 松弛 条 件 。* 和 A 分 别 是 原 问题 和 对 偶 问 题 (对 称 形 式 或 非 对 称 形 

式 ) 的 可 行 解 ， 它 们 分 别 是 各 自问 题 的 最 优 解 的 充分 必要 条 件 为 

1. (e" -A"A)x =0; 

2.A' (Ax -b) =0, 口 

证 明 : 首先 证 明 该 定理 对 非 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 成 立 。 注 意 , 这 种 情况 下 , 条 件 2 始 

终 成 立 ， 因 此 只 需要 证 明 条 件 1， 

必要 性 。 如 果 这 两 个 解 分 别 是 各 自问 题 的 最 优 解 , 则 由 定理 17.2 可 知 , c YX = 人 证 。 

因为 hx = 五 ,所 以 (ec -AAA4)x =0 成立。 

充分 性 。 如 果 (cT -A'A)xX=0, MAc x =A Ax =A'D, Ask, HHI. TH, 

X 和 人 都 是 最 优 解 。 

下 面 证 明 该 定理 对 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 成 立 。 

必要 性 。 首 先 证 明 条 件 1。 如 果 这 两 个 解 都 是 最 优 解 , 则 由 定理 17.2 可 知 , Cc YY = 人 证。 

ALA Ax 2b, A>O0, HY 

(c' —X A)w =c'a2—-rX' Av=A'b-A' Az=X'(b- Ax) <0 

3—-7AH, AAA'AX<c', x20, Hvi(e' -A'A)xF0 KZ, Ast, (c' -A'A)x =0, 

1£& Ax>b f AS0, KA A'(Ax-b) 20, AN, HT A'ASc', xB0, HU 

A‘ (Ax -b) =(A'A-c')x<0 KZ, KRH2 FE, 
充分 性 。 将 条 件 1 和 条 件 2 进行 组 合 , 可 得 c YY =A 4Y = 人 五 因此 ,由 定理 17.1 

可 知 , xx 和信 都 是 最 优 解 。 a 

如 果 和 人 是 原 问 题 及 其 对 偶 问 题 的 可 行 解 , 条 件 1 的 (c” -A 4)x =0 可 以 改写 为 
“如 果 z; >0, 有 A ai; =ci,i=1,…,7 成 立 ", 也 就 是 说 , 当 x 中 的 元 素 都 是 正 数 时 , 该 元 

素 在 对 偶 问 题 中 相对 应 的 约束 条 件 是 等 式 。 注 意 ,“ 如 果 zi >0, 有 A ai =ci,1=1,…, 亿 

成 立 " 与 “如 果 AT ai <cj, 有 xz, =0 成 立 " 之 间 是 等 价 的 。 以 此 类 推 , 可 以 写 出 条 件 2 的 类 

似 表达 式 。 
考虑 非 对 称 形式 的 对 偶 关 系 , 其 原 问 题 的 最 优 基本 可 行 解 为 xY, 对 应 的 检验 数 r ”= 

c -A 4, 这 种 情况 下 , 互补 松弛 条 件 可 以 写 为 mr xx =0。 

例 17.8 准备 用 26 美元 购买 一 些 黄金 , 有 4 家 可 能 的 供 货 商 ,它们 的 报价 (单位 : 美 

A/& A) FRA /2,1, 1/7 和 1《4。 将 26 美元 全 部 用 于 购买 这 4 家 经 销 商 的 黄金 ，zi 表 

示 付 给 经 销 商 ii =1,2, 3, 4) 的 资金 。 

a。、 如 何在 这 4 家 经 销 商 中 分 配 资金 以 购买 到 最 大 重量 的 黄金 ? 写 出 这 一 问题 对 应 的 

线性 规划 标准 型 ; 

b， 写 出 问题 a 的 对 偶 问 题 ， 找 到 对 偶 问 题 的 最 优 解 ;



270 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

c. 根据 问题 b 的 结果 和 互补 松弛 条 件 ， 确 定 w, ，.…, 2 的 最 优 值 。 

fF 
a， 相 应 的 线性 规划 问题 标准 型 为 

minimize — (2x; +22 + 7x23 十 474) 

subject to 2, +%2+2%3+ 44 = 26 

- 2 1,22,73,%4 20 

b. 对 偶 问 题 为 

maximize 26A 

subject to A <—2 

入 委 一 1 

A<-7 
A<-4 

对 偶 问 题 的 最 优 解 显然 是 人 = -7( 注 意 , 令 A' =- 人， 可 得 到 等 价 的 对 偶 问 题 ) 。 
c. 由 互补 松弛 条 件 可 知 ， 如 果 能 够 找到 原 问 题 的 一 个 可 行 解 守 ,满足 ( - [2,1,7,4] 

-( -7)[1,1,1,1])x=0, 这 个 解 就 是 原 问 题 的 最 优 解 。 将 上 述 条 件 重 写 为 

(1,1,1,lje=26, zz>0 ， ([5,6,0,3)a—0 

8x20 #([5,6,0,3]x =0 Yaar, =x%, =x, =0; BL1,1,1, 1]x =26 Tex =([0, 

0, 26,0)". a 

习题 

17.1 针对 对 称 形 式 的 对 偶 关 系 , 证 明 弱 对 偶 定理 。 
17.2 给 出 习题 16. 8 中 优化 问题 的 对 偶 问 题 。 

17.3 考虑 线性 规划 ， 
maximize 271 十 372 

subject to 2, +222 <4 

Qn) +22 <5 

2),t2 20 

a. 采用 单纯 形 法 求解 该 问题 ; 

b. 写 出 该 问题 的 对 偶 问 题 , 并 求 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 

17.4 考虑 线性 规划 : 

minimize 42, + 322 

subject to 52, +22 211 

2%, +2228 

x) +222 27 

@1,22 20 

写 出 它 的 对 偶 问 题 , 并 对 该 对 偶 问 题 进行 求解 。 注 意 将 该 问题 与 习题 16. 12(a) 进行 比较 。 
17.5 考虑 线性 规划 问题 ; 

maximize 2; + 2x2 

subject to — 20, +22 +23 =2 

— 21 +222 十 24 =7 

zy +25 =3 

“2,20, t=1,2,3,4,5
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17.7 

17,8 

17.10 

a. 写 出 它 的 对 偶 问 题 ; 
b. 已 知 原 问题 的 最 优 解 为 "= [3,5,3,0,0] , 求 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 

考虑 线性 规划 问题 ， 

minimize ce 2 

subject to Aa<b 

a 写 出 它 的 对 偶 问题 ; 
b. 假设 #=0, 且 存 在 向 量 8 关 0, 使 得 8 4 +e7 =0 7” 。 该 问题 是 否 存在 最 优 可 行 解 ? 如 果 是 , 找到 

这 个 解 , 如 果 不 是 , 说 明 原 因 。 

将 优化 问题 

maximize 一 |zi| -|za| 一 jzs| 

subject to 4 a a = H 

v3 

转换 成 线性 规划 问题 标准 型 ,并 对 其 进行 求解 。 针 对 标准 型 ， 写 出 其 对 偶 问题 ,并 求 对 偶 问题 的 最 

优 解 。 

提示 : 针对 每 个 决策 变量 , 引信 两 个 非 负 变量 zy; 宇 0, zz 关 0， 以 此 替换 相应 的 决策 变量 。 注 意 ,， zz 

和 不 能 同时 非 零 , 即 如 果 思 疡 0, 那么 zy =2i， 2 =0; 如 果 2 <0, 那么 or =0,2zi;= -2 。 参 

见习 题 16. 6。 

考虑 线性 规划 : 

minimize 2) +:--+@n,  @1,°++,2n ER 
subject to alZ1 十 … :十 anzn 一 工 

zl1 rn 20 

FH, 0 <a, <a, <- <a, 

a. 写 出 对 偶 问 题 , 并 找 出 对 偶 问 题 的 最 优 解 , 用 wo ,…,a, 表示 ; 

b. 应 用 对 偶 定 理 找到 原 问 题 的 最 优 解 ; 

c. 利用 单纯 形 法 求解 原 问题 的 最 优 解 。 试 证 明 , 如 果 从 一 个 非 最 优 的 基本 可 行 解 开始 求解 , 单纯 形 

法 在 一 步 迭 代 后 即 停止 的 充分 必要 条 件 为 : 进 基 向 量 所 对 应 变量 的 检验 数 在 所 有 变量 的 检验 数 中 

是 最 小 的 。 

某 线性 规划 问题 为 
maximize ctZI 十 .十 cnZn 

subject to #1 +--:-+2, =1 

U1,-++, fn 2O 

其 中 , cc e 避 是 常数 。 

a. 写 出 其 对 偶 问 题 ; 

b. 已 知 对 于 所 有 1: 关 4，cy > ci ， 试 求 对 偶 问 题 的 最 优 解 ; 

c. 根据 b 中 的 结果 求 该 线性 规划 问题 的 最 优 解 。 “ 

考虑 线性 规划 问题 : 

maximize C 仑 

subject to Az <0 

220 

其 中 , e = [1,1,…,] ,假设 该 问题 存在 最 优 解 。 

a. 写 出 它 的 对 偶 问 题 ; 

b. 计算 该 问题 的 最 优 解 ;
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17.11 

17.12 

17.13 

17.14 

17. 16 

c， 该 问题 的 约束 集 有 什么 特点 ? 

考虑 某 线性 规划 标准 型 。 

a. 构造 该 问题 的 相应 人 工 问 题 ( 为 两 阶段 法 做 好 准备 ) ; 

b. 写 出 问题 a 中 人 工 问 题 的 对 偶 问 题 ; 

c. 试 证 明 , 如 果 原 问题 有 可 行 解 , 那么 问题 b 中 给 出 的 对 偶 问 题 有 最 优 可 行 解 。 

考虑 某 个 线性 规划 问题 及 其 对 偶 问 题 ( 对 称 形式 或 非 对 称 形式 ) ， 试 判断 下 列 结论 中 哪些 是 可 能 成 立 

的 ( 即 存在 原 问题 和 对 偶 问 题 , 能 够 使 得 该 结论 成 立 ) , 哪些 是 不 可 能 成 立 的 (该 结论 针对 所 有 的 原 问 

题 和 对 偶 问 题 都 不 成 立 ) ,并 给 出 理由 (判断 过 程 中 需要 用 到 弱 对 偶 引 理 和 对 偶 定 理 ) 。 

a. 原 问题 有 可 行 解 , 对 偶 问 题 没有 可 行 解 ; 

pb， 原 问题 有 最 优 可 行 解 ,对 偶 问 题 没 有 最 优 可 行 解 ; 

c， 原 问题 有 可 行 解 , 但 没有 最 优 可 行 解 , 对 偶 问 题 有 最 优 可 行 解 。 

考虑 线性 规划 标准 型 , > 是 问题 的 可 行 解 。 试 证 明 , 如 果 存 在 人 和 人 , 使 得 

A'A+p=e 

pia 一 0 

zo 

成 立 , 则 x 和 从 分 别 是 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 最 优 可 行 解 。 该 条 件 称 为 线性 规划 的 卡 罗 需 - 库 恩 - 塔 克 

(Karush-Kuhn-Tucker) 最 优 性 条 件 , 将 会 在 第 21 章 和 第 22 章 中 详细 介绍 。 

考虑 线性 规划 : 

maximize c's 

subject to Ax <b 

HH, ceR", beR", AER”, REWNMKEANURKAS MAMA, HUA, 在 对 偶 问题 

中 , GORA RA A, WR Sek 

Him: ix -u-v, Hhu,v>od, 

考虑 线性 规划 : 

minimize 2,+ 22 

subject to 21+ 2% 23 

22, +2223 

%1,%2 20 

该 问题 的 最 优 解 为 [1,1] (见习 题 16. 11) 。 写 出 该 问题 的 对 偶 问 题 并 对 其 进行 求解 , 验证 对 偶 定 理 。 

考虑 线性 规划 问题 ; 

minimize c'a, ZE 及” 

subject to 220 

对 于 该 问题 , 有 如 下 定理 成 立 : 

定理 : 该 问题 存在 最 优 解 的 充分 必要 条 件 是 c>0。 如 果 最 优 解 存在 , 则 最 优 解 是 0。 

采用 对 偶 定 理 证 明 该 定理 (见习 题 22. 15) 。 

CA A 和 向 量 防 , 证 明 存 在 yx 关 0, 使 得 4x> 记 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 >0, HBA y<0 

和 五 "8 和 0 同时 成 立 。 

已 知 矩 阵 4 和 向 量 五 , 证 明 存 在 关 0, 使 得 4x = 五 成 立 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 满足 47Bg<0 的 

ity, 都 有 五 "8 和 0 成 立 。 该 结论 称 为 Farkas 变换 定理 。 根 据 对 偶 定 理 讨 论 如 下 问题 。 

a.， 考虑 线性 规划
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17. 22 

17.23 

minimize 0Tz 

subject to Aw =b 

2>0 

写 出 该 问题 的 对 偶 问 题 , 其 中 , 8 表示 对 偶 变 量 . 

b. 证 明 该 对 偶 问 题 的 可 行 集 是 非 空 的 ， 

提示 : 找 出 一 个 明显 的 可 行 点 即 可 。 

c. 假设 任意 满足 4 2<0 的 8 ,都 有 D 8s<0。 此 时 , 对 偶 问 题 是 否 有 最 优 可 行 解 ? 

提示 : 问题 bp 中 有 一 个 明显 的 可 行 解 。 

d. (RBULRRA A'y<0 My, MA by <0, REAM b Al c MAR, UAE x SO, HG 

Ax =b 成立 ( 证 明 Farkas 变换 定理 的 充分 条 件 ) 。 

e. 假设 存在 * FRE Ax =b, x20, yy LHL A y<0 HIER ES, iE by <0( TE Farkas CRE 

理 的 必要 条 件 ) 。 

已 知 矩 阵 4 和 向 量 如 。 试 证 明 , 存在 向 量 x, 使 得 4xr 大 成立 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 满足 4 7B 

=0 MH y20, MH b 8 关 0。 该 结论 称 为 Gale 变换 定理 。 

已 知 和 矩阵 4, 试 证 明 , 存在 向 量 *, 使 得 4x <0 成 立 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 满足 4 "8 =0 的 向 量 

zz2=0, 有 8 =0( 也 就 是 说 , 8 =0 是 唯一 同时 满足 478 =0 和 8#=0 的 向 量 ) 。 该 结论 称 为 Gordan 变换 

定理 。 

实数 矩阵 已 < 有"" 中 所 有 元 素 的 取 值 都 位 于 区 间 [0,，1] 中 , 并 且 每 行 元 素 的 和 为 1， 这 类 矩阵 称 为 随机 
和 矩阵。 向 量 xz>0 满足 zxTe =1, 其 中 e =[1,…,1] ,这 类 向 量 x 称 为 概率 向 量 。 

试 证 明 , 对 于 任意 的 随机 和 抢 阵 己 , 存在 一 个 概率 向 量 *, 使 得 x 7 己 =x 成立。 这 是 概率 论 中 关于 马尔 

可 夫 链 的 一 个 重要 结论 。 下 面 针 对 线性 规划 ， 基 于 对 偶 理论 讨论 如 下 问题 。 

a.， 考虑 线性 规划 : 

maximize ae 

subject to a2’ P=a" 

x20 

写 出 它 的 对 偶 问题 。 
b. 证 明 对 偶 问 题 不 可 行 (对 偶 问 题 不 存在 可 行 解 ) 。 

提示 : 得 出 与 Pp >z 相 了 矛盾 的 结论 , 从 向 量 8 中 最 大 的 元 素 ( 记 为 Wi ) 人 手 。 

c， 原 问题 是 否 可 行 ? 原 问 题 是 否 无 界 ? 

d,， 根据 问题 c 的 结果 推导 如 下 结论 : 存在 向 量 x>0, 使 得 x 己 =x' 和 xie=l 同 时 成 立 。 

有 一 个 “黑箱 ", 能 够 实现 函数 b。 该 黑箱 按照 如 下 方式 定义 : 给 定 整数 办 和 双 、 和 矩阵 4 和 E 桶 ” ” 

Ale] be RR”, b(m,n,A,b) We — PE Ax>b WE x =6(m,n,A,b), RAZ, RAE 

够 求解 线性 可 行 问题 。 

Wi AER", beR" flee R", 考虑 线性 规划 问题 ; 
minimize ela - 

subject to Aw >b 

220 

采用 函数 由 表示 该 问题 的 最 优 解 , 换言之 , 演示 利用 该 黑箱 求解 该 线性 规划 问题 的 过 程 。 

提示 : 为 黑箱 确定 一 组 合适 的 输入 , 使 得 其 输出 为 上 述 线 性 规划 问题 的 最 优 解 , 但 只 能 使 用 一 次 

黑箱 。 

本 习题 采用 对 偶 理论 分 析 目 标 函 数 的 最 优 值 对 于 约束 扰动 的 灵敏 性 。 

考虑 原 问 题 及 其 对 偶 问 题 ( 对 称 或 非 对 称 形式 ) , 如 果 原 问题 中 的 右 端 项 六 是 可 变 的 , 当 志 存 在 一 个 

扰动 A5 时 (用 六 +Ab 取代 b) ,计算 目标 函数 的 改变 量 。
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17. 24 

a. 为 了 更 加 精确 地 描述 这 一 问题 , 令 (5) 表示 原 问 题 的 最 优 值 , A 表示 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 试 计算 

z 在 据 处 的 梯度 Vz(B), 用 进 行 表示 。 在 计算 过 程 中 , 可 以 假设 对 偶 问题 的 最 优 解 始终 保持 在 了 

的 一 个 邻 域 内 , 但 必须 说 明 该 假设 的 合理 性 。 

提示 : 运用 对 偶 定 理 说 明 z(z) 与 已 的 关系 。 

b. 假设 对 偶 问 题 最 优 解 的 第 1 个 元 素 是 和 =3, 如 果 妨 增加 一 个 小 量 A5 ， 试 计算 原 问 题目 标 函 数 最 

优 值 的 改变 量 。 

给 定 二 次 规划 问题 ，; 一 

minimize 了 x 

subject to Ag <b 

Hh, AcR"™*, beR”, VKMMKARAG, 
考虑 相应 的 对 偶 二 次 规划 问题 : 

maximize — su (AA™y -b'y 

subject to y2O 

SAA Dil RAS SLY B tr BK, 

a. 写 出 这 种 情况 下 的 弱 对 偶 引 理 , 并 对 其 进行 证 明 ; 

b， 试 证 明 , 如 果 xo。 和 za 分 别 是 原 问题 和 对 偶 问 题 的 可 行 解 , PAS, (x) =f (yy), AX, My, 分 

别 是 原 问题 和 对 偶 问题 的 最 优 解 。 

提示 : 可 以 运用 线性 规划 对 偶 问 题 的 一 些 结论 。
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18.1 引言 

前 面 的 章节 讨论 了 单纯 形 法 及 其 变 体 , 即 修 正 的 单纯 形 法 。 单 纯 形 法 在 实际 线性 规划 

问题 的 求解 中 应 用 非常 广泛 。 但 是 , 利用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 所 需要 的 时 间 会 随 着 

决策 变量 x(x e 疏 ") 维 数 ? 的 增加 而 急剧 上 升 。 需 要 特别 指出 的 是 , 已 经 证 明 在 最 差 的 情 

况 下 , 该 方法 的 求解 时 间 与 决策 变量 x 的 规模 % 之 间 呈 现 指数 变化 规律 。1972 年 ，Ree 

和 Minty 找到 了 一 个 线性 规划 问题 算 例 ( 称 为 巷 ee-Minty 算 例 ) , 证 实 了 这 一 指数 变化 规 

律 的 存在 ' 。 下 面 给 出 功 ee-Minty 算 例 中 。 假 定 维 数 7 已 知 , > 

e = (10"~!,10"-?,---,10', 1] 7 

b = (1,107, 10%, ---,107@-)]" 

1 0 0 -- 0 
2x 10! 1 0 vee 0 

A=| 2x10? 2x 10! 1 vee 0 

2x10"-! 2x10"-2 --- 2x10! 1 

构造 如 下 线性 规划 问题 : 

Inaximize ez 

subject to Agw <b 

x20 

采用 单纯 形 法 求解 上 述 线 性 规划 问题 的 最 优 解 需要 2"* -1 步 。 显 然 , 针对 这 一 问题 , 单纯 

形 法 的 求解 时 间 与 变量 x 的 规模 % 呈 指 数 关 系 。 这 一 关系 也 称 为 算法 的 复杂 度 。 因 此 ， 

单纯 形 法 的 复杂 度 被 认为 是 指数 级 的 , 通常 用 O(2” -1) 表 示 。 

显然 ,对 于 任何 一 个 线性 规划 问题 的 求解 算法 而 言 , 所 需要 的 求解 时 间 都 会 随 着 决策 

变量 * 的 规模 ?增加 而 增 大 。 问 题 的 关键 在 于 求解 时 间 的 增加 速度 。 正 如 之 前 看 到 的 ， 
单纯 形 法 求解 时 间 以 指数 规律 增长 。 多 年 以 来 , 计算 机 领域 的 专家 一 直 采 用 指数 复杂 度 和 

多 项 式 复杂 度 来 区 分 算法 的 复杂 度 。 如 果 一 个 线性 规划 求解 算法 具有 多 项 式 复杂 度 , 那么 

该 算法 的 最 优 解 求解 时 间 的 上 界 可 以 表示 为 一 个 ? 阶 多 项 式 。 很 明显 ,多 项 式 复杂 度 要 

小 于 指数 复杂 度 。 因 此 , 是 否 存在 一 个 具有 多 项 式 复杂 度 的 求解 算法 , 是 线性 规划 领域 中 
的 一 个 重要 研究 主题 。1979 年 ，Khachiyan( 有 时 也 直接 按照 俄 文 转译 为 Hagijan) 5 提出 

了 一 种 新 的 线性 规划 求解 算法 , 复杂 度 为 0(2 人 4) ,部 分 地 解决 了 这 个 问题 。 世 表示 数字 

在 计算 机 中 的 存储 位 数 。 之 所 以 说 KRhachiyan 算法 (也 称 为 椭 球 算法 ) 只 是 部 分 地 解决 了 

这 一 问题 , 是 因为 其 计算 复杂 度 与 也 有 关 。 荆 越 大 , 计算 复杂 度 越 高 。 这 就 意味 着 ， 所 需 
的 计算 时 间 会 随 着 计算 精度 的 提高 而 增加 。 迄 今 为 止 , 对 线性 规划 问题 而 言 , 是 否 存在 一
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种 多 项 式 复杂 度 的 求解 算法 , 其 复杂 度 仅 取决 于 变量 规模 %( 也 可 以 是 约束 条 件 个 数 ) , 仍 

然 是 一 个 尚未 解决 的 开放 问题 !; 。 无 论 在 什么 情况 下 , 实际 应 用 经 验 表 明 Khachiyan 算 

法 并 不 能 取代 单纯 形 法 吧 | 。 虽 然 已 经 在 理论 上 证 明了 Khachiyan 算法 的 复杂 度 优 于 单纯 

形 法 , 但 还 尚 需 通 过 实践 进行 检验 。 

1984 年 ，Kammarkar 提出 了 另外 一 种 求解 线性 规划 问题 的 非 单纯 形 法 。 该 算法 的 

SZ REA O(n? *L) , 小 于 Khachiyan 算法 的 复杂 度 。 显 然 , 该 算法 在 复杂 度 方面 也 优 于 单 
纯 形 法 , 但 也 存在 一 些 缺 陷 。 在 Karmarkar 发 表 了 该 算法 的 论文 之 后 , 研究 人 员 受 此 启 

发 , 沿 着 这 一 思路 , 针对 Karmarkar 算法 进行 了 改进 , 这 些 算法 统称 为 内 点 法 。 内 点 法 中 

有 一 些 具 体 的 算法 思路 非常 好 , 具有 很 高 的 计算 效率 , 特别 适合 于 求解 决策 变量 的 数量 很 

大 的 线性 规划 问题 !s; 。 

本 章 讨论 求解 线性 规划 问题 的 非 单 纯 形 法 。 下 一 节 将 讨论 Khachiyan 算法 的 基本 思 

As 在 此 之 后 将 着 重 介绍 Karmarkar 算法 。 

18.2 Khachiyan Bik 

AMS AF Khachiyan EWA AK A FAS CAR(S, 9). Khachiyan His H HAM A 

于 对 偶 的 概念 ( 见 第 17 章 ) 。 本 节 仅 仅 是 对 KRhachiyan 算法 的 基本 介绍 , 关于 该 算法 的 详 
细 内 容 , 可 参阅 参考 文献 [ 101 ] 。 
考虑 如 下 线性 规划 问题 ( 原 问题 ) : 

minimize e'a 

subject to Aa >b 

z>0 

其 对 偶 问 题 为 

maximize 入 -了 

subject to 和 4A<er 

和 过 0 

这 两 个 线性 规划 表示 的 是 对 称 形 式 的 对 偶 问题 。 由 定理 17.1 可 知 , 如 果 x 和 人 分 别 是 原 

问题 和 对 偶 问 题 的 可 行 解 , FF AE x = A 盖 ,那么 xz 和 分 别 是 原 问题 和 对 偶 问 题 的 

最 优 解 。 也 就 是 说 , 通过 寻找 满足 关系 式 

e'x=b'X 

Az 2b 

A'A<c 
220 

Az0 

的 向 量 [x  , A ] , 即 可 得 到 原 问 题 的 最 优 和解 。 

注意 , c xy = DA 等 价 于 下 面 两 个 不 等 式 成 立 ; 

c'a-b'X<0 

-c'2+b'A<0
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因此 , 可 以 将 上 面 的 关系 式 改 写 为 

CT 一 5 0 

—c! b! 0 

  

一 条 0 x —b 
< 

一 了 0 入 0 

0 A’ c 

0 一 了 0 

这 样 , 就 将 求解 原 问题 与 对 偶 问 题 的 最 优 解 问题 简化 为 寻找 满足 上 述 不 等 式 的 向 量 Lx , A ] 。 

换言之 , 如 果 能 够 找到 满足 上 述 不 等 式 的 向 量 [x ,A ] ,就 得 到 了 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 

最 优 解 。 妃 一 方面 ,如 果 不 存在 满足 上 述 不 等 式 的 向 量 , 原 问 题 和 对 偶 问 题 就 没有 最 优 可 

行 解 。 为 便于 讨论 , 将 上 述 不 等 式 改 写 为 矩阵 形式 : 
Pz<q 

其 中 ， 

CT 一 5 0 
_eT 六 7 0 

一 入 0 人 —b 

0 A! c 

0 一 了 0 

在 接 下 来 关于 Khachiyan 算法 的 讨论 中 , 己 , > 和 9 不 再 限于 上 面 的 具体 形式 ; Pz< 9 就 
认为 是 一 般 的 矩阵 不 等 式 , 其 中 己 , > 和 9 就 是 一 般 意 义 的 矩阵 和 向 量 D。 令 向 量 g 和 z 
的 维 数 分 别 为 7 和 s, 则 已 ER ,zeR ,geRr。 

采用 KRhachiyan 算法 求解 线性 规划 问题 ,首先 要 确定 是 否 存在 满足 不 等 式 Pz<g 的 
向 量 z,， 即 上 述 线性 不 等 式 是 否 相 容 。 如 果 有 解 ,该 算法 就 能 够 找到 一 个 满足 不 等 式 的 向 
量 z。 在 接 下 来 的 讨论 中 , 将 任意 满足 不 等 式 Pz 和 9 的 向 量 都 称 为 原 问 题 的 一 个 解 。 假 
设 矩 阵 已 和 向 量 g 中 的 元 素 都 是 有 理 数 。 对 于 实际 问题 而 言 , 这 一 假设 是 自然 成 立 的 , Al 

为 能 够 在 数字 计算 机 上 表示 的 线性 规划 问题 都 只 包含 有 理 数 。 实 际 上 , 可 以 进一步 假设 书 

和 g 中 的 所 有 元 素 都 是 整数 。 这 是 个 不 失 一 般 性 的 假设 , 因为 可 以 在 不 等 式 Pz <g 两 边 

同 乘 以 一 个 足够 大 的 数 ， 以 确保 不 等 式 两 边 的 系数 都 是 整数 。 
在 讨论 Khachiyan 算法 之 前 , 先 引入 椭 球 的 概念 。 令 向 量 z es 疏 ',@@ 是 sxs 的 非 奇异 

矩阵 , 那么 以 z 为 中 心 、@ 为 参数 的 椭 球 定义 为 集合 

Eq(z) = {z+ Qy:yeR’, <1l} 
Piiie Khachiyan $5 W SEA EME. AL Aa RK, TER UOEIP, Ot 2 A 
Q, RT, 2 A Q, TF AER Eg, (2). PEUVENT AA: ERA RG Pz <q 的 
一 个 解 。 通 过 更 新 = 和 @, 不 断 缩 小 椭 球 , 与 此 同时 ,始终 保 证 椭 球 包含 不 等 式 的 一 个 

解 。 如 果 发 现 当前 点 z P2 <q, 那么 算法 终止 , z” 就 是 最 优 解 ; 否则 ,继续 迁 
代 。 算 法 预先 设 定 的 最 大 和 迭代 次 数 W，N 的 大 小 取决 于 和 ss。 这 意味 着 N 并 不 能 自由 设 

@ 此 处 的 含义 为 : KRhachiyan 算法 的 核心 是 求解 不 等 式 Pz< 和 Q@， 而 并 不 关心 不 等 式 由 何 而 来 。 一 一 译 者 注
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定 ， 而 是 通过 一 个 关于 志和 s HARASS, LER, 需要 事先 通过 一 个 关于 已 和 g 
的 公式 计算 得 出 。 当 进行 了 N 次 友 代 却 没有 找到 最 优 解 时 , 计算 终止 。 此 时 , 相应 的 椭 球 

已 经 缩小 到 了 计算 精度 误差 的 范围 之 内 ,如 果 最 优 解 存在 , 那么 一 定 能 够 在 这 个 椭 球 内 找 

到 ; 和 否则, 可 判定 问题 无 解 。 
从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ，Khachiyan 方法 与 经 典 单纯 形 法 存在 明显 差异 。 该 方法 吸引 

了 大 量 研究 人 员 开 展 相关 研究 工作 。 但 是 , 正如 之 前 所 提 及 的 , 该 算法 在 求解 实际 线性 规 

划 问 题 时 , 应 用 价值 并 不 高 。 因 此 , 此 处 不 深究 KRhachiyan 算法 的 细节 内 容 , 感 兴趣 的 读 
者 可 参阅 参考 文献 [ 101 ] 。 

尽管 在 实际 应 用 方面 还 存在 不 足 ，Khachiyan 方法 却 激发 了 有 关 研 究 人 员 的 兴趣 , 大 

家 开始 着 手 寻 求 线性 规划 问题 的 高 效 求解 算法 , 希望 能 够 寻找 一 种 具有 多 项 式 复 杂 度 的 算 
法 。Karmarkar 就 成 功 地 提出 了 一 种 新 的 算法 , 称 为 Karmarkar 算法 (这 将 在 18.4 节 中 进 

行 讨论 ) 。 

18.3 HARE 

基本 算法 

本 节 介 绍 一 种 简单 的 算法 : 仿 射 尺 度 法 。 这 是 18.4 节 中 将 要 介绍 的 Karmarkar 方法 

的 基础 。 仿 射 尺度 法 是 一 种 内 点 法 。 这 类 方法 与 经 典 单纯 形 法 之 间 的 主要 区 别 体 现在 一 

个 方面 , 即 内 点 法 要 求 从 可 行 集 的 内 部 开始 和 欠 代 , 且 和 迭代 过 程 始 终 在 可 行 集 内 部 向 着 最 优 

的 顶点 移动 ; 与 之 相反 , 单纯 形 法 是 从 可 行 集 的 一 个 极点 移动 到 另 一 个 极点 来 寻找 最 优 极 

点 的 。 

考虑 线性 规划 问题 : 

minimize cm 

subject to Aw =b 

«220 

FH, ATHEARA AS Ma. Ax =b Flx20, (RINT xe? B—-T ERAS 

(x BETA OR ARAK F 0), AP EMER i a 寻找 一 个 新 的 点 x@ ， 从 而 减 小 

目标 函数 值 , 也 就 是 说 , 可 按照 如 下 方式 构造 x" ; 
ae) = 9 4 apd 

其 中 , ao 为 步 长 。 在 梯度 方法 ( 详 见 第 8 章 ) 中 , 通常 选择 目标 函数 的 负 梯 度 方向 作为 搜索 

方向 。 对 于 该 线性 规划 问题 ， 目 标 函 数 的 负 梯 度 方 向 是 - c。 然 而 ， 如 果 搜 索 方 向 选 为 

d = -¢, MAK x” AAT RENEE TEA, HF xO BAR, BUA Ax =b; F— 

IE © WE Ax <b, HPAES 

A (2 一 2°) = a Ad =0 

UA TRE ek FEN TEAN, 向 量 do 必须 位 于 4 MESA, 

为 了 能 够 使 &" 既是 4 的 零 空 间 向 量 又 尽 可 能 地 “接近 ”- c, 通常 将 -e 正 交 投 影 到 
4 的 零 空间 , 并 直接 把 投影 作为 gd"" 。 任 何 向 量 在 矩阵 4 的 零 空 间 上 的 正 交 投 影 都 可 以 通
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过 对 该 向 量 左 乘 矩 阵 王 得 到 , 其 中 书 称 为 正 交 投影 算 子 ( 见 3.3 节 和 例 12.5) : 

P=1,-—A'(AA')'A 

Sd BR -c HAWES EW IERRH, Bll 

do = 一 Pe 

容易 证 明 4Pe =0, 因此 4x'0 =。 总 之 , 给 定 一 个 可 行 点 9 ,就 可 以 通过 下 式 得 到 一 

个 新 的 可 行 点 0 ， 

zt) 一 2(0) -aoPe 

步 长 a 的 选择 方式 将 稍 后 进行 介绍 。x*0 的 求解 公式 可 视 为 梯度 投影 算法 的 一 次 迁 代 。 
23. 3 节 中 将 专门 介绍 梯度 投影 算法 。 

由 图 18. 1 可 以 看 出 , 初始 点 x' 应 该 选择 靠 a 

近 可 行 集中 心 的 点 。 如 果 从 可 行 集 的 中 心 出 发 ， ， Oo ela tk FH 

可 以 在 搜索 方向 上 选取 较 大 的 步 长 ; 而 从 非 中 心 1X 
点 出 发 ,只 能 选择 较 小 的 步 长 。 因 此 ,从 中 心 点 

出 发 进行 一 次 大 步 长 的 选 代 , 能 够 使 目标 函数 值 

下 降 得 更 多 。 

假设 初始 点 x'( 是 可 行 的 , 但 不 是 中 心 点 , 则 

可 以 通过 仿 射 尺度 变换 将 其 变换 到 中 心 。 为 简化 

Sh, fie A =[1,1,--,1]/n, b=[1],. AB 
看 出 , 可行 集 的 中 心 是 e = [1, 1, …, 1]7, 为 了 图 18.1 在 中 心 点 和 非 中 心 点 采 

  

  

将 x 变 换 到 e, 需要 采用 如 下 仿 射 尺 度 变换 ， AEE 
e= Do'2 

其 中 , Du 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 线 上 的 值 是 向 量 PATER 
(0) Zz, 0 

Do = diag[x we, 0] = : . : 

QO -e 

AA xO EPR ALS, BREA D dE RT, STIG A Alb, tT DR A Te 

换 进 行 处 理 , 但 可 能 无 法 精确 地 变换 到 可 行 集 的 中 心 。 如 果 和 希望 变换 后 的 点 能 够 “接近 ” 

中 心 , 至 少 应 保证 点 e 应 该 与 正 象限 jx :xY>=01 各 边界 的 距离 相等 。 
经 过 仿 射 尺度 变换 后 的 初始 点 位 于 (或 接近 ) 可 行 集 的 中 心 , 接 下 来 就 可 以 按照 之 前 

介绍 的 思路 开展 迭代 求解 了 。 对 初始 点 *'" 左 乘 矩阵 Dr ,坐标 系 也 随 之 改变 。 因 此 , 应 
该 将 原来 的 线性 规划 问题 变换 到 新 的 坐标 系 上 。 变 换 坐 标 系 后 的 线性 规划 问题 为 

minimize 50 二 

subject to Ap#=b 

z>0 

    
其 中 ， 

Go = Doc 

Ao = AD»
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在 新 的 坐标 系 ( 庆 ) 下 , 构造 正 交 投 影 算 子 : 

Py) =I, — A, (AyAg )~! Ao 

令 gd WH -6, TEE A, £2 lal LEACH, Bl 
a _ ~ Pot 

相应 地 , 天 2 的 先 代 公式 为 
ze = gO _ ap Poe 

Herp, xX = Dox 。 利用 变换 
a) = Dox 

ASE A PA xe. 

Bi TH AFR ATER, WR Oe, ERE RGB RTI 

点 Y0) 。 该 过 程 可 以 表示 成 如 下 形式 : 
2) = 2 +4 apd 

其 中 ， 

d® = —D )PDoc 

AR SS RGR RL, AEE PP | 满足 
a(K+1) — glk) 4 a,d) 

其 中 ， 

Dy = diag{z{",---, 2] 
A, = AD, 

P, =1,, — A, (ApA,)~'!Ax 

ad) — -D,P,Dy,c 

FER IKARIA, ARRIETA RAL OR LGR ER a , 可 以 使 

Rf Ax = 玉 自动 得 到 满足 , 即 可 行 性 能 够 得 到 保证 ; 通过 选择 合适 的 步 长 wk, 可 保证 

zi >0(G =1,2,3,…,%), 即 严格 内 点 的 要 求 可 以 得 到 保证 。 接 下 来 给 出 步 长 a 的 选 

择 方 法 。 
选择 w, 的 主要 原则 是 要 保证 步 长 尽 可 能 大 , 但 又 不 能 大 到 使 得 x“”… 中 出 现 非 正 数 的 

元 素 , 即 必须 满足 zt = or + adi >0,%=1,2,3,--, 2, EM 

oi*) 
一 : i Tk min 局 

{id <0} d; 

7, de7R Ex" TA TCR AEA WK a, HRA, AT RIE EP RA, OF 

长 为 w =ar,, ae(0, 1) 。a 的 常用 值 为 0.9 或 0.99( 见 参考 文献 [96] 的 第 572 页 ) 。 
与 单纯 形 法 不 同 , 仿 射 尺 度 法 在 有 限 次 欠 代 内 无 法 得 到 最 优 解 。 因 此 , 需要 增加 一 个 

终止 条 件 , 可 以 采用 8.2 节 中 讨论 的 算法 终止 条 件 。 比 如 , 当 
lez(e+D -ez(b| 

max(l, jez} ~ 
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时 , 和 迭代 停 止 , s >0 是 预先 设 定 的 国 值 。( 人 参考 文献 [96] 的 第 572 页 给 出 了 一 个 类 似 的 终 

止 条 件 , 并 讨论 了 与 其 相对 偶 的 另外 一 个 终止 条 件 。) 

两 阶段 法 

在 利用 仿 射 尺度 法 开展 迭代 计算 之 前 , 需要 指定 一 个 可 行 的 初始 点 , 且 这 个 点 必须 是 

严格 内 点 , 下 面 将 介绍 一 种 寻找 初始 点 的 方法 。 初 始点 确定 之 后 , 就 可 以 利用 仿 射 尺度 法 

对 问题 进行 求解 。 两 阶段 方法 包括 两 个 求解 阶段 。 在 第 一 阶段 ， 寻 找 一 个 可 行 的 严格 内 

点 ; 在 第 二 阶段 , 利用 第 一 阶段 的 结果 作为 仿 射 尺度 法 的 初始 点 ,从 而 求 出 原 问 题 的 最 优 

解 。 这 一 过 程 与 16. 6 节 中 介绍 过 的 两 阶段 单纯 形 法 类 似 。 

首先 , 讨论 两 阶段 法 中 第 一 阶段 的 相关 内 容 。 令 六 为 向 量 , 其 元 素 都 为 正 值 ; 向 量 ”为 

v=b- Au 

Mv =0, RAuRe-TATHP RAR. Sx =u, 进入 第 二 阶段 , 即 利用 仿 射 尺 

度 法 进行 迭代 求解 。 如 果 p 和 关 0, 则 需要 构造 一 个 人 工 问题 并 进行 求解 

minimize y 

x 
=6b 

y 

?| >。 

subject to [4.?] 

  

y 

H 
RATE A bead, FS AR BE OR IX — A, AA ACT alee) Bo PEK 

或 等 于 0, 那么 仿 射 斥 度 法 一 定 能 够 得 到 最 优 解 。 

命题 18.1 线性 规划 的 原 问 题 存在 可 行 解 ， 当 且 仅 当 相 应 的 人 工 问 题 有 最 优 可 行 解 ， 
且 对 应 的 目标 也 数值 为 0。 口 

证 明 ; 

必要 性 。 如 果 原 问题 存在 可 行 解 光 ,那么 向 量 [X%T ,0]7T 是 人 工 问题 的 一 个 可 行 解 。 

显然 ， 这 个 可 行 解 对 应 的 目标 函数 值 是 0。 由 于 不 可 能 存在 使 目标 函数 值 为 负 的 解 ， 因 此 

这 个 可 行 解 就 是 人 工 问 题 的 最 优 解 。 
充分 性 。 如 果 人 工 问题 有 一 个 使 目标 函数 值 为 0 的 最 优 可 行 解 ,那么 该 最 优 解 一 定 是 

[xx ,0] 的 形式 ,其 中 mwE0。 故 有 4xX = 六 即 过 是 原 问题 的 可 行 解 。 a 

假定 线性 规划 原 问题 存在 可 行 解 。 由 命题 18. 1 可 知 ,如 果 利 用 仿 射 尺 度 法 求解 相应 

的 人 工 问题 (初始 点 为 [& ,1] ), 算法 就 会 在 目标 函数 值 为 0 时 终止 , 所 得 到 的 最 优 解 具 

有 [x ,0] 的 形式 。 可 以 认为 很 有 可 能 会 是 可 行 集 的 严格 内 点 。 接 下 来 给 出 简单 说 明 。 

显然 x>0。 注 意 , 在 人 工 问题 最 优 可 行 解 的 所 有 子 集中 , 前 双 个 元 素 中 有 一 个 或 多 个 元 

素 为 零 的 子 集 是 很 小 或 很 薄 的 。 比 如 , 在 三 维 空间 取 ' 中 , 可 以 说 二 维 平面 就 是 很 小 或 很 

上 述 问题 显然 有 一 个 可 行 的 严格 内 点 :
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薄 的 。 而 且 , 三 维 空间 中 的 二 维 平面 容量 为 零 。 因 此 , 即使 存在 某 些 最 优 解 ,其 前 % 个 元 

素 中 存在 一 个 或 多 个 零 元 素 , 仿 射 尺度 法 在 这 些 最 优 解 处 终止 的 可 能 性 也 非常 小 , 即 过 是 

严格 内 点 的 可 能 性 非常 大 。 

完成 了 第 一 阶段 的 计算 之 后 , 可 以 利用 人 工 问题 最 优 解 的 前 % 个 元 素 作为 仿 射 尺 度 

法 的 初始 点 , 开始 求解 原 问 题 的 最 优 解 。 这 就 是 第 二 阶段 的 工作 。 

理论 上 讲 , 第 一 阶段 产生 的 是 第 二 阶段 的 初始 可 行 点 。 然 而 , 由 于 计算 机 存储 和 计算 

过 程 中 常见 的 计算 精度 问题 , 第 一 阶段 产生 的 解 可 能 并 不 可 行 。 此 外 , 即使 第 二 阶段 的 初 

始点 是 可 行 的 , 由 于 计算 精度 的 问题 , 在 选 代 过 程 也 有 可 能 无 法 保证 迁 代 点 的 可 行 性 。 有 一 

些 特殊 的 处 理 方法 可 以 解决 这 类 问题 。 关 于 仿 射 尺度 法 的 数值 实现 , 可 参阅 参考 文献 [42 ] 

的 7.1.2 节 。 

18.4 Karmarkar 算法 

基本 思想 

Karmarkar 算法 也 是 一 种 线性 规划 问题 的 求解 算法 , 与 仿 射 扩 度 法 类 似 , 在 很 多 方面 

与 经 典 的 单纯 形 法 存在 明显 区 别 。 首 先 ，Karmarkar 算法 是 一 种 内 点 法 ; 其 次 , 单纯 形 法 

直到 找到 最 优 解 才 停 目 计算 ,而 Karmarkar 算法 在 目标 函数 值 小 于 或 等 于 预 设 的 精度 后 

停止 计算 ; 第 三 , 使 用 单纯 形 法 时 ,必须 首先 将 线性 规划 问题 表示 为 标准 形式 ， 而 Kar- 

markar 算法 要 求 首先 将 线性 规划 问题 转化 为 另 一 种 标准 形式 , 称 为 Karmarkar 标准 型 ， 
这 将 在 文中 专门 进行 讨论 。 尽 管 有 些 新 提出 的 内 点 法 在 计算 效率 和 重 棒 性 上 优 于 Kar- 

markar 算法 , 但 是 学 习 Karmarkar 算法 还 是 很 有 意义 的 , 它 可 以 为 进一步 学 习 更 为 先进 

的 内 点 法 打下 基础 。 

Karmarkar 标准 型 

在 利用 Karmarkar 方法 求解 线性 规划 问题 之 前 ,首先 必须 把 问题 转换 为 Karmarkar 

标准 型 

minimize ec! 

subject to Aa =O 

Soa, =1 

4 一 1 

220 

EP, x =[2,,%, °°, %,]'> 正 如 在 前 面 讨 论 Khachiyan 算法 时 所 提 到 的 , 可 以 不 失 一 

般 性 地 假设 4 和 e 的 所 有 元 素 都 是 整数 。 

首先 , 引入 一 些 符号 , 以 便于 描述 Karmarkar 标准 型 。e = [1, 1, …, 1] 表示 每 个 元 

素 都 是 1 的 ? 维 向 量 R"，0 表示 和 矩阵 4 的 零 空间 , 即 

Q = {# € R” : Ax = 0} 

we LR" PR LADE A;
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A={fzcRn:erz=lz>0l 

e 1 并 
ao 一 一 一 一 ) "一 

n n n 

显然 , au seA。 采 用 以 上 符号 可 将 Karmarkar 标准 型 表示 为 

minimize e'a 

subject to w2EQnaA 

注意 约束 集 ( 或 可 行 集 )QmA 可 表示 为 如 下 形式 ; 

nnA={zcRr:4z=0 ez=lz>0 

-foce:[4]e- [9], 220] 
例 18.1 考虑 线性 规划 问题 [125] ， 

minimize 52, 十 47zo 十 873 

单纯 形 A 的 中 心 定 义 为 

subject to 2) +a¢9+23=1 

21,22,23 20 

显然 ,该 问题 已 经 是 Kammnarkar 标准 型 ， 其 中 c =[5,4,8],4=O。 该 问题 的 可 行 集 如 

图 18.2 所 示 。 = 

例 18.2 考虑 线性 规划 问题 0] ， 

minimize 32, 十 372 — x3 

subject to 22; —322+23 =0 

2Z1 十 Z2 十 X3 一 工 

Z1,Z2;23 >0 

这 已 经 是 Karmarkar 标准 型 ， 其中, cr =[3.3, 11, 4 =[2,-3,1]。 该 问题 的 可 行 集 如 

A 18.399) 所 示 。 

  

图 18.2 例 18.1 的 可 行 集 18.3 例 18.2 的 可 行 a 

接 下 来 将 证 明 , 任何 线性 规划 问题 都 可 以 等 价 转换 为 Karmarkar 标准 型 。 

Karmarkar 约束 问题 

采用 Karmarkar 算法 求解 具有 Karmarkar 标准 型 的 线性 规划 问题 ,需要 满足 以 下 假 
BARE
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A. 单纯 形 A 的 中 心 wo 是 一 个 可 行 点 , 即 ao sgQ; 
B. 在 可 行 集 内 ,目标 函数 的 最 小 值 是 0; 

C. (m41) xn | A bite m a1; 
D. MALLS g >0, AER AT A x Ah 

- CTZ 

CT ao 

  <279 

时 ,计算 终止 。 

对 于 任何 一 个 具有 Karmarkar 标准 型 的 线性 规划 问题 ,如 果 满 足以 上 4 个 假设 条 件 ， 
则 称 其 为 Karmarkar 约束 问题 。 接 下 来 将 分 别 讨论 这 些 假 设 条 件 及 其 含义 。 
首先 讨论 假设 A。 任 何 一 个 存在 最 优 可 行 解 的 线性 规划 问题 , 一定 能 够 转换 成 

Karmarkar 标 准 型 ; 而 对 于 标准 型 , 假设 A 一 定 成 立 。 下 节 中 将 对 此 进行 详细 讨论 。 这 说 

明 , 假设 A 并 无 实际 约束 意义 。 
接 下 来 讨论 假设 B。 对 于 任何 一 个 具有 Karmarkar 标准 型 的 线性 规划 问题 , 如 果 能 够 

预先 知道 目标 函数 在 可 行 集 上 的 最 小 值 , 就 可 以 将 其 转换 为 满足 假设 B 的 Karmarkar 标 
准 型 。 比 如 , 假设 已 知 线性 规划 问题 的 目标 函数 最 小 值 为 内 , 按照 参考 文献 [110] 中 的 

做 法 ,构造 郧 数 .Frz) =c Y -对 , 根据 可 行 集中 ex =1 这 一 约束 , 可 得 对 于 任意 可 行 
mx, BA 

f(w@) =c"2-M=c'a-Me'ax=(c'—-Me')z=é'e 

其 中 ,5 =ec 一 Me 。 可 以 看 出 , 函数 ./x) 的 最 小 值 是 0, 并 且 它 是 关于 * 的 线性 函数 。 因 
此 , 可 以 用 上 述 且 标 函 数 代替 原来 的 目标 函数 , 对 最 优 解 并 无 影响 。 这 说 明 假设 B 是 能 够 
得 到 满足 的 。 

例 18.3 回顾 例 18.1 中 的 线性 规划 问题 ， 
minimize 527; + 442+ 823 

subject to 21 +22+73=1 

21,220,213 20 

该 问题 满足 假设 A( 且 满足 假设 C) , 但 不 满足 假设 了 ,因为 目标 函数 在 可 行 集 内 的 最 小 值 

是 4。 可 以 用 6 = [1,0,4] 代替 c = [5,4,8], 使 其 满足 假设 也 。 = 

例 18.4 可 以 很 容易 地 证 明 例 18.2 中 的 线性 规划 问题 满足 假设 A、B 和 0C。 = 

假设 C 是 一 个 在 算法 运行 过 程 中 必需 的 技术 性 假设 。 这 一 假设 对 于 Karmarkar 算法 

的 更 新 方程 非常 有 用 。 

假设 D 是 Karmarkar 算法 终止 条 件 的 基础 。 当 找到 一 个 可 行 点 满足 ec xz/e ao 和 2 

时 , 算法 终止 。 对 于 任何 一 个 精度 有 限 的 算法 , 类 似 的 终止 条 件 都 是 内 在 要 求 。 注 意 ， 上 

RA LAS ca, AX, 而 Karmarkar 算法 的 起 始点 是 g,, 因此 最 优 解 的 精度 将 会 受到 
起 始点 的 影响 。 

从 一 般 形 式 到 Karmarkar 标准 型 的 转换 

下 面 讨论 如 何 将 一 般 形 式 的 线性 规划 问题 转换 为 等 价 的 Karmarkar 标准 型 。 所 谓
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等 价 , 指 的 是 这 两 种 不 同形 式 下 的 最 优 解 能 够 相互 转换 。 前 面 已 经 提 到 过 , 任何 线性 规 
划 问 题 都 可 以 转换 为 标准 型 。 因 此 , 只 要 证 明 任 意 标准 形式 下 的 线性 规划 问题 都 可 以 转 

换 为 Karmarkar 标准 型 即 可 。 同 时 , 下 面 讨 论 的 转换 方法 !51 也 能 保证 上 一 节 中 的 假设 

A 得 到 满足 。 

考虑 标准 形式 的 线性 规划 问题 : 

minimize c'2, 2 € R” 

subject to Az =b 

z20 

不 考虑 是 否 满 足 假设 A, 先 给 出 一 种 比较 简单 的 方法 , 将 上 述 问题 转换 为 Karmarkar 标准 

型 。 为 此 , 定义 新 变量 ze 了 权 " 人: 

一 
同时 定义 c" =[c ,0] 和 4'=[f4,-z]。 利 用 这 些 符号 ,可 以 将 上 述 线 性 规划 问题 重 
写 为 | 

minimize ce’ z, zeR™ 

subject to A’z=0 

z20 

接着 还 需要 做 进一步 的 处 理 , 增加 一 个 新 的 约束 条 件 , 即 所 有 的 决策 变量 之 和 为 1。 为 此 ， 

7m Ly =(y,, 2a ， my Yn> Yn v1] eR", 其 中 

Ue a Li 

WS t+ Fan tl 
1 

Dpto tay t1 

AP x 2 y 的 变换 称 为 投影 变换 。 可 以 证 明 ( 过 程 将 稍 后 给 出 ) : 

crz=-0 人 怠 oa=0 

4rz=D 人 怠 47=0 

220 5 y20 

这 样 ， 就 可 以 将 标准 形式 的 线性 规划 问题 转换 为 Karmarkar 标准 型 

minimize ey, 2 ERn?+1i 

subject to A'y=0 

e'y =1 

y20 

对 上 述 转 换 方法 进行 一 些小 的 改进 就 可 以 保证 假设 A 成 立 , 此 处 采用 参考 文献 [71 ] 

中 的 方法 。 首 先 , 假定 已 经 能 够 给 出 一 个 可 行 的 严格 内 点 @ = [aw ,as,，…，a,], 即 满足 

4a = 有 上 且 aw >0。 有 具体 如 何 得 到 可 行 的 严格 内 点 ， 稍 后 将 进行 说 明 。 令 书 , 表 示 下 "中 的 正 

象限 , AIP, =|xeR x20], 邻 A=|xeR? :ery=1,YXE0I 为 玉 " 中 的 单纯 形 。 定 

义 映 射 卫 :已 ,一 A 为 

z=1,---,n 

Yntl = 

mw 

T(z) = [TY(z) Tim)]
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其 中 ， 
Zi/ ai . 

T; = ’ =1,:::, ! (@)=FyattanJanat | " 
1 

一 Z1/al 十 :十 Zn/on 十 

将 映射 卫 称 为 从 正 象限 已, 到 单纯 形 A 的 投影 变换 (关于 投影 变换 的 有 关 人 和 人 门 知识 , 参 

见 参 考 文献 [68 ] ) 。 该 投影 变换 四 具有 很 多 有 意义 的 性 质 (见习 题 18.4、 习 题 18.5 和 

习题 18.6) 。 具 体 而 言 ， 能够 找到 一 个 向 量 c' & R”* AEE A’ eR” *” , 使 得 对 于 每 

4 [i] Bx eR", 都 有 

Tn+1(2) 

cTrz=0 & e''T(x)=0 

Az=b = AT(xr)=0 

(和 矩阵 4' 和 向 量 c' 的 具体 形式 可 见习 题 18. 5 和 习题 18. 6) 。 注 意 , 对 于 任何 一 个 xe 及 "， 
aA e' T(x) =1, RMRG T(x) cA, Kb, MFR xeER", MA 

220 & TFT(a)20 

由 此 可 构造 线性 规划 问题 (8 表示 决策 变量 ) : 

minimize eg 

subject to A’y=0 

ely =1 

y 20 

可 以 看 出 , 这 个 线性 规划 问题 已 经 是 Karmarkar 标准 型 。 此 外 , HH e' ALA’ AOE CATA, 

述 线 性 规划 问题 和 原 线性 规划 问题 的 标准 型 等 价 。 这 意味 着 已 经 将 一 个 标准 形式 的 线性 

规划 问题 转换 为 了 等 价 的 Karmarkar 标准 型 。 因 为 & 是 一 个 可 行 的 严格 内 点 , 并 且 ao = 

7T(&) 是 单纯 形 A 的 中 心 (见习 题 18.4), 所 以 wu 是 转换 后 问题 的 一 个 可 行 点 。 因 此 , 该 问 

题 满足 上 节 中 的 假设 A。 

在 以 上 分 析 过 程 中 , 要 求 预先 给 出 标准 形式 下 的 线性 规划 问题 的 一 个 可 行 的 严格 内 点 &。 
接 下 来 将 证 明 这 一 条 件 能 够 得 到 满足 , 即 可 以 将 任意 一 个 线性 规划 问题 进行 适当 处 理 , 且 

表示 为 标准 形式 , 据 此 可 直接 确定 点 &。 考 虑 如 下 形式 的 线性 规划 问题 ; 

minimize ec! a 

subject to Aw >b 

2>0 

任何 一 个 线性 规划 问题 都 可 以 转换 成 上 述 形 式 。 原 因 很 简单 , 前 面 已 经 提 到 过 , 任何 线性 
规划 问题 都 可 以 转换 为 等 价 的 标准 形式 ; 而 任何 标准 形式 下 的 线性 规划 问题 都 能 转换 成 上 

WIE, AA Ax =b USM AveSb H-Axv> -五 。 上 述 问 题 的 对 偶 问题 为 

maximize A'b 

subject to A'A<e! 

入 过 0 

与 Khachiyan 算法 中 所 采用 的 处 理 方式 类 似 , 将 原 问题 和 对 偶 问题 结合 起 来 , 得 到
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c'a2—b'A=0 

Az >b 

4IA<ec 

了 二 0 

入 20 

在 讨论 Khachiyan 算法 时 已 经 得 出 结论 , 即 原 问 题 存 在 最 优 解 当 且 仅 当 能 够 找到 满足 上 述 

关系 式 的 (yx, A) 。 该 结论 也 可 以 由 定理 17.1 得 到 。 引 入 松弛 变量 w 和 剩余 变量 p ,得 到 

如 下 等 式 关系 : 

c'x—b'X=0 
Az—v=b 

A'A+u=c 

zv,A,u,v 20 

JEFE—4H x, € R", A, e R”, u, < RK", v, € RR", DHE xX, >0, A, >0, u, >0,0,>0, tb 

a, ATLAS x, =[1, ……, 1 ，A，z， po 也 可 照 此 选择 。 考 虑 如 下 线性 规划 问题 : 
Ininirmize 之 

subject to e'a —b'A+ (—e' ao +b'Ao)z =0 

Az —v+(b— Ag +v9)z =b 

A'A+ut(e—A'rAo)z=e 

@,A,u,v,z 20 

这 一 问题 称 为 Karmarkar 人 工 问题 , 可 表示 为 矩阵 形式 ; 
minimize é'& 

subject to Az =b 

z2>0 

其 中 ， 

全 一 [zT, 和 AUT DT 2 

c= (Oo m-2n» 1", 

c -0 0%, (—e'ao +b" Ao) 0 
A Omxm Omxn —Im  (b— Axo + vo) b 

Onxn <A! In Onxm  (€—-A'Ad) - c 

(下 标 表 示 和 矩阵 或 向 量 的 大 小 或 维 数 ) 。 通 过 观察 可 以 直接 找 出 上 述 问题 的 一 个 可 行 的 严 

格 内 点 : 

A Il ’ b = 

    

Xo 

Ao 

e
r
y
s
 

Vo 

z 1 

WWM, 4SAM4RE x, A, pm Alo, BRA
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c'a—-b'X=0 

Az-—v=b 

A'A+u=c 

z,A,u,v >0 

成 立时 ，Karmarkar 人 工 问题 的 目标 毅 数 达到 最 小 值 0。 由 此 可 见 ，Karmarkar 人 工 问 题 

等 价 于 线性 规划 的 原 问 题 : - 

minimize e'2 

subject to Az >b 

z20 

注意 , 原 线 性 规划 问题 和 Karmarkar 人 工 问 题 的 主要 区 别 在 于 Karmarkar 人 工 问题 

有 一 个 明确 的 严格 可 行内 点 , 因而 能 够 满足 本 节 开 始 时 引入 的 假设 。 

具体 算法 

本 节 介 绍 Karmarkar 算法 。 需 要 指出 的 是 , 该 算法 针对 的 是 Karmarkar 约束 问题 , 即 

能 够 满足 假设 A.B、C 和 D 的 具有 Karmarkar 标准 型 的 线性 规划 问题 。 为 方便 起 见 , 再 

次 给 出 这 一 类 问题 的 模型 ; 

minimize ca, DER 

subject to w2E QnA 

dtp, O = {x eR": Ax =0}, A={xeR’:e'x =1, x20}, Karmarkar SEAGER, 

TELE BR x AUB gS, PRE ARUP ee OY, FARIA ERIE 

1. 初始 化 : & k:=0; x =a, =e/n; 

2. Be: Sx aW(x), HP BPR 

3. 检查 终止 条 件 : 如 果 c xX /e x <2 May, 那么 算法 终止 ; 

4.jER: Ok: =k+1; ROAR, 

更 新 映射 亚 是 整个 算法 的 关键 。 首 先 , 以 第 一 次 迭代 为 例 进行 简单 说 明 。 在 第 一 次 

和 迭代 开始 时 , 初始 点 x' =ao, 利用 常用 的 更 新 方程 
a) = gg +ad(0) 

可 得 到 下 一 个 迭代 点 Y…, a 是 步 长 ,dg 是 更 新 方向 。a 的 取 值 范围 是 (0，1) ，Karmarkar 
建议 步 长 取 值 为 /4!721 。 接 着 讨论 更 新 方向 dg 的 确定 方法 。 目 标 函 数 的 梯度 是 c, 因此 

目标 函数 的 最 快 下 降 方 向 为 -c。 但 是 , 因为 Y 必须 限制 在 如 下 的 可 行 集 中 , 故 通常 不 

能 以 此 作为 更 新 方向 : 
QNA= {a CR": Ae =0,e'a = 1,a > 0} 

, [A 0 

-se am- 220} 

    

Ap, Bye REP ME:
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o-(A 
注意 , xz CQNA, 为 了 保证 xx =x? +ad cONA, do HEEB, WES) PHT 

fm, At, Of -c £ BL WSS MERE EN ad , PN ERE PH 

Po = I, — By (BoBy ) Bo 
HRI CA B,B, BARA RA, AERA THE, BATA, VRRP RA 

cd 2-ré ,其 中 ， 

(0) _ Poe 
| Pocl 

尺度 参数 7 是 单纯 形 A 中 的 最 大 内 切 球 的 半径 (见习 18.7), Aid = ré 与 投影 

6 的 方向 一 致 , 6 是 c 在 为 的 零 空间 的 投影 , 故 可 保证 x0 =x +ad (FARE 

QNAA, KhRE, xX TRE QNAN {x: |x -ay || <r}. FCAT A, xO 是 A 的 严格 

内 点 。 

EPR, TAME SH OP a(x), RRM xO BO 的 

PeURE—-AW, ER, x? RAF PD, ARERR MSD 

位 置 , 定义 一 个 对 角 和 矩阵 万 ,: 

了 人 ...， 0 

De 一 | : 

0 ol) 

该 矩阵 的 对 角 元 素 就 是 x 避 中 的 各 元 素 。 

可 以 证 明 , 只 要 x( 是 A 中 的 一 个 严格 内 点 , 那么 对 于 任意 上 x' 都 是 A 中 的 一 个 严 

格 内 点 ( 见习 题 18. 10) 。 由 此 可 知 , 九 , 是 非 奇异 的 , 其 道 矩阵 为 

t/a)... 0 

Dr =| 
0 vee 1/2i*) 

% BOR KA U,: AA, U,(x) =D,;'x/e'D,'x, HER, U(x) =e/n=a,, FIFA U, 

eS at x WRN A xe =U, (x), RE, x ROR AAA A AF, UP, 

lx =U,'x = D,x/e'D,x, & xX = UTCxz ) = an 参照 前 面 讨论 过 的 从 x' 7 = ao 到 

XUN ERATE, BRAK EO? = eM + ad”? Bx BBX, Ae, ATR 

更 新 方向 gd ,需要 将 原来 的 线性 规划 问题 的 决策 变量 * 替换 为 新 变量 无: 

minimize c' Dye 

subject to AD,«®=0 

ZEA 

{RAS UE, biR KA it x HEE aA RE SPAY, Boe” EEDA ee 

iH, “AAS U, ("EIR EU CA & =U, (x) =D,'x/e"D,'x, B
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写 相应 的 目标 方程 和 约束 条 件 , 即 可 证 明 这 一 点 (证 明 过 程 留 作 习题 18. 8) 。 按 照 之 前 的 

做 法 , 令 

[2] 
REA d= —-ré , He B-(e'D,)" = -D,c EHEMB, WES AHI 

BE, r =1V/n(n-1). HT REC”, EXMBSF P,: 

P, =I, — Bi (B,B,)~'By 

B,B) #AEA RM (YB 18.9), RIL ERB, e®? 可 由 下 式 给 出 ; 

ae) — PeDre 
||P.Drel| 

因此 , Pew a”? 为 

alk P,Dre d®) = —ral®) =p 
|| P.Dxel 

ROPE AT PRUE a AY ea OY = XO + ad PFA ATH XY: AD .X =0;} NAW, 45M 

这 些 工作 之 后 , Mire BEA FBR URE x RR a : 

a. Dee) at) =U (get)) = 二 

由 此 得 到 的 x“ 位 于 集合 OnA 中 , 这 很 容易 证 明 。M 和 [都 是 从 A 到 A 的 映射 ,只 

需要 在 上 面 的 等 式 两 边 左 乘 4, 结合 4D, 和 552 =0, 即 可 得 出 4x'7 =0 的 结论 。 

更 新 映射 Y“… = 亚 (x… ) 可 归纳 如 下 。 

1. 求 矩阵 

al") 0 

Dr 一 | 
ee 

    

2. HB, BSA MER 

P, =I, — B, (B,B,) By 

3. 计 算 c 在 刀 零 空间 上 的 归 一 化 正 交 投 影 
att) . PrDie 

|P.Dre|| 

4， 计算 更 新 方向 gp = -re | Hh r=1//n(n-l).j 

5. SEE = 2 40d, Lipo AMAR WHK, 2€ (0,1). 
6. RABE Up ate we 
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D, zt) 

e' Dy weet) 

Sl, P WHS REDS 3 步 中 计算 已, D,c 时 用 到 , 因此 可 以 将 这 两 步 合并 , 从 而 

不 需要 显 式 地 计算 叫 ,。 有 具体 方法 是 , 首先 求解 线性 方程 组 吾 , 好 ,2 = 吾 .D,c( 变 量 为 弥 ) ， 

aA E P,D,c =D,c -B; y tt P,D,c. 

关于 Karmarkar 算法 的 详细 介绍 , 可 参阅 参考 文献 [4, 55, 71, 124] ; 关于 该 算法 的 一 

般 性 介绍 , 可 参阅 参考 文献 [ 110]。 如 果 想 了 解 其 他 非 单纯 形 法 , 可 参阅 参考 文献 [42, 中 ， 
96, 119] 。 参 考 文献 [26 ] 中 讨论 了 求解 线性 规划 问题 的 连续 梯度 方法 。 关 于 线性 规划 问题 

在 1984 年 前 后 的 进展 状况 , 可 参阅 期 刊 SIAM News 中 的 一 系列 论文 ( 共 3 篇 ), 这 些 论文 

发 表 在 1989 年 3 月 出 版 的 第 22 卷 第 2 期 。 在 第 一 篇 文章 中 , 作者 Wright 介绍 了 线性 规划 

问题 的 近期 研究 进展 ( 译 者 注 : 截止 到 论文 发 表 时 ) 以 及 在 19 世纪 早期 的 发 展 历史 ; 在 第 
二 篇 论文 中 , 作者 Anstreicher 着 重 讨论 了 自 1984 年 之 后 兴起 的 内 点 法 ; 在 第 三 篇 论文 

中 , 作者 Monma 对 内 点 法 的 计算 机 实现 进行 了 综述 分 析 。 

ght) — Uz (ee*)) _ 

习题 

18.1 编写 一 个 简单 的 MATLAB 朱 数 , 实现 仿 射 尺 度 法 。 珊 数 的 输入 为 c, 4 , D 和 , 其 中 初始 点 *' "是 

一 个 严格 可 行 点 。 利 用 例 16. 2 中 的 问题 对 该 函数 进行 测试 , 初始 点 *% =[2,3,2,3,3] 。 

18.2 ”编写 MATLAB 程序 实现 两 阶段 仿 射 尺 度 法 ,可 直接 调用 习题 18. 1 中 编写 的 丽 数 。 利 用 例 16.5 中 的 

问题 对 该 程序 进行 测试 。 

18.3 ”对 于 形 如 

minimize er 

subject to 4z>b 

z20 

的 线性 规划 问题 ,其 对 应 的 Karmarkar 人 工 问 题 可 以 直接 利用 仿 射 尺 度 法 求解 。 编 写 一 个 简单 

的 MATLAB 程序 , 实现 这 一 个 过 程 , 即 利用 仿 射 尺 度 法 求解 这 一 问题 的 人 工 问 题 。 可 以 直接 调 

用 习题 18. 1 中 的 函数 。 利 用 例 15. 15 中 的 问题 对 程序 进行 测试 。 

18.4 fjitaeR',a>0, ¢T=(T,.°,T,,, JRRUR PERM P, AIR PR PAG AMR ER, 

z,/a fe 4 
T: — J tr1fayt-+rn/antl? l<i<n 

i(a) ~~ 1 - 1 

ZI1V7a1 十 … 十 Znyan 十 1 tant 

TEA TP Ee! 。 

lL. T&—X}—- AN, BI T(x) =T(y) BRE x -y; 

2. TH PAREN A\ixia,,, =O} AlxeAtax,,, >0}, 即 对 于 任意 gelxzeA:z >0l, 存在 一 个 

xeP,, 8 y=T(x); 

3. TARR TIT! =(T',--,7Ty'] lee Atx,,, >0| LA, AT) (Cy) =4,y,/9, 33 

4. TH a PR BASE AAS, BI Ta) =e/(n4+1) = [1/(n41),-°,1/(n+1)] eR"; 

5、 假定 存在 向 量 x HL Ax =b fly =T(x), > x'=[y,0,,--,y,0,]", WA Ax’ =by,.,. 

18.5 了 为 习题 18.4 中 定义 的 投影 变换 , 矩阵 4 e 玉 " "。 试 证 明 , 当 且 仅 当 存在 一 个 矩阵 4'e 及 "7 满 

RA'T(x) =O Ff, Ax =b AO. 

提示 : OF AHO tA a,, FELL A ASS i, SBCA =1, 2, --, n), Bin +1) WH -S,
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18.6 下 为 习题 18.4 中 定义 的 投影 变换 ,ec e 了 "为 给 定向 量 。 证 明 当 且 仅 当 存在 一 个 向 量 c" E 开 "” ee’ 

x =O, ce 'T(x) =0 Miz, 

darn: FeAl A 18. 4 PAPERS, Mile’ =(cl.--,c',,,]' PHAR Nei =a,c,,i=1,--, 

n Ale’, ., =0, 

18.7 A=|xeR"%e'x=1,x20| HR" (n>1)PH-THH, Hebb A a, =e/n, |x eR": ||x -a, || < 

7} Pe PW ay, “EE r ERIE, 当 |Y se 了 :1 zx -ao ‖ =y, ex =1| CA 成立 时, 称 该 球体 内 切 
于 单纯 形 A。 试 证 明 内 切 球 的 最 大 华 径 为 "= LIMa(2 -IT) 。 

18.8 考虑 如 下 的 Karmarkar 约束 问题 : 

minimize ec! a 

subject to Aa=O 

zea 

Xo eA 为 A 的 一 个 严格 内 点 , 万 为 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 元 素 恰 好 是 xz。 的 各 元 素 。 定 义 映 射 太 :A 一 A 为 

U(x) =D 'x/e"D'x, X=U(x) RRERREER, 试 证 明 , 将 决策 变量 x 变换 为 元 之 后 的 线性 

规划 问题 

minimize c' Dz 

subject to ADZ=0 

zeA 

与 原来 的 线性 规划 问题 等 价 , x BRAM Ria, SAMY X= U(x SERRA 

优 解 。 

18.9 4AeR™", men, N=|x:Ax =0|, BRAKE 

A 
rank 4] =m+1 

x EANDHACR’H—-*+RAA, DAMA, HX McKee We, EME 

BH 

试 证 明 ,rank B=m+1, Bf BB' BIEAHRY, 

18.10 iAWESA, 在 Karmarkar 算法 中 , xx 是 A 中 的 严格 内 点 。
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19.1 概述 

本 章 研 究 一 类 新 的 线性 规划 问题 。 相 对 于 普通 的 线性 规划 问题 , 这 一 类 问题 增加 了 决 

策 变量 是 整数 这 一 额外 的 约束 条 件 , 称 为 整数 线性 规划 , 简称 为 整数 规划 。 整 数 规划 问题 

在 实际 中 很 常见 。 比 如 , 在 例 15. 1 中 , 决策 变量 是 生产 能 力 , 用 实数 表示 ; 如 果 生 产能 力 

表示 的 是 产品 的 实际 生产 数量 , 自然 就 需要 增加 一 个 决策 变量 为 整数 的 约束 条 件 。 如 果 最 

优 解 是 非常 大 的 数值 , 忽略 整数 约束 条 件 对 最 终结 果 就 可 能 影响 不 大 。 但 是 , 当 最 优 解 是 

相对 较 小 的 整数 (10 的 量 级 ) 时 , 忽略 整数 约束 条 件 就 会 导致 非常 错误 的 结果 。 
在 本 章 中 , 采用 符号 也 表示 整数 集 ，Z" 表 示 整 数 向 量 集 , 向 量 中 的 %” 个 元 素 都 是 整 

Bl, LR m xm 的 整数 矩阵 集合 。 基 于 此 , 可 以 将 整数 线性 规划 问题 表示 为 如 下 

形式 : 

minimize cTz 

subject to Agr =b 

z>0 

xe Z” 

19.2 Asse 

有 一 类 整数 规划 问题 可 以 采用 求解 标准 线性 规划 问题 的 方法 进行 求解 。 首 移 , 引入 一 

些 定 义 和 背 景 知 识 。 这 些 内 容 需 要 用 到 2.2 节 中 关于 子 式 的 定义 。 

定义 19.1 AH mxn HERBAL” (msn), PREAH m HAERFAA 

+1( 即 1 或 -1),， 那么 入 就 是 么 模 矩 阵 。 7 

么 模 矩 阵 在 线性 方程 组 和 整数 基本 解 的 求解 过 程 中 发 挥 着 重要 作用 。 考 虑 线性 方程 
Ax =b(AeZ"*", msn), SHARAD BCH m TREC 1 me x mm FE 

阵 ) 。 那 么 ， ABP ERIE, SEM PEE RE PE 都 有 ldet 召 | =1。 下 面 的 引 理 

给 出 了 勾 模 矩阵 和 整数 基本 解 的 关系 。 

引 理 19.1 对 于 线性 方程 4Lx = 六 ， 其中， AcZ”*"(m<n)& KEE, beZ", € 

的 所 有 基本 解 是 整数 解 。 口 

证 明 : GREE A HAT om AF) EAM PR, BRASH m xm HEH TE 

阵 ， 那 么 相应 的 基本 解 为 

._ |B bd 
elo
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因为 4 的 所 有 元 素 均 为 整数 ,那么 玉 也 是 一 个 整数 和 矩阵。 此外, 因为 从 是 么 模 矩 阵 ， 那 么 

ldet( 召 )1 =1, 这 意味 着 如 -也 是 一 个 整数 矩阵 ( 见 参 考 文 献 [62] 的 第 21 页 )。 因 此 ，,， 

是 一 个 整数 向 量 。 a 

推论 19.1 如 果 线 性 规划 的 约束 方程 为 

4z =b 

一 220 

HYP, ARLE, ACZ™", msn, beZ", 那 么 所 有 基本 可 行 解 都 是 整数 。 口 

由 系 模 矩 阵 的 性 质 可 知 , 可 以 采用 单纯 形 法 求解 一 类 特殊 的 整数 规划 问题 。 考 虑 如 下 

整数 规划 问题 ; 

minimize e's 

subject to Az =b 

220 

xe Z” 

Hh, A ARH, AGZ"*", m<n, be Z”, 那 么 根据 上 述 推论 可 知 , 线性 规划 问题 

minimize c'a 

subject to Agw=b 

a2>0 

的 最 优 基本 可 行 解 是 一 个 整数 向 量 。 这 意味 着 通过 采用 单纯 形 法 求解 上 述 线性 规划 问题 ， 

得 到 的 最 优 解 就 是 原 整数 规划 问题 的 最 优 解 。 

例 19.1 考虑 整数 规划 问题 : 

maximize 27; + 529 

subject to 2, +23 =4 

tmga+24=6 

7Z1 十 2 十 Z5 一 8 

Z1, 272,23)24;75 20 

1, %2,23,2%4,75 EZ 

把 问题 写 为 矩阵 形式 : 

1 0 4 

A=/]0 1 ， b= 16 

11 8 o
o
r
 

o
r
 

0 

0 

1 

        

Bb beZ, RA RP LREMH, Ale, ER RMN MT AR ALR, 
maximize 22, + 5x9 

subject to 2, +23 =4 

2Z2 十 Z4 一 6 

Z1 十 Z2 十 Z5 一 8 

£1,X2,03,L4,25 20 

该 问题 已 经 在 例 16.2 中 采用 单纯 形 法 得 到 了 最 优 解 [2, 6, 2, 0, 0] " , 显然 这 是 一 个 整数 

向 量 。 =
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通常 情况 下 , 如 果 和 抑 阵 4 不 是 么 模 和 矩阵 , 采用 单纯 形 法 求解 其 对 应 的 线性 规划 问题 就 

会 得 到 一 个 非 整 数 最 优 解 。 但 是 , 在 某 些 情况 下 ,即使 矩阵 4 不 是 一 个 么 模 和 矩阵 , 单纯 形 
法 仍然 可 以 得 到 一 个 最 优 的 整数 基本 可 行 解 。 假 设 4s Zr 车 ( 科 生 人) ,下 <EZm。 注 意 ,只 

要 所 有 基本 可 行 解 对 应 的 ra x 和 基 和 矩阵 召 都 满足 ldet 至 | =1, 根据 引 理 19.1 就 可 以 得 到 

基本 可 行 解 都 是 整数 向 量 的 结论 。 反 之 , 如 果 和 矩阵 4 SET BA ldet Bl 1, 

其 对 应 的 基本 解 就 是 不 可 行 的 。 下 面 的 例子 可 以 说 明 这 一 点 。 

例 19.2 考虑 整数 规划 问题 : 
minimize — 2, — 2x2 

subject to -—227,+22+273=2 

一 Z1 十 Z2 十 Z4 二 3 

ZL 十 Z5 一 3 

u,20, i=1,---,5 

u€Z, t=1,---,5 

这 个 整数 规划 问题 可 以 用 单纯 形 法 进行 求解 吗 ? 可 以 很 容易 地 证 明 短 阵 

-2 1 1 0 0 

-1 101 0 

1 00 0 1 

REAREH, KL, CHARA-SARHMRHWAANARZ +1, RRBEA 的 

第 1 列 , 第 4 AHS FH), 2A B=[a,, a,,0,], Hl det B= -2, HOHE BHAE 
b=(2,2,3]', THR BH RHRARB'O=[-1,2,4]', THAK, 这 一 组 解 

并 不 是 可 行 的 (但 恰好 是 一 个 整数 向 量 ) 。 对 该 问题 而 言 ， 由 于 其 他 基 矩 阵 对 应 的 行列 式 
绝对 值 均 为 1, 因此 , 采用 单纯 形 法 求解 相应 的 线性 规划 问题 得 到 的 最 优 解 将 是 整数 解 。 
同时 ,这 也 是 原 整 数 规划 问题 的 最 优 解 。 

首先 列 写 初始 单纯 形 表 ， 

A= 

    

at @ 03 a4 as b 

-2 1 1 #0 0 2 
-l1 1 0 1 40 8 

1 0 0 0 1 8 

ce’ -1 -2 0 0 0 0 

wr, = -2, Akita, AHRES, HH yo/Yo, Yo >0, AMEMAF: 

yo 2 4, vo _3 
ba 1 和 yoo “1 

因此 , 2 为 枢 轴 元 素 。 进 行 初 等 行 变换 得 到 第 二 个 单纯 形 表 : 

@, @2 @3 CG4 Gs 

-2 1 1 0 0 

1 0 -1 1 0 

1 0 0 0 1 

r’' -5 0 2 0 0 

由 于 7i = -5 <0,， 因此 选择 @wi 为 新 的 进 基 向 量 。 继 续 计算 Vio/ys，3i >0,， 从 而 确定 枢 轴 

me 
W
r
 

hd 
oO
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元 素 ， 

yoo _ 1 和 yso _ 3 
yar 1 yai od 

因此 ， 22 为 枢 轴 元 素 。 进 行 初等 行 变换 得 到 第 三 个 单纯 形 表 : 

Cl Go 43 G4 @5 b 

Oo 1 -1 2 0 4 
1 0 -1 1 0 1 

0 0 1 1 1 2 

r' 0 0 -3 5 0 9 、 

由 于 加 = -3 <0, 因此 选择 为 进 基 向 量 ,继续 计算 yy ， 2 >0, 从 而 确定 枢 轴 元 素 : 

ya0 2 

33 1 

因此 ，2yss 为 枢 轴 元 素 。 进 行 初等 行 变换 得 到 第 四 个 单纯 形 表 : 

al ao as ad 05 bb 
0 1 0 1 1 6 
1 000 1 3 

0 0 1 -1 1 2 

r'’ 0 0 0 2 8 15 

由 于 所 有 的 检验 数 都 大 于 零 , 这 意味 着 当前 解 即 是 最 优 解 ， 最 优 解 为 [3,6,2,0,0]- 。 国 

接 下 来 研究 如 下 形式 的 整数 规划 问题 ， 

minimize crTz 

subject to Agw<b 

z>0 

awe Z” 

在 15.5 节 中 已 经 讨论 过 , 可 以 通过 引 人 和 人 松弛 变量 将 不 等 式 约 束 4x 大 转换 为 标准 形式 ， 
即 4x =b。 这 样 , 约束 条 件 的 标准 型 就 成 为 [4, 刀 g =B( 向 量 8 包含 x 和 松弛 变量 ) ,为 

了 处 理 形 如 [4 , 好 的 这 类 矩阵 , 需要 引入 如 下 定义 ， 

定义 19.2 Ht—-Amxn HeKBRA CZ”, WREMAAARTF RABE 

+1( -1K1), PAHBRA LASSEN, a 

RENTS p<min(m, n) Np BPX, LRN ABUL, TE 
4eZ" “的 所 有 子 和 矩阵 中 , 当 且 仅 当 所 有 可 逆 方 阵 的 行列 式 为 +1 时 , A BAAR 

矩阵 。4 的 子 矩 阵 是 通过 移 除 4 的 一 些 行 或 列 得 到 的 。 由 该 定义 不 难 发 现 , 如 果 一 个 整 

数 和 矩阵 是 完全 勾 模 和 矩阵 , 那么 该 矩阵 中 各 元 素 的 取 值 只 能 为 0, 1 或 -1。 下 面 的 命题 给 出 
TRAE A 的 完全 么 模 性 和 和 抢 阵 [4 , 妇 的 么 模 性 之 间 的 关系 (见习 题 19.3) 。 

命题 19.1 如果? x1. 整数 绑 阵 如 EZmx 是 完全 人 么 模 的 ,那么 矩阵 [4 了] 是 委 

模 的 。 O 

证 明 : 已 知 矩 阵 4 HRPM 19.1 RGR, RAG FREE M(A, IME m x 

7 可 逆 子 给 阵 的 行列 式 等 于 1 或 -1。 首 先 ,， 因 为 4 是 完全 女 模 的 ， 如果 [4, 丰 ] 的 可 逆 子
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给 阵 只 包含 人 的 某 些 列 ， 那 么 其 行列 式 的 值 必定 是 1 或 -1。 其 次 , Ma x 雇 的 子 矩 阵 了 满 

足 det 了 =1。 

接 下 来 研究 由 对 的 天 个 列 向 量 和 了 的 和 ma -天 个 列 向 量 组 成 的 [4, 四 的 可 逆 子 矩阵 。 不 

失 一 般 性 ,假设 该 子 矩 阵 包含 4 的 最 后 无 个 列 向 量 和 工 的 前 和 ma -天 个 列 向 量 ,如 下 所 示 : 

Brn In 
B= [ae CQ el ce emt] = | B, i OD / 

其 中 ,， e; 指 单位 矩阵 的 第 了 个 列 向 量 。 之 所 以 说 这 种 做 法 不 失 一 般 性 , 是 因为 上 面 这 种 形 
式 的 矩阵 如 是 可 以 经 过 交换 行 或 列 的 位 置 得 到 的 ,每 次 交换 行 或 列 的 位 置 改 变 的 只 是 行 
列 式 的 符号 。 此 外 ,注意 det 百 = +det 吾 , (见习 题 19.4 和 习题 2.4) 。 因 为 矩阵 召 可 递 ， 

EB, TH, HA, AAB, RA OTEM, HARES ARM, HMA det B, = +1, Ast, det B= 41, SHEL, SHA, HEE mxm TEFBRH AAAS 
FIR -1, RERA[A, R-PARER, 本 
将 以 上 结论 与 引 理 19. 1 结合 起 来 ,可 以 得 到 如 下 推论 。 

推论 19.2 考虑 线性 规划 的 约束 条 件 : 

[A, Ia =b 

2>0 

RP, HR ACZL”2ZASELERH, DEEZ", CHAARKRADHTMABRESAR, Oo 

如 果 4 是 完全 勾 模 矩阵 ,就 可 以 采用 单纯 形 法 求解 如 下 形式 的 整数 规划 问题 ; 

minimize c'a@ 

subject to Aaw<b 

x20 

we Z” 

其 中 , bsZ"。 首 先 , 考虑 相应 的 线性 规划 问题 : 

minimize e's 

subject to Aw <b 

«x20 

如 果 4 是 一 个 完全 么 模 和 矩阵 , 那么 由 上 述 推论 可 知 , 可 以 通过 引入 松 弛 变量 z 将 上 述 问题 

转化 为 标准 形式 ， 

minimize ceTaz 

subject to [A, I] 1 =b 

2,z>0 

该 问题 的 最 优 基 本 可 行 解 是 一 个 整数 向 量 。 这 意味 着 , 可 以 采用 单纯 形 法 求解 上 述 线 性 规 

划 问 题 ， 从 而 得 到 原 整 数 规划 问题 的 一 个 最 优 解 。 应 当 注意 , 虽然 只 要 求 最 优 解 中 的 * 为 

整数 , 但 由 于 抢 阵 4 和 向 量 训 中 的 元 素 都 为 整数 , 因此 实际 上 最 优 解 中 的 松弛 变量 z 也 是 
整数 (见习 题 19.5) 。
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例 19.3 考虑 整数 规划 问题 : 
maximize 27; + 522 

subject to 2, <4 

we <6 

ty+22 <8 

Z1,X2 20 

- 11,22 EZ 

HEM AE ARERR: 

1 0 4 

A=1/0 1], b= 16 

1 1 8 

    

BBMIEBRRA LAE LRER, At, GHANA RAB Wi Rw FR 

性 规划 问题 得 到 
maximize 227, 十 572 

subject to 2Z1 十 Z3 一 4 

7Z2 十 24 一 6 

Z1 十 Z2 十 25 一 8 

21,7Z2),73,74,75 过 0 

求解 过 程 可 参见 例 16.2。 a 

WM CAW Ci, BIGELA, I] ARAEA BREE, SLSR AIA Da REO Hh A SS [a 
的 一 个 最 优 解 。 在 某 些 特 殊 情 况 下 , 即使 4 不 是 完全 么 模 矩 阵 ， 上 述 方法 仍 有 可 能 得 到 整 

数 规划 问题 的 最 优 解 ,下面 的 例子 可 以 说 明 这 一 点 。 

例 19.4 考虑 整数 规划 问题 ， 

Inaximize  Z1 十 272 

subject to — 2%, +272 <2 

21 一 Ia2 >-3 

r<3 

a, 20, 2 20, 21,22 €2 

首先 ,把 上 述 问题 表示 为 如 下 等 价 形式 : 
minimize 一 21 一 272 

subject to 一 201 十 Z2 入 2 

一 21 十 Z2 扫 3 

ys 3 

rz, 20, £2 20, 21,22 €Z 

接 下 来 , 通过 引入 松弛 变量 如， 和 ，25， 将 上 述 问题 转换 为 标准 形式 : 
minimize 一 2Z1 一 272 

subject to — 27, 十 Za 十 23 一 2 

一 II 十 T2 十 24 一 3 

Ly +25 =3 

zj20, t=1,:---,5
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该 问题 与 例 19.2 相同 ， 可 以 采用 单纯 形 法 进行 求解 ,得 到 的 最 优 解 为 [3, 6,2,0,01] 。 

因此 ， 原 问题 的 最 优 解 为 =[3, 6]T。 
Ze, BAM PH 

一 2 1 

一 ] 工 

1 O 

HRRADYREE, AACA-+AARMIAA -2, RFTO. -1HKR1, KHL, HH 

[A, I] ukR ERE, At, AMAKALZABENKRBAT RERRWAMYR 

优 解 。 a 

A= 

    

19.3. Gomory 21-4 ik 

1958 4F, Ralph E. Gomory #214 S —#OR EBA RY MIR | He MAR 
条 件 , 把 由 单纯 形 法 得 到 的 非 整数 解 从 可 行 集中 去 除 掉 。 新 增加 的 约束 条 件 又 称 为 Go- 

mory 割 平 面 ， 它 不 会 去 除 可 行 集中 的 整数 解 。 该 方法 通过 不 断 增加 约束 条 件 ,直到 得 到 

一 个 整数 最 优 解 。 

在 介绍 Gomory 割 平 面 法 之 前 , 首先 定义 向 下 取 整 算 子 。 

定义 19.3 Sle lA KK HFRS, 即 i | 等 于 对 % 向 -om 方向 取 值 ,得 到 的 

一 个 整数 。 a 

比如 ,13.4| =3,|-3.4|= -4。 

考虑 整数 规划 问题 : 

minimize ceTm 

subject to Ag =b 

2>0 

a2 eZ” 

利用 单纯 形 法 可 求 得 线性 规划 问题 

minimize ec! 

subject to Aw =b 

220 

HARUM AA: 假 设 前 om 个 列 向 量 组 成 了 最 优 基本 可 行 解 的 
基 矩 阵 , 则 相应 的 标准 型 增 广 和 矩阵 为 

Q@, 02 … ai an an+ …' an Yo 

1 0 0 0 Yrmti … Yin Yio 

0 1 :0 0 n+ … zjn Yeo 

0 0 :1 0 0 Yammer … Win Wo 

0 0 :0 1 gmtl t+ Yn Yo
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假设 最 优 基本 可 行 解 中 的 第 宇 个 元 素 ya 不 是 整数 。 注 意 , 任意 可 行 向 量 x 都 满足 等 式 约 柬 : 

Zi 十 > 377 二 30 
j=m+1 

SR LRA AE Ax =b HB LTT. AKT SAE HARA, BRE 

前 的 非 整数 最 优 解 从 可 行 集 中 去 除 , 同时 又 不 会 去 除 整 数 可 行 解 。 为 此 , 考虑 不 等 式 约束 

Zi 十 > lyiz]"5 < Yio 
j=m+1 

AlALylsy,, Pro eei Eb SRA RAY x SO, tH IX —-RSAAR, th 

就 是 说 , 任意 可 行 解 x 都 满足 该 不 等 式 约 束 。 此 外 , 对 于 任意 整数 可 行 向 量 x, 不 等 式 约 

束 的 左边 都 是 一 个 整数 。 因 此 , 任意 整数 可 行 解 x 还 满足 

21 十 > [yjz7 入 [Wio| 
了 一 mm 十 1 

将 前 面 的 等 式 约 束 减 去 该 不 等 式 约 束 ,可 以 得 到 

So (yes — Lys ))25 = vio — Lyio 
j=m+1 

任意 整数 可 行 解 x 都 满足 该 约束 条 件 。 注 意 , 将 最 优 基本 可 行 解 代 人 这 一 不 等 式 后 , 可 发 

现 不 等 式 左 侧 为 零 , 而 右 侧 是 一 个 正 数 , 因此 最 优 基 本 可 行 解 并 不 满足 该 不 等 式 。 由 此 可 

知 , 在 原来 的 线性 规划 问题 上 增加 该 不 等 式 约 束 , 新 的 约束 条 件 将 会 使 现 有 的 非 整 数 最 优 

基本 可 行 解 变 得 不 可 行 , 但 同时 可 以 保证 所 有 的 整数 可 行 向 量 仍然 可 行 。 这 个 新 的 约束 称 

为 Gomory 割 平 面 方程 。 

引信 剩余 变量 rz,,,, 将 新 的 线性 规划 问题 转化 为 标准 形式 , 可 得 等 式 约束 ， 

》， (5 一 [27 一 Zn+l 三 Wo 一 [oo| 
j=m+1 

为 方便 起 见 , 仍然 把 这 个 等 式 约 束 称 为 割 平面 方程 。 将 该 方程 加 入 抢 阵 4 和 向 量 恕 中 , 或 

者 直接 加 和 其 标准 型 中 (如 可 直接 加 入 单纯 形 表 ) , 可 得 到 一 个 新 的 标准 形式 的 线性 规划 

问题 。 接 下 来 ,就 可 以 用 单纯 形 法 进行 求解 ,然后 验证 得 到 的 最 优 基本 可 行 解 是 否 为 整数 

规划 的 最 优 解 。 如 果 该 最 优 基本 可 行 解 满足 整数 约束 则 计算 结束 , 这 就 是 原 整 数 规划 问题 

的 最 优 解 。 如 果 该 向 量 不 满足 整数 约束 , 则 再 次 引入 割 平 面 方程 , 重复 该 过 程 。 上 述 求解 

tRNA Gomory FF MIT, 

在 割 平 面 方法 的 应 用 过 程 中 , 引入 了 足够 多 的 割 平 面 方程 , 使 得 最 优 解 满足 整数 约束 

条 件 。 需 要 注意 的 是 , 求解 过 程 中 引入 的 松弛 变量 以 及 割 平 面 方程 代入 的 其 他 变量 并 不 要 

求 必 须 为 整数 。 

在 下 面 的 两 个 例子 中 , 割 平面 方程 将 直接 加 入 单纯 形 表 中 , 以 此 演示 制 平面 法 的 运行 

过 程 。
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例 19.5 考虑 整数 规划 问题 了 
maximize 32, +429 

2 
subject to Bot +22 <3 

2 
=2,—- +22 <1 Bl 5 
21,22 20 

1,22E€2Z 

首先 采用 图 解法 求解 该 问题 。 相 应 的 线性 规划 问题 (去 掉 整 数 约 束 ) 的 约束 集 Q 可 以 通过 

计算 极点 得 到 ， 

a) 一 [o | ， ao?) = E o} 23) — [o 3] a) = E 10)" 

图 19.1 中 的 阴影 部 分 就 是 线性 规划 问题 的 可 行 集 Q， 整 数 规划 问题 的 可 行 集 如 图 19.2 所 

示 ， 显 然 可 以 采用 图 解法 进行 求解 。 该 方法 通过 寻找 穿 过 整数 规划 可 行 集 的 直线 汪 =3z, + 

4z: , 使 得 了 最 大 ， 以 得 到 最 优 解 。 可 以 先 绘制 了 =0 时 的 直线 ， 然 后 再 逐渐 增加 的 值 ， 也 就 

是 在 可 行 集中 将 直线 向 着 了 不 断 增 大 的 方向 滑动 ， 直至 穿 过 可 行 集中 的 最 后 一 个 整数 点 ， 这 

个 点 就 对 应 着 目标 函数 的 最 大 值 。 由 图 19.2 可 以 看 出 ,整数 规划 问题 的 最 优 解 是 [2，2] 。 
一 一   
  

  

        i. 

0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 

图 19.1 例 19.5 中 线性 规划 问题 的 可 行 集 图 19.2 例 19.5 中 的 整数 规划 的 图 解法 

下 面 采 用 Gomory 割 平 面 方法 进行 求解 。 首 先 把 相应 的 线性 规划 问题 写成 标准 形式 : 
maximize 371 十 472 

  

  

2 
subject to 52 +29+23=3 

2 =1 521 一 522 十 Z4 一 

2172,23)24 20 

需要 注意 的 是 ,只 需要 保证 最 优 解 的 前 两 项 为 整数 即 可 。 采 用 单纯 形 法 进行 求解 ,构造 初 

@, @2 a3 a, b 

2 1 1 «0 3 
2 2 2 -2 0 1 1 

c’' -3 -4 0 0 0 

@) = BRBY David Schvartzman Cohenca TLR BIA AER,



302 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

将 as 作为 进 基 变量 , 第 工行 中 第 2 列 的 元 素 作为 枢 轴 元 素 , 得 到 第 二 个 单纯 形 表 : 

al Ga a3; a, Ob 

2 1 1 0 3 

Hoo gi 生 
r’ -F 0 4 0 12 

接 下 来 ,选取 第 2 行 中 第 1 列 的 元 素 作为 枢 轴 元 素 ， 可 得 

al G2 G3  QG4 b 

roo RES 
rT 0 0 5 2 2 

相应 的 最 优 基 本 可 行 解 为 

55 10 v 
[3 7 0 0] 

该 基本 可 行 解 不 满足 整数 约束 条 件 。 

根据 单纯 形 表 的 第 1 行 , 引 入 割 平 面 方程 ， 

wo 4, ，_ 6 
14°37 7g74 75 74 

将 该 约束 条 件 加 入 单纯 形 表 中 : 

al aa2 @3; ad as Ob 

oo ek ta 8 
roo 8 EO k 

rT 0 0 5 2 0 2 

选取 第 3 行 中 第 8 列 的 元 素 作 为 枢 轴 元 素 ， 可 得 

al G @3 ad as Ob 

0 工 0 -1 1 1 

1 0 0 1 

0000 和 
Tr 0 0 0 2 7 9 

FB.) HAR AF RA 7/2, 1, 3/5,0,0]', HRARBLRKHRE, 

接 下 来 ,根据 单纯 形 表 的 第 2 行 , 引入 割 平面 方程 : 

1 _1 
ns “6 5 

将 该 约束 加 入 单纯 形 表 中 : 
@| @ @3 @, Gs ae Ob 

0 1 0 -1 1 0 1 
1 00 2 1 0 ¢ 
0 0 1 2 -£ 0 3 
0 0 0 $ O =-1 § 

r’' 0 0 0 4 7 O # 

选取 第 4 行 中 第 4 列 的 元 素 作 为 枢 轴 元 素 ， 可 得



  

al az aa aa as ag D 

0 1 0 0 1 -2 2 
1 0 0 0 1 3 2 
0 0 1 0 -2 ¢ 32 

0 0 0 1 0 -2 1 

r' 0 0 0 0 7 #1 «14 

在 这 个 最 优 基本 可 行 解 中 , 前 两 个 元 素 都 是 整数 ， 因 此 可 以 得 出 结论 ， 原 整数 规划 问题 的 

最 优 解 是 [2, 2] ,这 与 图 19.2 中 的 图 解法 得 到 的 结果 一 致 。 a 

在 例 19.5 中 , 通过 引入 割 平面 方程 得 到 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 并 不 是 一 个 整 

数 向 量 。 因 为 只 有 前 两 个 值 是 原 整 数 规划 问题 的 解 , 因此 只 要 它们 是 整数 ,就 意味 着 
已 经 得 到 了 原 问 题 的 最 优 解 。 正 如 前 面 提 到 过 的 , 松弛 变量 和 割 平面 方程 所 引信 的 变 

量 并 不 要 求 是 整数 。 然 而 , 如 果 线 性 规划 问题 中 不 等 式 约束 的 系数 都 是 整数 ,那么 松 

弛 变量 和 割 平面 方程 引 和 人 的 变量 也 都 自动 成 为 整数 (见习 题 19.9) 。 下 面 的 例子 可 以 

说 明 这 一 点 。 

例 19.6 考虑 整数 规划 问题 
maximize 321 十 472 

subject to 32, —z2 < 12 

3x1 + 1la2 < 66 

©1,Z2 20 

£1,%2 €Z 

GERM MO BR ete A 19.3 TH, SHI PHARMA, BARR f=3a, + 

4zs ， 寻 找 能 够 使 六 最 大 的 可 行 整数 点 来 求 取 最 优 解 。 可 以 看 出 ， 最 优 解 为 [5, 4] 。 

接 下 来 采用 着 平 面 方 法 求解 该 问题 。 首 先 ， 

通过 引入 松弛 变量 加 和 池 将 相应 的 线性 规划 问题 
转换 为 标准 形式 。 初 始 单纯 形 表 为 

al Q @3 Q4 Ob 

3-1 1 0 12 
3 1 0 1 66 

ec’ -3 -4 0 0 0 

RAPA EHTAKIER, 得 到 最 终 的 单纯 形 表 : 

7 

  

各 
a
 

=
 

f
o
 

a
 

>
 

a
 

nn
 

  

a 人 1 2 3 4 5 6 a, ao a3 Qa b 

: 1o HR gu 
图 19.3 图 解法 求 例 19. 6 中 的 整数 规划 问题 ， ”0 1 - 直 直 和 

其 中 整数 可 行 解 用 黑色 实 点 来 表示 rT 0 0 3 + % 

最 优 解 为 

z=|2 3 0 0} 

可 以 看 出 ， 前 两 项 都 不 是 整数 。 选 择 基 变量 zz"*=117/2 来 构造 割 平面 方程 。 单 纯 形 表 的 

第 1 行 对 应 的 等 式 约束 为
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2+ oer +aa, = ’ 
36 36 2 el 

FAM BP BAH PRERT, SABE as 

处 理 可 得 4 
155 a 

在 原来 的 线性 规划 中 加 入 这 个 约束 ， 可 得 新 的 可 “ 

行 集 , 此 时 对 应 的 最 优 解 如 图 19.4 所 示 。 可 以 看 
出 ， 最 优 解 的 第 一 个 变量 是 整数 ,但 第 二 个 变量 不 

  

  

是 。 这 也 意味 着 一 次 割 平面 不 能 满足 要 求 。 人 
继续 采用 Gomory 3) + 面 法 进行 求解 ， 围绕 图 19.4 在 例 19.6 中 增加 约束 

2 =11/2 构造 的 割 平面 方程 为 条 件 z, <5 后 的 可 行 集 

2 工 > 并 
36° 364 5 8 

将 该 方程 加 入 原单 纯 形 表 中 ,得 到 一 个 新 的 单纯 形 表 : 
al az a3 a4 as Ob 

li oul 11 

1 

5 oo ee? 
roo £§ So 8 

在 这 种 情况 下 ,无 法 一 眼看 出 基本 可 行 解 。 可 以 采用 两 阶段 法 进行 求解 ,计算 得 到 
Cl @2 @3 @4 aa 0b 

1 0 0 0 1 5 
1 _3 51 

Do 1 ke 扣 
ooo 8 a 

所 有 的 检验 数 都 非 负 ， 因 此 可 得 最 优 基本 可 行 解 : 

a*=|5 % Bo 0] 
1 11 

和 前 面 的 图 示 法 分 析 结 果 一 致 ， 第 二 个 变量 不 是 整数 。 

接 下 来 , 利用 另外 一 个 基 变 量 oz =51/11 构造 割 平面 方程 , 根据 单纯 形 表 的 第 2 行 ， 

可 构造 割 平面 方程 

| 2Z4 十 8 2Z6 一 7 
1 115 9 Wy 

更 新 单纯 形 表 可 得 

al az as aa a5 ae Ob 

1 0 0 0 1 0 5 

0 1 0 u “2 0 rH 
0 0 1 部 Hh 0 a 

nn
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同样 , 没有 明显 的 基本 可 行 解 。 采 用 两 阶段 法 可 得 

@ 02 @3 @4 Gs a b 

1 0 0-; 0 县 8 
0 10 5; 0 -? # 
0 0 1 $ o -% 
0 0 0 4 1 -# ¢ 

rr 0 0 0 ¢ QO 2B 288 

对 应 的 最 优 基本 可 行 解 仍然 不 能 满足 整数 约束 ,第 1 项 和 第 2 项 都 不 是 整数 。 

利用 上 面 单纯 形 表 中 的 第 2 行 构造 审 平 面 方程 ,得 到 

@, CQ2 @3 G4 05 Ag ar b 

1 0 0-%; 0 县 0 8 
0 10 $ 0 -3 0 # 
0 0 1 § 0 -$ 0 3 
0 0 0 %; 1 -# o ¢ 
0 0 0 %; O 3 -1 ¢ 

r’ 0 0 0 § 0 8B O 2 

再 次 利用 两 阶段 法 可 得 

ol CQ2 @3 @4 Gs Ga a; Ob 

1 00 0 1 0 0 5 
0 1 0 0 -; 0 3 4 
0 0 1 0 -§ 0 § 1 
0 0 0 1 8 0 -}2 7 
0 0 0 0 -§ 1 -§ 0 

r’ 0 0 0 0 1 0 2 3 

(HEE, AAV RELY, PMH RE RE—,) MH RARA TIARA 

[541700 9° 

这 一 组 解 满足 整数 约束 ， 因 此 原来 整数 规划 问题 的 最 优 解 是 [5, 4] ,这 与 图 19.3 中 的 图 

解法 得 到 的 结果 一 致 。 

在 本 例 中 ， 线 性 规划 问题 的 最 优 解 是 一 个 整数 向 量 。 与 例 19.5 的 不 同 之 处 在 于 ， 本 

例 中 整数 规划 问题 的 约束 方程 系数 全 部 都 是 整数 。 a 

不 要 求 所 有 变量 为 整数 的 线性 规划 问题 称 为 混合 整数 规划 问题 。 制 平面 法 也 适用 于 
混合 整数 规划 问题 。 实 际 上 , 例 19. 5 就 是 一 个 混合 整数 规划 问题 ,因为 引入 的 松弛 变量 

并 不 要 求 是 整数 。 此 外 , 制 平面 方法 的 思想 已 经 在 非 单纯 形 法 和 非 线性 规划 的 求解 算法 中 
得 到 了 应 用 。 

关于 其 他 求解 整数 规划 问题 的 方法 , 可 参阅 参考 文献 [ 119] 。 

习题 
19.1 证 明 如 果 4 是 完全 么 模 矩 阵 , 那么 其 所 有 子 抢 阵 也 都 是 完全 么 模 和 矩阵 。 

19.2 证 明 如 果 44 是 完全 么 模 和 矩阵, 那么 4 也 是 完全 么 模 抢 阵 。
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19.3 

19.4 

19.6 

19.7 

证 明 4 $2562 2 ROEM, SAMA, IAEA. Wa a 19.1 

考虑 命题 19. 1 PA B: 

Brkt Ink 

B= | Bix 2 | 

证 明 det B= +det B, ,. 

考虑 约束 : 

Az <b 

awe Z” 

ith, AA b PH TKRAERABR. SAMEERA 2, BESO: 

[4, 刁 =| =b 

2eZ” 

z20 

证 明 : 如 果 z 和 Y 满足 约束 条 件 , 那么 z 是 一 个 整数 向 量 。 

采用 MATLAB 编写 程序 , 绘制 图 19. 1 和 图 19.2。 

考虑 标准 形式 的 约束 条 件 4x = ，, 假设 在 此 基础 上 增加 一 个 拓 平 面 方程 后 得 到 新 约 东 条件: 

al.* |-3 
Tn4+1 

如 果 zx 和 整数 向 量 * 共同 满足 这 一 约束 条 件 , EBA oe, .. WER. 

考虑 整数 规划 的 标准 形式 : 

minimize e's 

subject to Aw =b 

z20 

we Z” 

证 明 : ROAR AG FAS AUT BO BY BADE PE AT OE, 那么 最 优 基 本 可 行 解 ( 包 括 割 平面 法 引入 的 变 

量 ) 是 一 个 整数 向 量 ( 借 鉴 习 题 19.7 的 结论 ) 。 

考虑 整数 规划 问题 ， 

minimize oc! a 

subject to Ag <b 

x20 

we Z” 

S| APA ER EK RSET ABE AP ETT OR A. 证 明 最 终 的 最 优 

BEAST FT AE (LITA ith EA AK S| A ea) FB ey AE 19. 5 A 19. 8 ARIE). 

采用 图 解法 求解 例 19.5 中 的 线性 规划 问题 的 对 偶 问题 的 整数 解 。
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第 20 章 仅 含 等 式 约 束 的 优化 问题 

20.1 引言 

这 一 部 分 将 讨论 形 如 
minimize f(z) 

subject to h;(a#) = 0, i=1,---,m 

gj(@)<0, 了 一 1 了 
的 一 类 有 约束 非 线性 优化 问题 的 求解 方法 ,其 中 , ze 了 ， f:R" > R, h,:R" >R, 

g,:R" 及 ,msm。 利 用 向 量 进行 表示 , 可 写 为 如 下 所 示 的 标准 型 ， 
minimize f(x) 

subject to A(x) =O 

g(z) <0 

$6, ALR"OR™, g:ROR?, WHR EMAIL ISR, ERR A OR OL 
问题 的 可 行 点 和 可 行 集 ; 

定义 20.1 满足 所 有 约束 条 件 的 点 称 为 可 行 点 ,所 有 可 行 点 组 成 的 集合 

{2 € R” : h(x) = 0, g(x) < 0} 

称 为 可 行 集 。 a 

实际 上 , 这 种 形式 的 优化 问题 也 不 是 什么 新 间 题 了 , 第 三 部 分 已 经 研究 过 的 线性 规划 

minimize ea 

subject to 4z =b 

x>0 

就 是 这 类 问题 的 一 个 特例 。 

第 二 部 分 中 已 经 提 到 过 ,可 以 不 失 一 般 性 的 只 考虑 极 小 化 目标 函 数 的 情况 。 这 是 因 

为 , 极 大 化 问题 可 以 很 容易 的 转化 为 极 小 化 问题 : 
maximize f(a) = minimize — f(z) 

下 面 给 出 一 个 有 约束 非 线性 优化 问题 的 具体 例子 。 

例 20.1 考虑 优化 问题 

minimize (zl 一 1)2 十 zz 一 2 

subject to 22-2; =1 

t+22<2 

KAA MOCAR AEM, AAR BAA f(x,,4,) =(4,-1)? +4, -2, 等 式 约束 函数 为 

h(a, ,%,)= 0o -2 -1 ,不 等 式 约 束 函 数 为 g(2i ,2 ) = 2 + -2 。 该 问题 比较 简单 ,可
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以 利用 图 解法 求解 ， 如 图 20.1 所 示 。 图 中 的 粗 实 线 表示 满足 约束 条 件 的 点 集 ( 可 行 集 ) 。 
开口 向 下 的 抛物 线 表示 目标 函数 的 水 平 集 ， 抛物 线 越 靠近 下 方 ， 目 标 函 数值 越 小 。 因 
此 ， 可 行 集 与 某 条 抛物 线 的 相 切 点 ， 就 是 问题 的 最 优 解 。 在 本 例 中 , 极 小 点 处 于 = -1L/4 

对 应 的 水 平 集 上 , 即 目标 函数 的 极 小 点 为 X "=[1/2, 3/2]  。 

  

图 20.1 利用 图 解法 求解 例 20.1 a 

7S EB PRAT CLS SAAR AOC, Jake ee ie RBA A AR 

优化 问题 。 

20.2 ”问题 描述 

本 章 将 讨论 形 如 
minimize f(x) 

subject to A(x) =O 

WRAL RL, Ep, xe R’ f:R"OR, h:R"-R", h=[h,, --,h,]', m<n, 

假定 函数 天 连续 可 微 , 即 产 es 入。 引入 如 下 定义 : 

定义 20.2 对 于 满足 约束 已 (X7 =0,，…，j (xz =0 的 点 "如果 梯 度 向 量 

Vh, (x), +, Vk, (x2 RAAKY, WARK ABARH-PEM A, a 

2 Dh( x") ih = Ch, -, hb, )' 在 x 处 的 雅 可 比 矩 阵 ， 

Dhy(2") Vhi(a*)7 
Dh(2*) = = : 

| Ditm(x*) Vhmm(a*) 

那么 , 当 且 仅 当 rank DP(x ”) =7( 即 雅 可 比 矩 阵 行 满 秩 ) 时 , x 是 正则 点 。 

线性 约束 的 集合 如 (xz) =0，…， jn ( 半 ) =0，7: 取 "一 及 定义 的 是 一 个 曲面 : 
S = {xe R”: h(x) =0,---. hm (a) = 0} 

如 果 S 上 的 所 有 点 都 是 正则 点 , 那么 曲面 S 的 维 数 为 有 -7
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例 20.2 令 人 =3 和 了 八 =1( 在 空间 取 中 开展 讨论 ) ， 如果 有 中 的 所 有 点 都 是 正则 点 ， 

那么 集合 S 是 一 个 二 维 曲面 。 比 如 ， 

Ai(Z) = r2 — 22 =0 

MVh,(x) =(0,1, -29,]', HTHA x eR BAVA, (x) 40, 在 这 种 情况 下 ,有 

dim S = dim{z : h(a) = 0} =n-m=2 

曲面 $ 如 图 20.2 所 示 。 = 

$20.3 An=3 fF m=2, WRS POA RRA 

EMA, MASR-A-#BHR(PRSAPH-AWB 
线 ) 。 比 如 ， 1 

x3 

hi(@) = 2) 

ho(a) = x2 — 23 "2 

RY ATV, (x) =[1, 0, 0] 和 Vj (zx) = [0, 1, -2%,]". S={[xi,x2x3]T : xz-x8=0) 

可 以 看 出 ,向 量 Vj (xx) 和 Vjs (xz) 在 限 空 间 是 线性 无 关 

的 ， 故 有 

  

图 20.2 下 空 间 中 的 二 维 曲面 

dim S = dim{a : hi(w) = 0, ho(w#) =O} =n-—m=1 

w & Sto 9 20.3 ir, 

    
S={[X4,X2.%g]? i x 2-x3-0， x1=0)} 

X1 

| 

20.3 切线 空间 和 法 线 空 间 

  

图 20.3 ”下 空间 中 的 一 维 曲面 a 

本 节 将 讨论 曲面 上 某 点 处 切线 空间 和 法 线 空间 的 概念 , 首先 给 出 曲面 S 上 曲线 的 

定义 。 

定义 20.38 曲面 8S 上 的 曲线 C, 是 由 ie(a, Db) 连 续 参 数 化 的 一 组 点 构成 的 集合 

lx(t)eS;te(a, b)}|, “HA, x: (a, bd) 一 S 是 连续 函数 。 a 

曲线 的 直观 定义 如 图 20.4 所 示 。 由 曲线 定义 可 知 , 曲线 上 的 所 有 点 都 满足 曲面 方程 。 

如 果 曲 线 C 通过 一 个 点 交 ”那么 必然 存在 态 sE(a,b) , TEM x(t") =x", 
直观 上 看 , 可 以 把 曲线 C = jx( 蚊 :te(a,b)1 当 作 某 个 点 在 曲面 $ 上 运动 时 经 过 点 半 

ARIE, x(t) RE HAI,
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定义 20.4 如 果 对 于 所 有 te (a, D)， 

de F(t) 

a(t)= (=| : 

    

a(t) 
MAE, RAWRK C= \x(t):te(a, dX 

可 微 的 。 

如 果 对 于 所 有 teE(Q,，p) ， 

  

图 20.4 曲面 上 的 曲线 

    

Pe Z(t) 

z(t) = a = : 

En(t) 

aR AE, ARAWR C=l|x(t):te(a, bd) | 是 二 次 可 微 的 。 a 

fa seit ee, x(t) X(t) Ben Ee, WWE x(t) A X(t) 分 别 视 为 运动 路 

FE CMSA x(t) 4E CAI EAE, x(t) HR x(t) OBER aA, 

Ale, eee (t’) ex’ dbase CA, GK 20.5 所 示 。 

x(b) 

) Aw 
x(t) 

图 20.5 曲线 可 微 的 几何 解释 

基于 前 面 的 准备 知识 , 下 面 就 可 以 引入 切线 空间 的 概念 了 。 考 虑 集合 : 

3 一 {zEcR" :Ahz)=0} 

heC, SH#R Sa PHT. 

定义 20.5 WE S={xreR:h(x) =O} PRX ROWAEWMARS T(x’) = 

ly:Dh(x")y =0! . a 

ATLA, Wes lB) T(x") SAREE Dh (x*) S38 fA): 

T(x") = N(Dh(a"*)) 

thee Cc 

x(a) 

因此 , 切线 空间 是 了 "的 子 空 间 。 

假设 x "是 正则 点 , 那么 切线 空间 的 维 数 为 久 -mm, .是 等 式 约 束 ju (z”) =0 的 数量 。 

切线 空间 经 过 原点 , 但 是 , 为 了 方便 起 见 , 切线 空间 经 常 被 描绘 为 一 个 经 过 点 x "的 平面 。 

为 此 , 定义 点 x "处 的 切 平面 为 
TP(z”)=Tlz)+z 一 {z+z :IDETZ)} 

图 20.6 给 出 了 切 平面 的 几何 解释 , 切 平面 与 切线 空间 之 间 的 关系 如 图 20.7 所 示 。
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切 平面 

  

20.6 曲面 S$ 在 x“ “点 处 的 切 平面 

TP(x*) 

X2 TP(x’*) 

  

T(x*) 

    
x4 

20.7 RAR? ayes ss lal AF i 

例 20.4 已 知 

3S={zeR3 :hiz)=zl=0 ho(z)=2zl 一 zz 一 0} 

MA, SHAR HARA 2,9), 3° 20.8, h(x) HERA 

rma. _ | 0 | 
Vho(a)'| |1 -1 0 

对 于 任意 的 xeS，Vji 和 Vs 都 是 线性 无 关 的 ,所 以 8 上 的 所 有 点 都 是 正则 点 。 因 此 ,，S 上 
任意 点 处 的 切线 空间 为 

T(x) = {y: Vai(a)"y =0, Vho(a)y = 0} 

M1 
1 0 0 

= : =0 2 | _1 ] yo 

Y¥3 

= {(0.0,a]' :a€R} 

=M R3 坐标 系 的 7Z3 轴 

Dh(x) = |
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在 这 个 合子 中 , 任意 点 YES 处 的 切线 空间 FT(x) 都 是 隧 的 一 维 子 空间 。 

  

    h1=0 
  Vho(x) 

  

  

图 20.8 Hii S={2eR’:x, =0, x, -2, =0} a 

直觉 上 , 曲面 中 某 个 点 处 的 切线 空间 , 应 该 是 该 点 处 所 有 切 向 量 的 集合 。 前 面 已 经 提 

到 过 , 对 于 曲面 中 经 过 某 点 的 曲线 ,其 导数 是 曲线 的 切 向 量 , 自然 也 是 曲面 的 切 向 量 。 当 
% "是 正则 点 时 , 这 一 直觉 就 是 准确 的 , 据 此 给 出 如 下 定理 ， 

定理 20.1 假设 YeS 是 一 个 正则 点 且 T(x 站 是 X 处 的 切线 空间 。 当 且 仅 当 曲 面 8 

中 存在 一 条 经 过 点 w 的 可 微 曲线 ， 其 在 X "处 的 导数 为 了 时, 有 了 ET(X 成 立 。 口 

证 明 : 

wet, Cie S PHEW e(t):te(a, b)|, MFR E(a, b), Ax(t’) =x‘, 

x(t) =y, WHHEte(a, b), A 

h(a(t}) =0 

利用 链 式 法 则 求 函 数 瑚 (X%( 让 ) 关 于 上 的 微分 ， 可 得 对 于 任意 te(a, pb)， 有 

号 jz) = Dh(x(t))a(t) = 0 

因此 , At 处 有 

Dh(ax*)y = 0 

故 有 2 ET(Cx )。 

充分 性 。 这 一 证 明 过 程 需要 用 到 隐 函 数 定理 ,建议 参阅 参考 文献 [88] 的 第 325 KR, O 

下 面 引 入 法 线 空 间 的 概念 。 

定义 20.6 WH S=|xeR': h(x) =O! PRX RHEE N(x) ELA 

N(x") =|x eR" :x =Dh(x")'z, ze R"|, a 

法 线 空 间 可 以 表示 为 

N(a*) = R (Dh(2*)") 

也 就 是 说 , 法 线 空间 实际 上 是 矩阵 DR(Y 7” 的 值 域 。 注 意 , 法 线 空 间 NCY 7) 是 由 问 量
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Vh,(x*). =, Uh, (x) RATES AL, BM 
N(a") = span[VA, (x*), wry Viz (2")] 

= {a eR”: w= 2,Vhi(@*) +--- + 2mVhm(@"), 21,°°-, 2m € R} 

法 线 空间 包含 零 向 量 。 当 xx * MIEN AN, KAS N(x’) AERA m, KRRSWAS al 

相同 的 处 理 方 式 , 把 法 线 空 间 N(Cxz 描绘 为 经 过 点 过 ”( 而 不 是 经 过 下 "的 原点 ) 的 平面 更 加 

方便 。 为 此 , 定义 "处 的 法 平面 为 . 

NPlo")=Noe)+o ={z+z ceR" :ENc)} 

了 中 的 法 线 空 间 和 法 平面 如 图 20.9 所 示 (?2 =3, Mm =1) 。 

NP (x*)     
120.9 RPA eee ss fa] 

可 以 证 明 , 切线 空间 和 法 线 空间 互 为 正 交 补 ( 见 3.3 节 )。 

引 理 20.1 T(x’) =N(x')*, T(x’)* =N(x"), 口 

WEAR: W(x) HL, 

T(a*) ={yeR": a2 y=0, ae N(z*)} 

WHF T(x") =N(x')*, BIMB.11, THT (x')* =N(xX"), a 

AGE S| FB 20.1, AT LAXT RECT ELAS (DL 38.3 43): 

R" = N(2*) @ T(z") 

AIX FER et o eR", FEA — te we N(x") Ml ye T(x"), 1G 

v=wiy 

20.4 拉 格 朗 日 条 件 

本 节 讨 论 有 约束 极 值 问题 的 一 阶 必 要 条 件 , 即 著名 的 拉 格 朗 日 定理 。 为 了 更 好 地 理解 

这 一 定理 的 基本 思想 , 首先 考虑 只 包含 两 个 决策 变量 和 一 个 等 式 约 束 的 优化 问题 。 令 
h:ROR 为 约束 函数 ,已 知 函数 定义 域 中 点 处 的 梯度 Vh(x ) SITKA h(x) AOE 

TE, HEA we = [2 ,ox2 ] 使 得 jz 7) =0, 且 VhA(xz 天 0, 经 过 点 x "的 水 平 集 为 集合
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ix:P(x) =0|。 可 利用 曲线 1x(t 切 1 在 邻 域内 对 水 平 集 进 行 参数 化 ,x (六 为 一 个 连续 

By Gey [a St PR ws RR’: 

a(t) = ae) , t€(a,b), 2*=a(t*), a(t") £0, t* € (a,b) 

接 下 来 就 可 以 证 明 ，Vp(x ) & (t) IE, HE h FEHR (a(t) ste (a, 6) | AEWA, 
即 对 于 任意 ie(a, 5), 有 

h(w(t)) = 0 

因此 ,对 于 任意 te(a, bp)7, 有 

d 和 hz(b) =0 

利用 链 式 法 则 , 可 得 

下 Re 人 ) = Vh(a(t))"@(t) = 0 

AIK, Vh(xw") 45 x (t*) 1E2, 

WR x ESf-ROR EEF {x:h(x) =0} EAR BTLAUERA, Vf(x) 5 x (tD IE 

交 。 构 造 关于 了 上 的 复合 函数 : 

p(t) = f(x(t)) 

Reese tat NERA, BARR AN — Pea 

db ey Ft") =0 

利用 链 式 法 则 , 可 得 

0= Sole") = Vslale’)) a(t") = VF@") Tale") 

Ait, Ve(x") 5p x(t) TE, A ox (¢") SHAR x(t) | Ze A, A, Vf(0e) 5 

HZ {xe (t) | FEA x HRIEZS, UNE 20. 10 Bray, 

AUT CAUEAL, Vax") tS x (0°) TESS, Ah, VA ( x") 与 YAx ) 平 行 。 也 就 

Fev, V(x") 等 于 Vp(z 与 一 个 标量 之 积 。 如 此 一 来 ,就 可 以 给 出 这 种 情况 (两 个 决策 变 

量 和 一 个 约束 条 件 ) 下 的 拉 格 朗 日 定理 。 

定理 20.2 n=2,m=1 RHR RE, RAx* 2HKSR OR HAM) 

th, OREWRE h(x) =0, bh: ROR, BA, VE( x") Vh(x") FAT, BP4e RVA( x") £0, 

则 存在 标量 人 "使 得 

V(z")+ A*Vh(a2*) =0 口 

定理 20.2 中 的 A“* 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 。 需 要 指出 的 是 , 该 定理 对 极 大 化 问题 也 同样 成 

立 。 图 20.11 给 出 了 一 个 求 极 大 值 情况 下 的 例子 , 图 中 的 x "是 在 集合 |xz: 有 (xz) =01 上 

的 极 大 点 。
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图 20.10 梯度 Vf(x 7) 与 曲线 jx( 寻 1 在 点 Y "处 图 20.11 n=2, m=l1 TR FPA ee 

正 交 ,x "是 函数 /在 曲线 上 的 极 小 点 

拉 格 朗 日 定理 是 局 部 极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 , 即 拉 格 朗 日 条 件 , 包括 两 个 方程 : 

Vf (a*) + \*Vh(a2*) = 0 

h(a*) =0 

拉 格 朗 日 条 件 是 必要 条 件 而 不 是 充分 条 件 。 图 20. 12 中 给 出 了 一 些 满足 拉 格 朗 日 条 件 的 

点 ,其 中 有 一 个 点 不 是 极 值 点 ( 既 不 是 极 大 点 也 不 是 极 小 点 ) 。 

    

V f(x") 
Vh(x*) 

h=0 

{a) (b) 

V h(x") 

Vi(x") \ n=O 

{c) (d) 

A20.12 PUSH RIA ARES, (a) RAK; 

(b) BADR; (c) B/D; (d) ARR A 

$e PRADA RER AOL PF BODO BA A ERED SAIL PF, BD f:R"—R, h:R">R", 

MSN, 

E32 20.3 HMA ACH. x 2S: RORMHARR) A RBKA), BREA 

h(x) =0, h:R"-R", msn, PRX LENA, PAAAA*ER”, eG
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Df(a2*) +A*' Dh(a2*) = 0° 口 

WEAR: FEE —4 ATER", 使 得 

Vf(a*) = —Dh(a*)'A* 

Brey, wath ZL, WAVE (x') 6 R( Dh(x*)') = N(x") 8h 7, HE 5] B 20.1 TH, 

N(x") =T(x")’, Ast, REMAV(x’) e T(x')*, 
4 

yc T(x") 

MA, HAL 20.1 Tho, ATMA x(t):te(a, b)|, 使 得 对 于 任意 te(Qa, pb)， 有 

h(x(t)) = 0 

fo tt’ e (a,b), BR 

a(t*)=a2", a2(t*)=y 

考虑 复合 函数 中 (四 = Fw(t)。 易 知 妇 是 该 函数 的 局 部 极 小 点 ,根据 无 约束 局 部 极 小 点 

的 一 阶 必 要 条 件 ( 见 定理 6.1), 得 

do * 

利用 链 式 法 则 ,得 

C(t") = Die" )e(t") = Dfle")y = Vile")"y =0 
Pryh, TEE yeT(x'), A 

Vi (2")'y =0 

Ep 

Vi (a*) € T(a*)* 

证 明 完 毕 。 a 

PLAS BA A ee SHA, UFR EA, OB BS EI AE RRA KF 

约束 函数 在 该 点 处 梯度 的 线性 组 合 。 定 理 20.3 中 的 向 量 入 " 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 向 量 , 其 组 

成 元 素 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 。 

从 拉 格 朗 日 定理 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 
拉 格 朗 日 条 件 更 加 紧凑 的 形式 是 YF(x 7) € 

N(x") MRA EI AE, BBA x AZ 

极 值 点 ,如 图 20. 13 所 示 。 

需要 注意 的 是 , 正则 性 是 拉 格 朗 上 日 定理 

的 必需 假设 , 该 假设 的 作用 至 关 重 要 , 如 下 面 

的 例子 所 示 。 

例 20.5 考虑 如 下 优化 问题 : 

minimize f(z) 

subject to A(x) =0 图 20. 13 ”不 满足 拉 格 朗 日 条 件 的 例子 
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EYP, f(x) =4, 等 式 约束 函数 为 

Z2， z<0 

h(x) = <0, 0O<zx<l 

(z 一 1)2 x>1 

显然 ， 可行 集 为 [0, 1] 。 易 知 2 =0 是 局 部 极 小 点 。 由 于 (2Z9 =1, ji(Z09 =0。 因 此 ， 

% 不 满足 拉 格 朗 日 必要 条 件 。 可 以 看 出 , 2 不 是 正则 点 ， 这 正 是 拉 格 朗 上 日 定理 不 适用 的 

原因 。 a 

AY (BPH, S| AT BA A Pe LR" x RR" OR; 

U(a,A) = f(a) +A h(a) 

可 利用 拉 格 朗 日 函数 表示 局 部 极 小 点 "的 拉 格 衣 日 条 件 , 即 存在 一 个 向 量 久 ”满足 

Di(az*,A*) = 07 

其 中 , 求 导 运算 万 指 的 是 求 关于 变量 [zx , A ] 的 导数 。 换 名 话说, 拉 格 朗 日 定理 给 定 

的 必要 条 件 , 等 价 于 将 拉 格 朗 日 方程 视 为 无 约束 优化 问题 的 目标 函数 对 应 的 一 阶 必 要 

条 件 。 

& DLBAR LAF x 的 导数 , 刀 ,! 表示 /关于 人 的 导数 ， 有 
Di(z, 和 A) = [Di(m, 和 A),Dxi(z,AA]] 

TERRA D(x, A) =Df(x) +A’ Dh(x) Al D(x, A) =h(x)", Alt, eB x "的 

Hits BA ARE AT Baik ARLE A", TE 

Dyl(a*,A*) = 0" 

Dyl(a*,A*) = 07 

即 

Di(a*,X*) = 0" 

这 说 明 拉 格 朗 日 条 件 确 实 可 以 写 Di(x*, A*) =0".”- 

通过 求解 拉 格 朗 日 条 件 

Deal(z,A) 一 0 

Dyl(x, A) = 0° 

可 找 出 可 能 的 极 值 点 。 这 一 方程 组 包括 9 + 个 方程 和 7 + 和 个 未 知 数 。 需 要 注意 的 是 ， 

拉 格 朗 日 条 件 是 必要 而 非 充 分 条 件 , 即 满足 上 述 方程 的 点 "不 一 定 是 极 值 点 。 

例 20.6 给 定 固 定 面积 的 纸板 ,利用 这 一 纸板 制作 一 个 封闭 的 盒子 , 使 得 体积 最 大 。 

可 以 利用 拉 格 朗 日 条 件 来 解决 该 问题 , zi ,2 和 和 分 别 表 示人 铭 子 的 尺寸 ， 设 给 定 纸板 的 面 
积 是 4。 则 该 问题 可 以 表示 为 

maximize Zi172273 

. A 
subject to 2129 + %o%3 + 2321 = 2 

A 4k BAA f(x) = -2,0,0,, YRBMA h(x) =H", +2,%,4+%,0,-A/2, MAVS(X) = 

—[L_Xy, Ly, LX] FeVh( x) =[ 4, +23, %,+%s,%,+4%,)', TAAL, HATTA
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都 是 正则 上 点。 根据 拉 格 朗 日 条 件 可 知 ,， 当 尺寸 满足 

Z273 — A(z2 +. 23) = 0 

2123 — A(z, + 23) = 0 

x22 — XA(z1 +22) =0 

A 
2Z122 十 T2734 十 了 T371 一 了 

时 ,盒子 体积 可 能 最 大 , 人 AEe 眉 。 

求解 该 方程 组 。 首 先 证 明 i ,2 ,Za 和 人 不 能 为 零 。 人 假设 =0, 根据 约束 条 件 (第 4 个 
方程 ) 可 得 wxs =4/2， 由 拉 格 朗 日 条 件 中 的 第 2 个 和 第 3 个 方程 得 到 的 结果 是 AXa =AXs 
=0, 代入 第 1 个 方程 可 得 was =0。 这 与 约束 条 件 矛 质 。 类 似 地 ,也 可 证 明 如 和 和 不 

能 为 零 。 

接 下 来 假设 人 =0, 那么 3 个 拉 格 朗 上 日 方程 相 加 , 得 zza +2i2s +2iXa =0, 这 与 约束 

Ett FG. 

下 面 求解 拉 格 朗 目 方程 中 的 2 ，2a，Ws。 首 先 ， 分 别 在 第 1 个 和 第 2 个 方程 分 别 乘 以 

2, Fo xy, RGB, 得 妇 A(zZ -和 妇 ) =0。 因 为 wm 和 人 都 不 能 为 堆 , 可 得 wi = 轨 。 同 样 可 

得 z = 委 。 因 此 , 代入 约束 条 件 ， 可 以 求 得 加 = = 2, = JA. 

需要 指出 的 是 ,上述 求解 过 程 中 忽略 了 r ， 刀 ,加 是 正 数 这 一 限制 条 件 ， 因 此 可 以 使 
用 拉 格 朗 日 方程 求解 该 问题 。 上 述 拉 格 朗 日 条 件 方 程 组 有 唯一 解 ， 且 解 是 正 数 。 因 此 ， 增 

加 变量 zi ,za ， 和 为 正 数 这 一 约束 条 件 ， 与 不 考虑 变量 为 正 数 这 一 约束 的 问题 所 对 应 的 解 
是 一 致 的 。 a 

fe PRE A tr MAR ARE AB Ae — UK PRE A GFF, 

120.7 FRARRARA 

f(z) =a} +23 
的 优化 问题 ， 试 求 目标 函数 

{[z1,22]' : A(z) = 2? + 22h — 1 = 0} 

“A, AAR BAH REG BHR RD AMA 

Vi (a) = (221, 2x0]" 

Vh(x) = (221, 422]" 

RAAB et, FF 

D,l(a, A) = Dz[f (a) + Ah(#)] = [221 + 2A21, 222 + 4Az2] 

Dyl(a, d) = h(a) = 22 + 222-1 

4 D(x, A) =0' Ff D(x, A) =0, THINFRARKRHA BA, 
22, + 2Ar1 = 0 

222 + 4Ar2 = 0 

x? +223 =1 

方程 组 包括 3 个 未 知 数 。 可 以 证 明 , 所 有 可 行 点 都 是 正则 点 。 根 据 第 1 个 方程 ,可 得 zi = 

0 或 = -1。 当 2 =0 时 ,根据 第 2 个 和 第 3 个 方程 可 得 人 = -1/2,xo =+l/ 人 2 。 当 和 =
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-1 时 ,由 第 2 个 和 第 3 个 方程 可 得 zi = 上 1 和 妇 =0。 由 此 可 得 所 有 满足 拉 格 朗 日 极 值 

条 件 的 点 : 

  

a _| 9 2) _ | 0 (3) _ | 1 (4) _ ola ols ele 
由 于 Axe 

fla) = fla) = 5 
fw) = fe) =1 

因此 ， 如果 存 在 极 小 点 ,那么 就 是 Y0) 和 

x? toRAERK A, BEX fox” 。 

ERLE, x? fox? ARB) KR, x” 

fox 是 极 大 点 ， 如 图 20.14 所 示 。 a 

FIX TAF PF, A pr ek BCS F025 HR PR 

Bh BE ATM TEE — Ka, REP 

来 , 将 这 一 例子 推广 到 更 为 一 般 的 情况 ， 

  

  

  
图 20. 14 利用 图 解法 求解 例 20.7 

即 目标 函数 和 约束 函数 户 都 是 包含 个 
变量 的 二 次 函数 。 

例 20.8 考虑 优化 问题 

， z'Qa 
maximize z' Pz 

HP, Q=Q' 20 P=P'>0, TARH, #RAN=([2,,--,2,]' ZBAMHB, M 

么 该 点 乘 以 任意 非 堆 向量 后 ,得 到 的 向 量 

te =[tr,,---,tzn]', t #0 

同样 也 是 该 问题 的 解 。 证 明 过 程 很 简单 ， 即 

(tz) Qltz) to Qr 2'Qz 
(tz)'’P(tx) #@2'’Pz zx’ Px 

因此 ,为 了 保证 解 的 唯一 性 , 进一步 增加 如 下 约束 : 

  

2' Px =1 

故 优化 问题 可 以 写 为 

maximize ZITQc 

subject to aw! Pa=1 

将 目标 函数 和 约束 方程 分 别 改写 为 

f(a) =2' Qe 
h(a) =1-a@'P2 

该 问题 的 所 有 可 行 点 都 是 正则 点 (证 明 过 程 留 作 习 题 20. 18) 。 下 面 利 用 拉 格 朗 日 条 件 求 

解 这 一 问题 。 首 先 构造 拉 格 朗 日 函数 :
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l(a.) =a'Qz+X(1-2' P2) 

由 拉 格 朗 目 条 件 , 可 得 

D,l(@, ) = 22'Q-2\2'P=0' 

Dyl(z,4) =1-a@' Px =0 

4&2] P=P'%# Q=Q', BIAABRTARA 
Qz -APx=0 

整理 可 得 
AP-Q)z=0 

HRUE RIK P>0 TH, PU-RABK, H(AP-Q)x=0 ARP", TH 

(I, — P7'Q)xz =0 

等 价 于 

Pr-IQaz = dx 

Ait, RRA, M-LAP'QOMHEAE, PHM ARTA MHREM, Ox’ kR 
示 问 题 的 最 优 解 ,人 “表示 最 优 解 对 应 的 拉 格 朗 日 乘 子 。 由 YPx "=1 和 忆 -IQxr = 和 ， 

可 得 
Ma z*' Qa" 

Hey IL, A LAMBRA, KHL, CHAP 'IQMWRKAEE, a 

在 这 一 问题 中 , 可 求 出 满足 拉 格 朗 日 条 件 的 点 , 由 于 拉 格 朗 日 条 件 只 是 必要 条 件 ,， 因 

此 , 它们 只 是 等 式 约束 条 件 下 目标 函数 极 值 点 的 候选 对 象 。 为 了 判断 这 些 候 选 点 是 极 小 

A RAR RA RE, 还 需要 一 些 更 强 的 条 件 , 最 好 是 充分 必要 条 件 。 下 一 节 将 讨论 

极 值 点 的 二 阶 必要 条 件 和 二 阶 充分 条 件 。 

20.5 二 阶 条 件 

EA S:R"OR Al h-R" OR” 2 KET RR, By, he C. FARRAH ARN 

I(x, A) = f(w) +A h(a) = f(aw) + Arhi(w) +--+ + Amhm(@) 

i L(x, AEUx, AK x 的 黑 塞 矩阵 ; 

L(@, A) = F(a) + A141 (@) +--+ + Ann (2) 

Hp, F(x) def fe x Shi ASE, H, (x) th, k=l, +, mex QHBEE, 
2 

SHe() ++ 5 k(n) 
H(z) = : 

sete (@) ---  Srhe (aw)   

(AH (2)] = A, Hi (a) 十 …… 十 AmH n(x)
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这 样 , 可 将 拉 格 朗 日 函数 写 为 

L(a, \) = F(a) + [AH(z2)| 

iE 20.4 —MUEBEE, hx’ £f:-R°OR EXREH A(x) =0, bh: RR”, 
m<n,f, heC?FHRRR) 2, Re LEM A, PABA ER UE 

1. Df(x*) +A" Dh(x") =0' "7 
2.x TRA ye T(x’), HA y* L(x", Ay 20, O 
WERA: #RGEHA PR ETE, AEA eR MX Df(x*) +A*'Dh(x') =0', #F 

REWALBHAR ZB, RyeT(x’), Py BTMAS=\xeR":h(x) =0} 在 YY RH 

切线 空间 。 由 于 天 <C:, 根据 定理 20.1 可 知 ,曲面 8 上 存在 一 条 二 次 可 微 的 曲线 1x( 昌 ; 

ie(a, b)| ,使 得 对 于 某 个 大 se(a, D) 有 
z(t") =2*, 2(t*) = 

x Af MARK, Mt EHH O(t) =f(x(t)) HBB) &, RBEAARBDLE 

二 阶 必要 条 件 ( 见 定理 6.2) 可 得 
d2 d*¢ 7. 
ae (Y) > 

已 知 
dito pyr dy 7 dz £ wl) 2() = 20) %Q + yo" Zo 

利用 链 式 法 则 可 得 

d?@ 
qe l= <(DF(a(t")) (0) 

= = 2(t*)' F(a" )a(t*) + Df (w*)x(t*) 

=y' F(2")y + Df(x")e(t*) >0 

aT ER te (a, b), KA A(x(t)) =0, TH 

d? 水 下 和 NTRtetb)) 一 0 

因此 ， 对 于 任意 的 te(Qa,b)， 有 

号 AThtztb) = < aT al (at) 

- 二 Seas AL he w(t) | 

=< B MDhy(# rato] 

- Dg xp 8 (Dhel@(e))e(0) 

Az [ae(t)" Hi (w(t) a(t) + Dh (w(t) #(0)] 

(t)[A*H(@(t))]a(¢) + A*! Dh(x(t))#(t) ll 
ll 

T
M
s
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Htat"'RALX, TH 

y | (\*H(a*)ly + A*' Dh(2*)#(t*) = 0 

把 上 式 与 不 等 式 

y| F(ax*)y + Df(x*)z(t*) > 0 

相 加 ,可 得 

y| (F(x*) + [A°H(2")]) y + (Df (@*) + A"" Dh(w"))#(t*) > 0 

FRAG 41 A EE, Se Df(x*) +A*' Dh( x’) =07。 因 此 , 有 

y' (F(2") + (MH (2")))y =y  L(a",A*)y 20 

证 明 完 毕 。 = 

卫 (x, A) 在 这 一 定理 中 的 作用 , 与 无 约束 极 小 化 问题 中 目标 函数 的 黑 塞 矩 阵 严 (*) 
所 起 到 的 作用 类 似 。 但 是 , 需要 注意 的 是 , 到 (z”, A‘) =0 仅 在 T(x ) 上 成 立 ， 而 不 是 在 整 

个 了 及 "上 成 立 。 

这 只 是 局 部 极 小 点 的 必要 而 非 充 分 和 条件。 下面 不 加 证 明 地 给 出 严格 局 部 极 小 点 的 充 

分 条 件 。 

定理 20.5 “MHD, BRS, heC*?, WRAEAXN' ER fA'ER”, HE 

1. Df(x*) +A*" Dh(x*) =0 。 

2. THA yeT(x"), yxO, BA y' L(x", A*)y >0, 

那么 , % RfEAREH h(x) =0 FH FP BAHRR SS, 口 

证 明 : 关于 这 一 定理 的 证 明 ,可 参阅 参考 文献 [88] 的 第 334 页 。 a 

we FH 20.5 HA, UN x RA ARE, L(x’, A‘) TET(x’) LEX, 那么 zx 

就 是 严格 局 部 极 小 点 。 反 之 , 当 工 (zx A) 在 T(x ) 上 负 定 时 ,就 是 一 个 严格 局 部 极 大 

点 。 下 面 通 过 例子 对 这 个 定理 进行 演示 说 明 。 

例 20.9 某 优 化 问题 为 

maximize 

of mE 
前 面 已 经 提 到 ， 可 以 将 这 一 问题 等 价 改写 为 

maximize «2! Qz 

subject to w' Pa =1 

改写 后 的 问题 对 应 的 拉 格 朗 日 函数 为 

l(a, d) = a@' Qu +rA(1—a@' Pa) 

其 中 ， 

由 拉 格 朗 上 日 条 件 可 得
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(AI — P7'Q)x =0 

其 中 ， 

_ 2 0 
P ‘a= |; 

入 只 有 两 个 取 值 能 够 满足 (AT - PQ) x =0, 2 Po'Q AA AEIA A, =2 FA, =1, WH 

CAs, E- MMM MMT OREM ART REE PQ MRK, BP 

A “=A =2; 这 一 特征 值 对 应 的 特征 向 量 就 是 该 问题 的 解 。 对 应 于 人 "=2、 满 足 约束 

X TPx =1 的 特征 向 量 为 二 

1 T 

= | F5.0 
已 知 向 量 对 ( + 和 满足 拉 格 朗 日 条 件 。 可 以 证 明 , Rex 实际 上 都 是 严格 局 部 

极 大 点 。 下 面 证 明 点 光 * 是 严格 局 部 极 大 点 。 关 于 -X "是 严格 局 部 裤 大 点 的 证 明 可 照 此 进 
47, FAUV RBBB DHMH SRE, TH 

,pp fo 9 L(a*,\*) = 2Q ap =) 5 

Aix —x' Px =0) OWREM T(x) A 

T(a*) = {y ¢ R?: a*' Py =0} 

= {y: [V2,0]y = 0} 

={y:y=[0,a]', ae R} 

STHEE ye T(x’), y 40, A 

y | L(x", \”)y = [0,4] [ 5 A = —2a* <0 

这 说 明 ,， T(x) E L(x’, A") <0, 因此 ,X'*= [LA 区 ,0]7 为 一 个 严格 局 部 极 大 点 。 同 术 
可 以 证 明 _x* 也 是 一 个 严格 局 部 极 大 点 。 将 上 "代入 目标 函 教 , 可 得 

  
z*' Qz* _ 5 

a*! Pao* ~ 

K}RIMMER—-K, EGR P QO WMEKRA, BAB HOR, TEE LA, oR 

x 212A maximize ~—@* 4g, BA tx WRK M HM, 7   

x' Px 

20.6 线性 约束 下 二 次 型 函数 的 极 小 化 

考虑 优化 问题 ; 

minimize je7 Qa 

subject to Agw=b 

Hr, Q@>0,AecR””*", m<n, rank A=m, JAE RA E(B RY
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二 次 规划 问题 还 包括 约束 x 关 0), 这 一 约束 集 包 括 无 限 多 个 可 行 点 ( 见 2.3 节 )。 利 用 拉 

格 朗 日 定理 可 以 证 明 , 该 优化 问题 存在 唯一 解 ; 本 节 最 后 利用 一 个 示例 演示 了 这 一 结论 在 

最 优 控制 中 的 应 用 。 

首先 构造 拉 格 朗 日 函数 : 

(aw, ) = 52 Qe +27 (b— Az) 

导出 拉 格 朗 日 条 件 : 

D,l(a*,A*) = 2*'Q—-rA'A=0"° 

整理 可 得 
a* 一 Q-14IX* 

等 式 两 边 同 时 左 乘 矩阵 4 有 

Az* = AQ"'A' 

HF Ax’ = b,AQ'A™ SEW ( A Q>0 BA MEW m Si), ARB A’: 
和 + 一 (AQ-!A")~1b 

由 此 可 得 
z* = Q-!A'(AQ7!A")—b 

x EAR ATE x RD, RE EK a 

可 。 首 先 计算 拉 格 朗 日 函数 在 (x " , A" ) 处 的 黑 塞 矩 阵 ， 有 
L(ax",r*) =Q 

显然 , 黑 塞 抢 阵 正 定 。 因 此 , x “是 严格 局 部 极 小 点 。 实 际 上 , x * 也 是 全 局 极 小 点 , 这 将 在 

第 22 章 进 行 证 明 。 

当 @ = 工 为 有 x 包 单位 矩阵 时 , 该 问题 就 简化 为 12.3 节 所 考虑 的 问题 。 具 体 来 说 ， 
12.3 节 的 优化 问题 是 在 4x = 忆 的 约束 条 件 下 , 使 得 范 数 |x | 极 小 化 。 目 标 函 数 为 

JUxz) = lx, 它 在 x =0 处 是 不 可 微 的 。 这 决定 了 无 法 使 用 拉 格 朗 日 定理 进行 求解 ,因为 
该 定理 要 求 目 标 函 数 可 微 。 为 解决 这 一 问题 ,可 将 该 问题 等 价 转换 为 

minimize allel? 

subject to Aw =b 

目标 函数 lx |?/25 |x| AAR, Ki, MR 对 于 所 有 Y < 下" ,满足 
Ax =b fil ||x* || < |x|, BARBRA |x" 72 么 1‖ xl?2 。 反 之 亦 成 立 。 在 约束 

FA Ax =b PRB/ME | xl ?7Z2 的 问题 ， 等 价 于 本 节 最 开始 所 给 出 的 优化 问题 ， 只 需 将 参 

数 @ 设 定 为 @ = 五 ,因此 , 易 知 这 一 问题 的 解 为 x" =4 (44 )pD ,与 12.3 节 中 得 到 
的 解 是 一 致 的 。 

例 20.10 考虑 离散 时 间 线 性 系统 模型 

ZK 一 QZR_1 + bur, k2>1 

初始 条 件 2Zo Bde, THAR |x| BMA SPM S [u,| AM AMES, 按 

照 控制 领域 中 的 说 法 ,2 称 为 夏 时 刻 的 状态 。 当 初始 条 件 6 已 知 时 , 控制 目标 是 选择 控制
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信号 we| ， 使 状态 在 [1，N] 中 各 时 刻 保持 较 “ 小 "的 值 ， 同 时 控制 信号 也 "不 太 大 ”。 极 
小 化 函数 

2 

可 满足 状态 序列 |z| 保持 较 “ 小 "的 要 求 。 另 一方 面 为 保证 控制 信号 "不 太 大 ”, 应 极 小 化 

t=1 

这 两 个 目标 本 质 上 是 矛盾 的 , 不 能 同时 满足 。 通 常 ， 极 小 化 状态 将 使 得 控制 输入 较 大 ， 而 

极 小 化 控制 输入 将 导致 状态 较 大 。 显 然 ， 需 要 对 这 两 个 目标 进行 折 中 处 理 , 极 小 化 这 两 个 

目标 的 加 权 和 是 一 种 常见 的 解决 方式 。 具 体 而 言 , 将 该 问题 表示 为 
N 

、 ， 1 
minimize 5 2 (qu? + ru?) 

i=1 

N
l
e
 

-” 

subject to zr, = az,_) + bug, K=1,---,N, xo B40 

其 中 ,参数 g 和 7 分别 表 示 保 持 较 “小 "的 状态 和 保持 “不 太 大 ”的 控制 信号 的 相对 重要 度 。 

这 是 一 个 线性 二 次 型 调节 器 问题 15 .58 2。 这 种 将 保持 较 “ 小 "的 状态 和 保持 “不 太 大 ” 

的 控制 信号 这 两 个 相互 冲突 的 目标 加 权 求 和 构造 为 一 个 目标 函数 的 处 理 方 式 , 是 加 权 求 和 

法 的 一 个 典型 应 用 ( 见 24.4 节 )。 

为 了 求解 上 述 问 题 ， 可 将 其 改写 为 一 个 二 次 规划 问题 。 定 义 

[orw Oo 

| O rin 

[1 0 —b oe (O 

b= . ’ z= [z1,++-,2N,U1,--*, un] ”   
利用 这 些 符 号 ， 可 将 该 问题 写 为 前 面 讨论 过 的 二 次 规划 问题 ; 

minimize 5zT7Qz 

subject to Az=b 

KP, QHINx2N WHE, AAN xON HHH, be RY, XM MHA 
z= QA" (AQ™A‘)~1b 

2 的 前 入 个 元 素 表示 [1,，N] 中 各 时 刻 的 最 优 状态 信号 ， 后 N 个 元 素 表示 最 优 控制 信号 。 

2 的 表达 式 涉及 抵 阵 求 逆 运 算 , 这 些 运算 的 计算 量 非常 大 。 在 最 优 控制 领域 , 有 一 些 充分 利 

用 z "表达 式 的 特殊 结构 来 降低 计算 复杂 度 的 方法 ， 可 参见 参考 文献 [15, 20, 85, 86, 99]。 四
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楼 下 来 的 示例 中 , 直接 应 用 了 上 述 讨论 结果 。 
例 20.11 信用 卡 持 有 人 困境 问题 。 假 设 当 前 有 10 000 美元 的 信用 卡 了 账单 , 账户 按 

月 计 息 ,月 利率 29% 。 由 于 利率 的 存在 , 账户 欠 款 每 月 都 会 增加 , 为 了 避免 这 一 点 ,每 个 月 

可 以 支付 一 定数 量 的 还 款 。 在 接 下 来 的 10 个 月 中 , 计划 每 月 还 一 定金 额 ， 使 还 款 总 额 最 

小 且 每 月 的 偿还 难度 最 低 。 

这 一 问题 与 例 20. 10 中 的 线性 二 次 型 调节 器 类 似 ， 可 按照 同样 的 方法 求解 。 设 定 当 前 

时 间 为 0, zi 为 第 无 月 末 账 户 欠 款 , 4 是 第 天 月 的 偿还 金额 ,满足 

Zp = 1.02r,_1 — ux, k=1,---,10 

也 就 是 说 ,当月 的 账户 欠 款 等 于 上 一 月 的 账户 余额 加 上 应 付 利息 ， 再 减 去 当月 的 偿还 人 金 

额 。 因 此 ， 可 构建 优化 问题 : 

10 
minimize 5 > (qa? + ru?) 

subject to 2, = 1.022,_1 —u,, K=1,:+--,10, rp = 10 000 

可 以 看 出 ， 这 就 是 一 个 线性 二 次 型 调节 器 问题 。 参 数 9 和 ?分别 表示 减少 债务 和 每 月 还 款 
难度 的 相对 重要 度 。 如 果 希 望 尽快 减少 债务 总 额 , 9 就 应 该 大 于 7， 而且, 这 一 愿望 越 迫 

切 , 9g 相对 于 7 应 该 越 大 ; 反之 ,如果 越 不 情愿 还 款 , 7 相对 于 9 就 越 大 。 

根据 例 20. 10 给 出 的 公式 可 得 到 这 一 问题 的 解 。 图 20. 15 描述 的 是 g4=1,7=10 时， 

10 个 月 中 每 月 的 账户 欠 款 和 还 款 金 额 。 可 以 看 出 , 债务 总 额 在 10 个 月 后 减少 到 不 足 1000 

美元 ,但 是 第 一 个 月 需 还 款 接 近 3000 美元 。 如 果 党 得 还 3000 美元 的 压力 太 大 ， 可 以 通过 

提升 了 相对 于 g 的 重要 度 来 降低 还 款 金 额 。 但 是 ， 如 果 增 加 的 程度 太 大 会 导致 其 他 问题 。 

比如 ,图 20. 16 给 出 的 是 g=1,7=300 时 , 每 月 的 账户 欠 款 和 还 款 金 额 ， 可 以 看 出 ， 虽 然 

每 月 还 款 金 额 不 超过 400 美元 , 但 是 每 月 欠 款 利息 占 了 还 款 的 大 部 分 ,而 且 债务 总 额 在 10 
个 月 后 仍 超过 10 000 美元 。 
  

       
  

     

5 6 7 8 9 10 
月 份 

图 20.15 494=1 和 7>=10 时 每 月 账户 从 款 和 还 款 金额
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15000 T T T —r T -一   

  

  

  

图 20.16 9=1,7=300 时 每 月 账户 欠 款 和 还 款 金额 a 

目标 函数 是 二 次 函数 且 约 束 条 件 是 线性 或 二 次 函数 的 优化 问题 , 是 一 类 比较 特殊 的 问 

题 , 关于 这 类 问题 在 通信 和 信和 号 处 理 领 域 的 应 用 , 可 参阅 文献 [105, 106 ] 。 

习题 

20.1 考虑 在 空间 耻 ' 内 的 约束 方程 : 

A(a1,%2) = (21-2)? =0 Ml g(x1,22) =(z2+1)? <0 

请 找 出 所 有 的 可 行 点 , 它们 是 否 都 是 正则 点 ? 给 出 理由 。 

20.2 求 出 下 列 优化 问题 的 局 部 极 值 点 ， 

a. minimize 2; +2a,x, +345 +42, +5x, +62, 

subject to 4, +2x, =3 

4x, +5x, =6 

b. maximize 47, +23 

subject to aj +23 =9 

c. maximize 2%,%, 

subject to af +422 =1 

20.3 找 出 函数 

f(a) =(a'a)(b'2), 2eR? 

在 约束 

2Z1 十 Z2 一 0 

Z2+23=0 

下 的 极 大 点 和 极 小 点 。 其 中 ， 

0 1 
a=|1I| 和 pb=|10 

0 1 

    

20.4 “考虑 优化 问题



20.5 

20.7 

20.8 

20.9 

20. 10 

20. 13 

20. 14 
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minimize f(a) 

subject to A(z) =0 

Ep, LR >R,h:R’ +R, Vf(x) =[2,,0,+4]". CH x B-TREM, AA Va(x*) = 

[1,4]" . BR Vir’). 

考虑 优化 问题 

minimize jz — xal|* 

subject to |[z/|? =9 

ftp x, = [1,8]. 

a. 找 出 此 问题 中 所 有 满足 拉 格 朗 日 条 件 的 点 ; 

b. 利用 二 阶 条 件 . 判断 问题 a 中 得 到 的 点 是 否 是 局 部 极 小 点 . 

需要 制造 一 个 容积 为 VY(Y>0) 立 方 英 斥 但 表面 积 最 小 的 封闭 盒子 。 

a. 令 &.b 和 < 分别 表 示 满 足 盒 子 设计 要 求 的 长 宽 和 高 , 推导 出 w、b 和 必须 满足 的 拉 格 朗 日 条 件 ; 

b， 如 果 x ” 是 正则 点 , 这 意味 着 什么 yx" = [a, 5,c] 是 正则 点 吗 ? 

c. RH a, b File; 

d. 问题 c 中 找 出 的 Y”= [waw,b,c] ”是否 满足 二 阶 充分 条 件 ? 

PEt FF PS PRY eA A 

a. f(t,, %,%,) =a +8 ta,, RA a + a6 + ah = 16 

b. f(a, a) =a +98, ARH Bri +4rizs +6 = 140 

考虑 问题 : 

minimize 22; + 322-4, 1.22ER 

subject to x17 =6 

a. 利用 拉 格 朗 日 定理 找 出 所 有 可 能 的 局 部 极 小 点 和 局 部 极 大 点 ; 

b， 使 用 二 阶 充分 条 件 找 出 严格 局 部 极 小 点 和 严格 局 部 极 大 点 ; 

c. 问题 b 中 得 到 的 点 是 全 局 极 小 点 或 全 局 极 大 点 吗 ? 给 出 理由 。 

找 出 函数 

的 所 有 极 大 点 。 
求 出 优化 问题 

maximize a! | ] x 

subject to llz|l2 =] 

的 所 有 解 。 
存在 矩阵 4 ,4 4 特征 值 的 取 值 范围 为 1 到 20( 即 最 小 特征 值 为 1 而 最 大 特征 值 是 20) 。 设 * 是 一 个 

向 量 , WH |x = 1， 令 8 = 4x 。 试 利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 确定 l2 || 的 取 值 范围 。 

提示 : la | 的 最 大 值 ? 1a1 的 最 小 值 ? 

考虑 矩阵 4 e 了 R"" 。 按 下 式 定义 4 的 诱导 范 数 ,， 记 为 | 4 ，: 

\|Alj2 = max{||Agl} : 2 € R". ||xl| = 1} 

上 式 右 边 的 范 数 上 小 上 就 是 常用 的 欧式 范 数 。 

已 知 4 4 的 特征 值 为 A，…, A，( 从 大 到 小 排列 ) , 试 结 合 拉 格 朗 日 定理 用 这 些 特 征 值 将 | 4 ‖, 表示 

出 来 ( 见 定理 3.8) 

设 己 = 天 "是 一 个 正定 矩阵 , 证 明 任 何 满足 1 -xx ” Px = 0 的 点 是 正则 点 : 

考虑 优化 问题
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20. 15 

20. 16 

20. 17 

20. 18 

20. 19 

20. 20 

20.21 

maximize az, + bro, %1,22ER 

subject to z}+23=2 

Htia,be R, HMR 1, 1] "RRA, BAa=d, 
考虑 优化 问题 : 

minimize 2122 — 22), m1,22ER 

subject to 2? — 22 =0 

a. BLBEAORO BH Be BEER ae, WAR RAE AE[ 1, 1)" 或 [ -1, 1] ; 

b. 利用 二 阶 必 要 条 件 证 明 [ -1, 1] "不 可 能 是 该 问题 的 解 ; 

c. 利用 二 阶 充 分 条 件 证 明 [1, 1] "是 一 个 严格 局 部 极 小 点 。 

EAA eR” .m<n,rankA=m,x, ¢ R®, Hx 是 4 的 零 空 间 中 最 接近 x。 的 点 (在 欧式 范 数 

意义 下 ) 。 

a. HEA x’ 与 y*- yx 是 正 交 的 ; 

b.， 确定 x ”的 表达 式 , 用 4 和 >xo 表示 。 

考虑 优化 问题 ， 

minimize all4z 一 如 | 

subject to Ca=d 

Hit,AeR™" ,m>n,CeR”™ ,2D <7 ,并 且 4 和 C 都 是 满 秩 的 。 希 望 可 以 找到 该 问题 的 解 (用 

A,b, Child#m), 

a. 利用 拉 格 朗 日 定理 求解 该 问题 ; 

b. 将 该 问题 写 为 二 次 型 问题 , 并 利用 20.6 节 的 公式 求解 。 

考虑 优化 问题 ， 

minimize 5 Qe -c'a+d 

subject to Az =b 

目标 函数 为 一 般 形 式 的 二 次 型 函数 ,约束 为 线性 方程 ,Q@ =@@ >0,4ER" ,m <n, rank A= 

7%, 坟 是 常数 。 试 推导 出 该 问题 的 一 个 闭 式 解 。 

CAL —* n x n Sete, M SER" WES, m <n, {b,, +, b,| CR"AM HH, B 

kin xm SE, iA b,. Ly =B'LBE—*} mxm eh, (PALE M LEY Ee EEN) 

SAIS L,, SAK IEE IEE). 

TERS: FDA SRT RR ESE es T_E RB BCE TP A SE EE EE 

序列 1zxl ,or e 下 由 如 下 的 递归 公式 产生 : 

ZKk+1 = ary + buy, kBO (a,b ER, a,b #0) 

FOB uy, Uy, Up, KE“ PEA FP, RR oe, AO GR, EPRI ATER RT EAE, 

as BPR SSA uy Alu, , Bia, = 0 BPR ABER (up + uf) /2 Bev). iA uy Alu 。 

a. Pe uy Mu, 表达 式 , 用 w，b 和 知 表 示 ; 

b， 利用 二 阶 充分 条 件 证 明 问 题 &a 中 的 点 &” = [好 ,了 ] ”是 一 个 严格 局 部 极 小 点 。 

考虑 离散 时 间 线 性 系统 zk = 2zk 4 + 他 ,无 志 1， 初始 值 为 mm = 1 。 请 确定 控制 输入 wa 和 wo 的 值 , 极 

小 化 

22 十 5 + 343 

考虑 离散 时 间 线 性 系统 zi = 0, +2u,,0<k <2, WRN a, = 3 。 使 用 拉 格 朗 日 定理 求 得 最 优 的 

PERF IU fu, Uy, Uy) , 使 得 系统 从 初始 状态 mm 转移 到 ww。 = 9, 同时 极 小 化 
1 2 

7th 
k=0



BAM 含 不 等 式 约 束 的 优化 问题 

21.1 卡 罗 需 - 库 恩 - 塔 克 ( Karush-Kuhn-Tucker) 条 件 

第 20 章 讨 论 了 只 包含 等 式 约 束 的 约束 优化 问题 , 本 章 将 讨论 同时 包含 不 等 式 约束 的 优化 问题 ， 此 类 问题 

的 处 理 方法 与 第 20 章 中 的 方法 类 似 。 接 下 来 将 会 看 到 , 含 不 等 式 约束 的 优化 问题 也 可 以 利用 拉 格 朗 日 乘 子 

法 进行 求解 。 

考虑 一 般 形式 的 优化 问题 : 

minimize f(a) 

subject to A(x) =0 

g(z) <0 

Hp, f:R"R, h;R">R”", m<n, g:R">R’, FR —AA, SAW PE: 

定义 21.1 AF-AKFANHR G(x) <0, WREAK Hg (x*) =0, 那么 称 该 不 等 

AMRA RMA MAR, WREAK G(x) <0, MAAR x’ ORR 
用 约束 。 a 

按 惯例 , 把 等 式 约 束 刀 (xz) =0 当 作 总 是 起 作用 的 约束 。 

定义 21.2 Bx BE A(x') =0, g(x) <0, RI( x) AREAKREAHRY FE 

AES 

I(x") = {7 : g;(@") = 0} 
如 果 向 量 

Vhi(w"), Vgj(@*), 1<icm, j € J(z"*) 

AARRAKM, Wie” Z—-PEM A, a 

下 面 证 明 某 个 点 是 局 部 极 小 点 所 应 该 满足 的 一 阶 必要 条 件 , 此 必要 条 件 也 称 为 卡 罗 需 

- 库 恩 - 塔 克 ( Karush-Kuhn-Tucker) 条 件 ( 译 者 注 : 接 下 来 统一 简称 为 KKT 条 件 ) 。 在 其 他 

文献 中 , 也 常 称 为 库 恩 - 塔 克 条 件 。 

JE32 21.1 KKT KH, Kf, h,geC, hx ZMMh(x) =0, g(x) <OM—HR EM 

点 和 局 部 极 小 点 ， 那么 必然 存在 久 "E 有 "和 AM eR’, RHA FRE RA: 

1.» 20; 

2. Df(x*) +A*'Dh(x*) +4°' Dg(x*) =0'; 

3. w"' g(x") =0, 口 

在 定理 21.1 中 , A "为 拉 格 朗 日 乘 子 向 量 , A ”为 KKT 乘 子 向 量 , 4 和 "的 元 素 分 别 

称 为 拉 格 朗 日 乘 子 和 KKT 乘 子 。
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在 证 明 此 定理 之 前 , 先 讨论 其 含义 。 通 过 观察 定理 中 的 3 SAE, A; S01 + 

条 件 ) 和 (xz 9) <0, 因此 ,条件 
p*' g(a") = wig (@*) +--+ upgp(@") = 0 

意味 着 , 如 果 g(z”) <0, 那么 W =0。 也 就 是 说 , 对 于 所 有 的 了 2e JCY ) ,上 =0 恒 成 立 ， 

即 不 起 作用 约束 对 应 的 KKT 乘 子 必 等 于 0; 其 他 JRT 乘 子 上 ,ievJ(z7) 是 非 负 的 , 它们 

可 以 等 于 0 也 可 以 不 等 于 0。 

例 21.1 图 21.1 给 出 了 KKT 定理 的 几何 解释 。 本 例 中 的 问题 是 二 维 的 情况 ,只 包含 

RRR G,(¥) <0, 7=1,2,8, BE, APHA KX Z-AM)DR, BEAR Qs (x) <0 

Xt g,(x*) <0 ZKAEAAR, Ast, ws =0。 由 KRKT 定理 可 得 : 

Vyje)+AYVogiz )+HVoga(z ) = 0 

或 

Vf(@") = —uiVgi(@") — 42 Vg2(2") 

其 中 , KW >0, NA; >0。 对 该 例子 来 说 ,利用 图 解法 可 以 很 容易 地 解释 KEKT 条 件 , 从 图 中 可 

以 清楚 地 看 出 ，VF(x 7 必须 是 向 量 -Vgi(Y 和 -Vgs(X 的 线性 组 合 ， 且 系数 必须 是 正 

数 。 同 样 的 , 从 上 面 式 子 中 也 能 得 到 相同 的 结论 (其 中 内 :和 从 ;是 KKT 乘 子 ) 。 

  

93=0 

图 21.1 KRKT 定理 的 解释 | 

KRKT 条 件 是 极 小 点 的 必要 条 件 , 因此 , 应 按照 必要 条 件 的 使 用 方式 利用 KKT 条 件 求 

解 极 小 点 。 有 具体 而 言 ， 就 是 搜索 满足 KKT 条 件 的 点 , 并 把 这 些 点 作为 极 小 点 的 候选 对 象 。 

总 结 起 来 , KKT 条 件 由 以 下 5 部 分 组 成 (包括 3 个 等 式 和 2 个 不 等 式 ) : 

1. pw" 20; 

2. Df(x*) +A*' Dh(x*) +" Dg(x*) =0'; 

3. mw’ g(x") =0; 
4. h(x*) =0; 

5. g(x") <0,
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下 面 给 出 KET 定理 的 证 明 。 

KKT 定理 的 证 明 ; 设 Yx "是 了 小 在 集合 |Y: 天 (YX) =0,g(zZ) 生 0i 上 的 一 个 正则 的 局 部 极 

i, BA, x MAS ERS [x h(x) =0, 9,(x) =0, feI(x')| LMF ED 4 BR 
小 点 (证 明 过 程 留 作 习题 21. 16) 。 注 意 该 集合 中 的 约 东 条件 都 是 等 式 ， 因 此 ， 由 拉 格 朗 日 

LB io, BAEZ A eR” p' eR’, 使 得 

Df (a@*) +A*' Dh(a*) + p*' Dg(a*) = 0° 

HP, TES ¢ T(x), wf =0 BRS, ATARER, RELWKAATHAJe 

I(x"), pj 20 BRE RRA, STHAZ=1, --, p, uw; SOBRE, We SOR 

3), FRA RERMTEW, RRARJeI(x Ru <0. RST (x) PMAZL 

ELAR AAR BI RAREARP) LAK RM HPAES, 

S = {a : h(x) =0, 9:(a) = 0,1 € I(x"), i ¢ j} 

T(a*) = {y: Dh(x")y = 0, Dgi(a")y = 0,% € J(w"),i 4 J} 

AUP RERE: Ox OEM ET, Ae ye T(x’), #FA 
Dg;(x")y #0 

AT EABEOR SE, RMA ye T(x") AVG,(x') "y =Do,(x)y-0 KL, RE 

KBVG (x) e T(x’), W512 20.1 TH, ERNRERF 

Vg; (#") € span[Vhg(x"*),k = 1,:--,m, Vgi(w"),i € J(a*),i F J] 

但 这 与 % 是 正则 点 的 事实 矛盾 ,从 而 证 明 上 述 论 断 是 成 立 的 。 不 失 一 般 性 ,假设 存在 中 

484% Dg,(x")y <0. 

给 出 拉 格 朗 日 条 件 : 

Df(a@*) +A*' Dh(@*) + u5Dg;(@") + D> uf Dgi(w*) = 07 
ifj 

BLAGKAEYy, FRB ye T(x’), TF 

Df(x")y = —pjDg;(@")y 

因为 Dgi(x)8 <0,， 结合 之 前 的 假设 内 <0, 有 

Df(a*)y <0 

AAye T(x"), REL 20.1, TES ERAN—-F7RMBR (x(t): te (a, b)|, F# 

t'e (a, b), #&4¢ x(t") =x" Fe X(t) =y, HON, AR 

S felt") = Dile"y <0 
上 式 意味 着 存在 5>0, RMT te (t*, t° +6), 7 

f(x(t)) < f@(t*)) = f(2*) 

另 一 方面 ， 

£ gs(@(t")) = Dgj(@*)y <0
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BATH 6 >0 HA te (t,t +e], Ag, (x(t)) <0, As, FHA te (t,t + 

min{6, e| ], A g;(x(t)) <0 4 f(x(t)) <f(x) RZ, BAAX(t), te(t', t' +min 

{S,e[]JAFSA, EMARx AALDARBREMTHE, BRHX’ LAB) AH 

假设 矛盾 , 证 明 完 成 。 a 

$121.2 已 知 如 图 21.2 所 示 的 电路 ， 试 列 出 如 下 问题 的 KKT 条 件 并 求解 ， 

a. RAE BM RDO Hh, RA MBG BERK, 
b. RAE BM REO Hh, 使 得 传输 到 10 QQ 电阻 上 的 电能 最 大 。 

  

  

      

  

解 : R 
20 = Ww 

a. 电阻 如 消耗 的 电能 为 也 = 衬 尽 ,其 中 , = 。 
10+R° sh 

该 优化 问题 可 以 表示 为 村 sa 

minimize — _4008 
(10+ Ry? 

subject to —R<0 图 21.2 例 21.2 中 的 电路 

目标 函数 的 导数 为 

400(10+ R)?- 800R(10+R) —_ 400(10 ~ R) 
加 (10 + R)4 ~ (10+ R)3 

因此 ，KRKT 条 件 为 
400(10 一 已 

DT+TRa 4 
uzod 

pR=0 

-R <0 

分 两 种 情况 求解 这 一 KKT 条 件 。 第 一 种 情况 : 假设 人 > 0 , MAR=0, RSH R—H 
条 件 了 矛盾。 第 二 种 情况 : 假设 凡 = 0 ,由 第 一 个 条 件 得 忆 =10。 因 此 ,KKT 条 件 的 
*# —A2 4 R=10,u =0, 

b. 10 0 BMH BAA p=710, HP, 1 =20/(10+R), RELAMTRAEA 
ae 4000 

minimize 一 (0+ R)2 

subject to -—R<0 

目标 函数 的 导数 为 

8000 
(10 十 瓦 )3 

因此 ，KKT 条 件 为 

8000 
Go+Ap *=° 

ped 

pR=0 

-R<0
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同样 分 两 种 情况 求解 这 个 问题 。 第 一 种 情况 : 假设 由 > 0 ,那么 民 =0, 是 可 行 解 。 

第 二 种 情况 : 假设 由 = 0 , 但 是 与 第 一 个 条 件 矛盾 。 因 此 ，KRKT 条 件 的 唯一 解 为 

R=0,p=8, a 

如 果 是 极 大 化 目标 函数 的 情况 , 即 优化 问题 具有 以 下 形式 : 
maximize f(a) 

subject to A(a) =O 

g(x) <0 

则 KRT 条 件 可 以 写 为 

1. wp’ 20; 

2. -Df(x*) +A*' Dh( x") +°"Dg(x*) =0'; 

3. we’ g(x") =0; 
4. h(x") =0; 

5. g(x") <0, 

将 目标 函数 乘 以 -1, 可 将 极 大 化 问题 转化 为 极 小 化 问题 。 由 此 就 可 得 到 极 大 化 问题 的 
KKT 条 件 。 这 一 KEKT 条 件 可 进一步 写成 

1. wp” <0; 

2. Df(x*) +A*'Dh(x*) +4"" Dg(x*) =0'; 

3. we" g(x") =0; 
4. h(x") =0; 

5. g(x") <0, 

3X —FB SRA) KKT A, LAT —S KKT AYE PA wo” AA BORE S BTA 

LA -1 得 到 的 。 
对 于 不 等 式 约束 中 存在 g(x) >0 的 情况 , 同样 可 以 写 出 KKT 条 件 。 具 体 而 言 , 考虑 

如 下 优化 问题 ， 

minimize f(a) 

subject to A(a#) =0 

g(@) >0 

把 不 等 式 约 束 函 数 乘 以 -1, 得 到 -g(z) 和 0。 因 此 , 这 一 情况 下 的 KKT 条 件 为 

1. wp" 20; 

2. Df(x*) +A" Dh(x*) -"’ Dg(x*) =0'; 

3. wg (x*) =0; 
4. h(x") =0; 

5. g(x") <0, 

FAUT A GRE, CAR a FES, BIAS 
1. pw" <0; 

2. Df(x") +A‘ Dh(x*) +"' Dg(x*) =0"; 

“
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3. mw’ g(x") =0; 
4. h(x’) =0; 

5. g(x‘) 20, 

优化 问题 

maximize f(a) 

sabject to h(a) =0 

g(z) >0 

的 KKT 条 件 与 定理 21.1 相 比 , 除了 问题 本 身 的 不 等 式 约束 符号 相反 之 外 , 其 他 部 分 都 
相同 。 

例 21.3 21.3 pe Ax, FX x, 2 TIA, FP g(x,) 20 f 9(x,) 20, Ai X KKT 
条 件 。 

Bx, LBA, 该 点 的 KKT 条 件 (对 应 的 KKT 冬 子 为 凡 ) 为 

1. p, 20; 

2. Vf(x,) +4,Vg(x,) =0; 

3. £,9( xX, ) =0; 

4. g(x,) 20. 

Ax, 2 SOM, HAH KKT A(t) KKT RE Hw, ) A 
1. p, <0; 

2. Vf(x,) +u,Vg(x,) =0; 

3. H,g(xX,) =0; 

4. g(x,) 20, 

  

Cl<Co<C3<C4 

图 21.3 满足 KRKT 条 件 的 点 (*, 是 极 大 点 ,xs 是 极 小 点 ) w 

例 21.4 考虑 优化 问题 ; 

minimize f(2,,72) 

subject to 21,22 20 

其 中 ，
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f(21, 22) = 22 + 22 + 2422 — 321 

该 问题 的 KRKT 条 件 为 

1. 天 =[LA] <0; 
2. Df(x) + =0 

3. pix =0; 

4. x20, 

目标 函数 的 一 阶 导 数 为 

万 je) = [27l + 22 — 3, x) + 229] 

代入 KRKT 条 件 中 的 第 2 个 条 件 ， 可 得 

22, +Zeat+m =3 

21+ 2x2 + po =0 

HI1Z1 十 Ha2Z2 = 9 

由 此 可 得 ,KRKT 条 件 包 括 3 个 方程 和 4 个 变量 , 并 且 每 个 变量 都 有 非 负 约束 。 为 了 找到 一 
AR", ge), WABI 

可 得 
-_3 ,_ 3 

必 1 一 9， Bo = 9 

这 一 组 解 同时 满足 KKT 条 件 和 可 行 条 件 。 同 样 的 ， 可 以 尝试 

得 到 

明显 与 Ar 的 非 负 约束 条 件 了 矛盾 。 
由 于 KKT 条 件 只 是 极 小 点 的 必要 条 件 ， 因 此 上 述 满 足 KXKT 条 件 的 可 行 点 只 是 极 小 点 

的 候选 对 象 ， 不 能 保证 该 点 就 是 极 小 点 。 下 一 节 将 给 出 某 个 点 是 极 小 点 的 充分 条 件 。 ” 国 

将 例 21.4 中 的 优化 问题 推广 为 一 般 意义 上 的 问题 ; 
minimize f(a) 

subject to 220 

该 问题 的 KKT 条 件 为 

Hp<0 - 
Vjz)+H=0 

p'a2=0 

z>0 

SM ASR IE wo TASH 49 

Vf(w) 20 

a'Vf(a) =0 

220
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图 21.4 描述 了 本 中 可 能 满足 这 些 条 件 的 部 分 可 行 点 。 

如 果 想 了 解 关 于 KKT 条 件 的 更 多 知识 , 建议 参阅 参考 文献 [90] 的 第 7 章 。 

X2 X2 

  

    

= f=c. 
FHC 。 f=c, 

fc, 

Ci<cz 六 Yi Ci<C> 

Vi(x")=0 

x, 
QT xy ' 

X2 
f(x")=0 

三 cz CIKCo<Ca 

fre, 

V f(x’) 

V f(x") 
CI<C2 x \ \ x 

| | \ Fac, f=c, f=c, 

x x; 

  

图 21.4 TROPA IEB HEAR RE FC KKT AAU 

21.2 二 阶 条 件 

与 只 包含 等 式 约 束 的 极 值 问题 一 样 , 对 于 包含 不 等 式 约束 的 极 值 问 题 ， 同 样 可 以 给 出 

二 阶 充分 必要 条 件 。 为 此 , 定义 如 下 矩阵 ， 

L(x, X, 4) = F(x) + |AH(z)] + [uG(x)] 

AP, F(x) STEM x MRM, [AN(x) | SSH, 表示 

[AH (a)| = A1.Ay(@) + +--+ Amn (x) 

ZED, [mG (x) ] 表 示 

[MG(x)] = 1Gi(w) +--+ + upGp(x) 

FP, G,(x) dé 9, fe x RE 
a 8329 
at (2) Bea, (@) 

G(x) = : : 
ag 829 
天 所 (x) ut a 人 (x) 

    

在 接 下 来 的 定理 中 , 用 

T(z)={eR":Dhc)y =0 Doilz)y=07JTecvz)} 

代表 由 起 作用 约束 所 定义 曲面 的 切线 空间 。 

定理 21.2 二 阶 必要 条 件 。 设 Y 是 如 下 问题 的 极 小 点 minimizer fx) ，subject to
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h(x) =0, g(x) <0, #¥, f:R"-R”, h:R°—-R" (msn), g:R"R’, Hf, hk, geCc’. 

BG REN A, RMABKA CR fp’ eR’, 使 得 

1. pw’ 20, Df(x*) +A“ Dh(x") +p0°' Dg(x") =0'—», x" g(x") =0; 

2. FHA ye T(x’), RAY L(x’, A‘, pw )ys0 成 立 。 口 

证 明 : 第 1 个 结论 就 是 KKT 定理 的 结果 。 下 面 证 明 第 2 个 结论 , 因为 % “是 |x: 瑚 (x) =0， 

8(X) 近 0 上 的 局 部 极 小 点 ， 所 以 它 也 是 jw:7(Y) =0,9(x) =0,JeJ(xz) 上 的 局 部 极 

小 点 ; 也 就 是 说 ， 当 把 起 作用 约束 当 作 等 式 约 束 时 ， 点 W "是 局 部 极 小 点 (证 明 过 程 留 作 习 

题 21.16)。 因 此 , 仅 含 等 式 约 束 ( 见 定理 20.4) 的 极 值 问 题 的 二 阶 必 要 条 件 在 此 处 是 成 立 

的 ,由 此 即 可 完成 第 2 个 结论 的 证 明 。 a 

下 面 给 出 不 等 式 约 束 极 值 问题 的 二 阶 充分 条 件 。 该 条 件 中 需要 使 用 如 下 集合 : 

T(x", uw") = (7:Dhz) = 0,Doi(z)y = 0ievyz Ap)} 

其 中 ,yz pn) =1i9g(Y) =0, 2 >0|1。 注 意 了 (xz wD BI) MFR, 即 

T(x", pe’) CI (x) RI. BRB, T(x) ET (x, Am) 的 子 集 , 即 T(z CT AD)。 

定理 21.3 二 阶 充 分 条 件 。 假 定 户 g ,下 <sC ,Ye 了 "是 一 个 可 行 点 ， 存 在 向 量 

Ac R"fep eR’, £4 

1. pw’ 20, Df(x*) +A" Dh( x") +." Dg(x*) =0' 7," g(x") =0; 

2. ttm ye T(x", me’), yXxO, HAY L(x’, A‘, py >0, 

MA, x 是 优化 问题 如 (YY) =0, 98(x) 到 0 的 严格 局 部 极 小 点 。 口 

证 明 : 关 于 该 定理 的 证 明 ,， 可 参阅 参考 文献 [88 ] 的 第 345 KR, [| 

对 于 严格 局 部 极 大 点 , 存在 一 个 与 定理 21. 8 类 似 的 结论 。 区 别 在 于 KKT RF p'<0 

Al L(x", A*) te T(x", pw’) ERE. 

例 21.5 考虑 优化 问题 : 
minimize 2122 

subject to 21 +2222 

Z2 之 了 1 

a. 写 出 该 问题 的 KKT 条 件 。 “ 

b. 求 出 满足 KKT 条 件 的 所 有 点 (和 了 KKT 冬 子 )， 并 分 别 判 断 各 点 是 否 为 正则 点 。 

c. 在 问题 b 求 出 的 点 中 , 找 出 同时 满足 二 阶 必 要 条 件 的 点 。 

d. 在 问题 c 求 出 的 点 中 , 找 出 同时 满足 二 阶 充分 条 件 的 点 。 

e. 在 问题 求 出 的 点 中 , 找 出 局 部 极 小 点 。 

fF : 

a. 72 f(X) =2,%,, 9,(x) =2 -—%, —%,, g.(¥) =2,-2,, THE KKT RHA
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%2— fy + fa = 0 

Z1 — 1 — 2 =0 

fi (2 — x1 — £2) + pa(r1 — r2) =0 

141, Ho 2 O 

2-21 ~-22 <0 

Zi —2#2 <0 

. Fo p, #0 Fp, $0, Atty KKT #442 ARM: af =x) =1, wy =1, uw, =0, 

xt Fi, A Dg,(x*) =[ -1, -1] 4 Dg,(x*) =[1,-1], Bot, x ZENA, 

.两 个 约束 条 件 在 "处 都 是 起 作用 约束 ， 由 Y “是 正则 点 可 得 了 (YY) =10} ， 意 味 着 

x 满足 二 阶 必 要 条 件 。 

. 有 

0 1 co- 
wo, AT (x, ) =ly:[ -1, -l]y=0} ={y:y%,=-y%}. Ry=[1, -1]' 

e T(x",p'), Ny L(x’, me" )y = -2<0, RA x KEABLAM ADE, 

. 事实 上 ， 点 "不 是 局 部 极 小 点 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 可 绘制 目标 函数 的 约束 集 和 水 

平 集 , 发 现 按照 可 行 方向 [1, 1] 7 移动 , 目标 函数 值 是 增加 的 ; 但 是 按照 可 行 方向 
[ -1, 1] 移动 ,目标 函数 值 是 减 小 的 。 

在 第 20 章 中 采用 图 解法 求解 了 例 20. 1 中 的 优化 问题 ,下面 采用 解析 方法 求解 。 

例 21.6 求解 Fxz) =(2; -1) 2 + -2， 其 约束 条 件 为 

h(w) =z2-2,-1=0 

g(@) = 2, +22-2<0 

FAA x eR’, A 

Dh(w) = [-1,1], Dg(x) = [1,1] 

显然 , Vip(X) 和 Vg(Y) 是 线性 无 关 的 ， 所 以 所 有 的 可 行 点 都 是 正则 点 。 首 先 写 出 KKT 条 

件 ; 然后 求 出 目标 函数 的 导数 DHf(x) =[2xi -2,，1]， 再 给 出 KKT 条 件 为 : 

Df (#) + ADh(#) + wDg(a) = (22, -2-A+y,1+A+y] =0" 

p(x, + 2 — 2) =0 
peo 

fq—2,-1=0 

2j+22-2<0 

为 了 求 出 满足 上 述 条 件 的 所 有 点 ， 可 假定 几 >0, 此 时 有 2 +za -2 =0。 因 此 ， 需 要 求 
解 如 下 包含 4 个 方程 的 方程 组 ， 

221 一 2 一 入 十 4 一 0 

1+A+p=0 

Z2 一 21 一 上 一 0 

Z1 十 22 一 2 一 0
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求解 该 问题 ,得 

1 3 
71 = 5) ta = 5) A=-1, p=0 

因为 几 =0, 与 之 前 的 假设 人 >0 了 矛盾 , 因此 , 这 一 组 解 不 能 满足 KRKT 条 件 。 

接 下 来 ,假设 凡 =0, 此 时 ， 需 要 求解 如 下 方程 组 : 
2zl 一 2 一 入 = 一 0 

1+A=0 

Z2 一 2Z1 一 1 一 0 

同时 还 必须 满足 

9(21, 22) 一 ZI 十 zz 一 2 过 0 

求解 上 述 问题 ， 可 得 

m= m= 5, 入 一 一 1 

Hex =([1/2, 3/2] BLAREG g(x’) <0, Att, Rx HL KKT SH, 是 极 小 点 的 

候选 对 象 。 

PLA WE x* =(1/2,8/2]", A= -1, "=0 是 否 满足 二 阶 充分 条 件 。 为 此 ,构造 如 

FE: 

L(a*,A*,p") = F(a*) + A“ A(z") + pw" G(a") 

2 0 0 0 0 0 

eol 
_ 12 0 
~ 10 0 

T(a@*,u*) = {y: Dh(x*)y = 0} 

注意 ， 因 为 凡 *=0, 起 作用 约束 g(z 7” =0 没 有 参与 到 页 (xz 人) 的 计算 ; 同时 注意 ,在 此 

HUF, T(x’) =101。 易 知 有 

T(x", pu") = {y: [一 1， ly = 0} = {{a,a]" rae R} 

FU L(x’, Am ET (x', wp) EM ELH, BAR 

确定 子 空间 ; 

y' L(2*,d*,u")y = [a, a] | | 四 一 202 
a 

Prva, L(x’, A*, mw) P(x’, pw) ERR, ERE, L(x’, Aw) RER PLE, 
PHA x’ = (1/2, 3/2] BROMADRH, Att, x "是 一 个 严格 的 局 部 极 小 点 。 ” 国 

习题 

21.1 考虑 优化 问题 : 

minimize x? + 422 

subject to 2? +222 >4
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21.2 

21.3 

21.4 

21.5 

21.8 

21.9 

a. 求 出 满足 KET 条 件 的 所 有 点 ; 

b， 利用 二 阶 充 分 条 件 , 判断 问题 a 所 求 结果 是 不 是 极 小 点 。 

求 出 下 列 问 题 的 局 部 极 值 点 : 
1 1 

a. 2; +25 —2a, -10x, +26 subject to zu -o <0, 5a, +5 te <5; 

b. a; +24 subject to x, 20, x, 20, x, +4, 25; 

c. a +6a,%, —4%, —2x, subject to 27 +22, <1, 2x, -22, <1, 

FR af tah KB A, FLADR ARIE a +202, +95 =1, vf -2, <0, 

写 出 习题 15. 8 中 优化 问题 的 KKT 条 件 。 

考虑 优化 问题 : 
minimize zo 一 (zl 一 2)3 十 3 

subject to z2 21 

其 中 , 和 和 好 是 实数 变量 。 回 答 下 列 问题 , 并 给 出 详细 的 理由 。 

a. 写 出 问题 的 KKT 条 件 , 并 求 出 满足 条 件 的 所 有 点 ， 然 后 检查 每 个 点 是 否 是 正则 点 ; 

b. 判断 问题 a 中 求 出 的 点 是 否 满足 二 阶 必要 条 件 ; 

c. 判断 问题 b 中 求 出 的 点 是 否 满足 二 阶 充分 条 件 。 

考虑 优化 问题 : 
minimize x2 

subject to 22 = —(4, —1)? +3 

a. 求 出 满足 KKT 条 件 的 所 有 点 ; 

b， 对 于 问题 a POR HH AUBERT"), NOx) AT (x); 

c. 在 问题 a 求 出 的 点 中 找 出 所 有 能 够 满足 二 阶 必要 条 件 的 点 。 

某 优化 问题 的 目标 函数 为 (2 -2)- + (zs -1)7( 可 能 是 极 大 化 , 也 可 能 是 极 小 化 ) , 约束 条 件 为 

zg -x?>0 

2-2, — 2220 

x, 20 

点 Y "=0 满足 KEKT 条件。 

a. x 是否 满足 极 值 点 的 一 阶 必 要 条 件 ? 求 出 KEKT 乘 子 ; 

b. zx "是 否 满足 极 值 点 的 二 阶 必要 条 件 ? 给 出 详细 的 判断 过 程 。 

考虑 优化 问题 ; 

minimize f(x) 

subject to #EQ 

FH, f(x) =myay, x =[2,, 2,]', A=|xeR’ yx, =a,, x, 20), 

a. 求 出 所 有 满足 KKT 条 件 的 点 ; 

b， 问题 a 中 求 出 的 每 个 点 是 否 满足 二 阶 必要 条 件 ? 

c， 问题 a 中 求 出 的 每 个 点 是 否 满足 二 阶 充 分 条 件 ? 

考虑 优化 问题 : 

minimize all4z — bil? 

subject to 2Z1 十 .… 十 Zn 一 1 

Znr SO 

a， 写 出 上 述 问题 的 KKT 条 件 ; 

b. 如 果 可 行 点 Y * 是 该 问题 的 正则 点 , 试 对 x * 的 性 质 进行 详细 说 明 。 该 问题 的 可 行 点 中 是 否 存在 非 

正则 点 ? 如 果 存 在 , 则 求解 之 ; 如 果 不 存在 , 给 出 理由 。



21. 12 

21. 14 

21. 15 

21.16 
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给 定 9:R?* 一 及 和 xoe 展 "， 其 中 , 9g(xo) >0。 考 虑 如 下 问题 ; 

minimize lle 一 zol 

subject to g(z) <0 

假设 * " 是 该 问题 的 一 个 最 优 解 , 上 且 g e C 。 试 利用 KKT 定理 分 别 判断 下 列 等 式 或 不 等 式 是 否 成 立 : 

i. g(x") <0 

ii. g(x‘) =0 

iii, (x" -x,)'Vg(x') <0 

iv. (x* -x,)' Vg(x*) =0 

v. (x° —x,) 'Vg(x") >0 

有 一 个 正方 形 的 房间 , 其 4 个 角 分 别 坐 落 在 [0, 0] , [0, 2] ，[2, 0] 和 [2, 2] " (只 考虑 平面 的 情 

况 , 即 在 二 维 空间 本 中 开展 讨论 ) 。 

a. 猜测 一 下 该 房间 中 距离 点 [3, 4] " 最近 的 点 是 娜 一 个 ? 

b. 试用 二 阶 充分 条 件 证 明 找 出 的 点 是 一 个 严格 的 局 部 极 小 点 。 

iia; 求 距 离 的 最 小 值 相当 于 求 距离 平方 的 最 小 值 。 

考虑 二 次 规划 问题 : 

minimize jiz7qz 

subject to Ag<b 

tH, Q@=Q' >0, AcR™*", b20, MRNA AWE KKT AHA, 

考虑 线性 规划 问题 : 

minimize az, + bre 

subject to cr, +drg =e 

21,22 20 

其 中 , a, b, c, d, ee 奴 都 是 非 零 常数 。 已 知 * "是 该 问题 的 一 个 最 优 的 基本 可 行 解 。 

& 写 出 * "处 的 KKT 条 件 (详细 说 明 拉 格 朗 日 乘 子 和 KKT 乘 子 的 个 数 ) ; 

b. yx "是 否 是 正则 点 ? 给 出 理由 ; 

c. 求 出 该 问题 的 切线 空间 F(x 7) (由 起 作用 约束 定义 ) ; 

a. 如 果 所 有 非 基 变量 对 应 的 检验 数 都 严格 为 正 , 那么 "是否 满 足 二 阶 充分 条 件 ? 给 出 理由 。 

考虑 优化 问题 : 

minimize ceTz / 

subject to Az <0 

HP, AER", m<n, HA WK, BA KKT CHEW, MRLABAR, 那么 目标 函数 最 优 值 

为 0。 

考虑 线性 规划 问题 标准 型 ( 见 第 15 章 ) : 

a、 写 出 该 问题 的 KKT 条 件 ; 

b. 试 利用 问题 a 的 结果 ， 证 明 如 果 该 线性 规划 问题 存在 最 优 可 行 解 ， 那么 该 线性 规划 问题 的 对 偶 问 

题 存在 一 个 可 行 解 , 这 一 可 行 解 下 对 偶 问 题 的 目标 函数 值 与 原 问 题 的 最 优 值 相 等 (可 与 定理 17.1 

对 比 ) ; 

c. 试 利用 问题 a 和 b 中 的 结果 , 证 明 如 果 x "是 原 问 题 的 最 优 可 行 解 , 那么 对 偶 问 题 存 在 可 行 解 人 

使 得 (c 7” -A 4)x "=0 成 立 (可 与 定理 17.3 对 比 ) 。 

35 BLS RE S = |x h(x) =0, g(x) <0}, 设 xsS 是 Jr 在 S 上 的 正则 局 部 极 小 点 , I(x’) BRE 

用 不 等 式 约束 的 下 标 集 , 试 证 明 * " 也 是 在 集合 S' = 1z:jm(xy) =0, gji(z) =0,7evy(z) 上 的 正则 

局 部 极 小 点 。
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21.17 

21. 20 

21.22 

21.23 

利用 二 阶 充 分 条 件 求 解 优 化 问题 : 

minimize x + 2x3 

subject to x —22-4<0 

T2 一 ZI 一 2 入 0 

可 参考 图 22. 1 中 这 示 的 利用 图 解法 求解 这 一 问题 的 过 程 。 

利用 二 阶 充分 条 件 求解 优化 问题 : 

minimize zi + 03 

subject to 2, 23-420 

z,;-10<0 

可 参考 图 22.2 中 演示 的 利用 图 解法 求解 这 一 问题 的 过 程 。 

考虑 优化 问题 : 

minimize z? +23 

subject to 4—2,-—23 <0 

322-241 < 0 

— 3272-2, <0 

图 22. 3 中 利用 图 解法 求解 了 这 一 问题 。 从 图 中 可 推断 出 该 问题 有 两 个 严格 的 局 部 极 小 点 ,试验 证 这 

两 个 点 是 否 满 足 二 阶 充分 条 件 。 

考虑 优化 问题 : 

minimize 32, 

subject to 2, -+ x3 >2 

该 问题 仅 含 有 一 个 不 等 式 约 束 。 
a. 判断 点 Y "=[2,0] 是 否 满足 KKT( 一 阶 必要 ) 条 件 ? 

b. 判断 点 "= [2, 0] 是否 满足 二 阶 必要 条 件 ( 含 不 等 式 约束 的 情况 )? 

c. 判断 点 x "= [2, 0] 是 否 是 局 部 极 小 点 ? 

(可 与 习题 6. 15 进行 比较 , 在 习题 6. 15 中 , 优化 问题 的 约束 为 集合 约束 。) 

考虑 优化 问题 ， 

minimize az 

subject to a'a=b 

z20 

其 中 ,aeR",a>0 和 be 有 ,bb>0。 试 说 明 如 果 该 问题 存在 最 优 解 , 那么 最 优 解 是 唯一 的 , 并 用 w 和 

来 表示 最 优 解 。 

考虑 优化 问题 : 

minimize (zl 一 a)? 十 (Z2 一 站 ?2， 21,72 ER 

subject to 27 +23 <1 
Ha, beREREHR, AW a’ +b S1, 
a 设 x =[2 ,好 ] 是 该 问题 的 最 优 解 。 试 利用 无 约束 优化 问题 的 一 阶 必要 条 件 , 说 明 (zy 六 + 

(ag )? =1 RENE; 

b、 试 利用 KKT 定理 , WEAR x’ =[2,/, 2, ] 是 唯一 的 , HAA a =00, x =ad WER, HhaeR 

是 正常 数 ; 

c. RB b PH )o WAAR, Aa Ab Rm, 

73 ACTA 

minimize 2? + (x2 + 1)?, 21,22 ER 

subject to 22 > exp(21)
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21.24 

21.25 

[exp(a) =e"#iax o TBR), Rex*=[2/, 27] BRAN, 

a. ih x” WiKi ALAN KKT AF; 

b. UE] xf =exp(2y ); 

c. WEAR -2 <a, <0, 

考虑 优化 问题 ， 

minimize erz 二 8 

1 
subject to 本 <1 

Hf, ceR", 40, Rix" =ce BRAM —T+RR, Hoe R,e=[1,--,1]', A 

标 函 数值 为 4。 

a. 证 明 | xz "| 2 =2; 

b. 求 出 a 和 ec( 可 能 与 丸 有 关 ) 。 

考虑 如 下 的 等 式 约束 问题 ， 
minimize f(a) 

subject to k(x) =0 

可 以 把 上 述 问题 转化 为 等 价 的 优化 问题 ， 

minimize f(x) 

subject to sla)? <0 

试 写 出 上 述 等 价 问题 (包含 不 等 式 约束 ) 的 KKT 条 件 , 并 解释 为 什么 此 情况 下 KKT 定理 不 适用 。



第 22 章 凸 优化 问题 

22.1 引言 

总 体 而 言 ,前面 两 章 中 讨论 的 关于 非 线性 优化 问题 的 求解 还 是 存在 一 定 困难 的 。 这 种 
困难 可 能 源 自 于 目标 函数 , 也 可 能 源 自 于 约束 条 件 , 或 者 同时 来 自 于 两 者 。 很 多 时 候 , 即 
使 目标 函数 比较 简单 且 易 于 处 理 , 由 于 约束 条 件 的 存在 也 会 使 得 问题 变 得 很 难 求解 。 下 面 
通过 3 个 例子 来 说 明 这 一 点 。 

例 22.1 考虑 优化 问题 ， 

minimize «7 + x3 

subject to 22-2; —-2 <0 

x? —22-4<0 

R-PHASE A 221K, TAA, A BAREAREH TE RAAR 

条 件 下 的 极 小 点 都 是 一 样 的 。 在 极 小 点 处 ,所 有 的 约束 条 件 都 是 不 起 作用 约束 。 如 果 能 够 
提前 知道 这 个 事实 , 就 可 以 用 第 2 章 中 无 约束 优化 问题 的 求解 方法 来 求解 这 个 问题 。 

例 22.2 考虑 优化 问题 : 

minimize 2} + 23 

subject to z,-—10<0 

a1 —23-420 

这 一 问题 的 图 示 化 求解 方法 如 图 22.2 所 示 。 可 以 看 出 ,在 极 小 点 处 ， 只 有 一 个 约束 条 件 

起 作用 。 如 果 能 够 事先 知道 这 一 点 ， 那 么 就 可 以 将 其 视 为 等 式 约 束 问 题 ， 科 用 拉 格 朗 日 乘 

子 法 求解 。 

  
    

图 22.1 目标 函数 在 有 约束 条 件 和 无 约 图 22.2 只 有 一 个 约束 条 件 起 作用 的 情况 

束 条 件 下 极 小 值 相同 的 情况 =
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例 22.3 考虑 优化 问题 : 

minimize x? + x2 

subject to 4—z, —23 <0 

322 — 2, <0 

— 329 —21 <0 

这 一 问题 的 图 示 化 求解 方法 如 图 22.3 所 
示 。 可 以 看 出 , 在 这 一 问题 中 , 在 无 约束 
的 情况 下 ， 目 标 函 数 只 有 一 个 全 局 极 小 
值 ; 但 是 , 约束 条 件 的 存在 导致 目标 函数 

可 在 相同 的 两 个 局 部 极 小 值 ( 对 应 不 同 

  

图 22.3 约束 条 件 的 存在 导致 局 部 
的 极 小 点 ) 。 a 极 小 点 的 数量 增加 的 情况 

如 果 把 优化 问题 的 可 行 域 限定 为 凸 集 , 那么 上 面 3 个 例子 求解 过 程 中 遇 到 的 困难 都 可 以 被 

消除 。 砾 可 和 否认 的 是 , 某 些 实际 问题 并 不 能 够 满足 这 一 假设 。 尽 管 如 此 , 这 一 假设 条 件 下 的 优 

化 问题 求解 仍然 得 到 了 足够 的 关注 , 这 是 因为 此 类 优化 问题 能 够 给 出 全 局 最 优 解 4 下 一 节 将 引 
人 吓 函 数 的 概念 , 这 一 概念 在 此 类 问题 的 求解 过 程 发 挥 着 重要 作用 。 

22.2 ae 

首先 给 出 实 值 函数 图 像 的 定义 。 

定义 22.1 函数 产 0Q 一 及 ,OCR "的 图 像 为 集合 Q x 及 CR"… 中 的 点 集 : 

(Lia) 2°") 
函数 的 图 像 可 以 形象 地 描绘 成 .Kx ) 关 于 x 的 “图 形 " 上 的 点 集 , 如 图 22.4 所 示 。 下 

面 给 出 实 值 函数 上 图 (epigraph) 的 概念 。 

定义 22.2 BHR, OCRWLA, ZA epi(f/), ZRF OxKR PHYA: 

onic = { [5]: zen, per pasa) a 

函数 了 的 上 图 epi(.P 就 是 位 于 集合 Q x 了 中、 在 函数 .的 图 像 上 和 图 像 上 方 的 点 集 ， 

qn) 22.4 Aras, epi( NEHA RR’ HTH. f(x) 

第 一 部 分 中 已 经 讨论 过 关于 凸 集 的 概念 。 已 “Na “tie | | 

MMR OCR BOK, MA Vx,, x, € O, 

ae (0,1) , Har, +(l-a)x, 6 (W437), 

据 此 , 给 出 凸 函 数 的 定义 。 

定义 22.3 wRSKS;OCR, OCR'H 

上 图 是 西 集 , 那么 函数 是 集合 Q 上 的 西 函 数 。 x 
加 图 22.4 函数 三: 及 一 以 的 图 像 及 上 图 
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定理 22.1 wREKSOOR, OCRRKFSO LH LAK, PAO RGR, 口 

证 明 : 利用 反 证 法 证 明 。 假 设 OQ 不 是 凸 集 , 那么 集合 QQ 中 存在 两 点 世 和 了 1 ， 存 在 某 

个 ae(0,1) ,有 

z=ay, + (1—-a)y, 2 
令 

Br= AN)，022 = /2) 

a) 
位 于 的 图 像 上 , 因此 也 位 于 乒 的 上 图 。 > 

一 a V1 a 22 

w= Ame 14 

可 知 

© nove d-, ay + (1 — a) Bo 

%ezEO, AtLweepi(f), Lepi(PrLGE, fFAGBRK, a 

Be PRG Hh eA — ARE i BE, ADR AE ee AE 

定理 22.2 HTELAGEOCR LH BKS:0-OR, fZGSRHARSEHTHE 

x, yeQ HEE ae (0,1), BA 

f(om + (1—a)y) <af(z) + (1 — a) f(y) 口 

证 明 : 

充分 性 。 已 知 对 于 任意 w, BeQ 和 ae(0,1), 有 

f(aa + (1—a)y) < af(#) + (1 — a) f(y) 

令 [x aa] 和 [8 7b] Zepi(/) PHBA, a, bEeR, Bepi(PHeXrTH 

f(z)<a, fly)<b 

将 它们 代入 上 面 的 不 等 式 ， 可 得 
f(aw+(1—a)y) <aa+(l—a)b 

因为 Q 是 西 集 , MH ax+(l-a)ycOD, SFBRKLAWHEN, TH 

az 十 (一 a)2 

aa 十 (1 一 a)b 

这 表明 epi(.P) 是 一 个 凸 集 ， 因 此 是 凸 函 数 。 

必要 性 。 Ce f NOR SBR, Kx, yeO 和 

f(z)=a. fly)=6 

| € epi(f) 

因此 
9》
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化 vy : em 
由 于 是 凸 函数 ， 因 此 其 上 图 为 了 "全 中 的 一 个 西子 集 。 由 此 可 知 ， 对 于 任意 we(0, 1)， 

都 有 

a 1 +(1-a) 时 一 

这 意味 着 对 于 任意 ae(0, 1)， 都 有 
f(am@+(1—a)y) <aa+(l—a)b=af(x@) +(1-—a)f(y) 

证 明 完 毕 。 = 

图 22.5 给 出 了 定理 22.2 BULIR, AU, Be, RS. NOOR 是 

UEMEDHEO ELH ORM, 那么 对 于 任意 xyY,， VEe0Q, 在 空间 了 "中 连接 两 点 

[x ,xz)] 和 [8 ,Fa)] 之 间 线 段 上 的 所 有 点 , 都 位 于 函数 了 的 图 像 或 上 图 。 

根据 定理 22.2 可 以 直接 推出 , 任意 一 个 凸 函数 乘 以 一 个 非 负 因子 之 后 仍然 是 凸 函数 ， 

而 多 个 凸 函数 之 和 仍然 为 凸 函 数 , 这 可 归纳 为 定理 22.3。 

WW) + 

  

aa+(1l—a)b 

  

az 十 (1 一 a € epi(f) 

afix)+(1-a) AY) 9 

f(x) 4 

f(ax+(1—-a@)y) 5     

  

图 22.5 定理 22.2 的 几何 解释 

定理 22.3 BRRBKS, ff PLREDAK, BA, HT Val, SKAHXADH 

Ks f +fpweh BK, 口 

证 明 : kx, ycOFoae(0,1), FRR, Rf af, HT BRKS ZAK, Lado, 

故 有 

flaw + (1—a)y) = af(aw + (1 —a)y) 

< a(af (a) + (1—a)f(y)) 
= a(af(w)) + (1 - a)(af(y)) 
= af(x) + (1—a)f(y) 

LEAH BM f ADBK,
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Wf=fth, HT APRA BK, EAR 

fs(aw + (1 —a@)y) = filam + (1—a)y) + felax + (1 — a)y) 

< (afi (%) + (1—a@)fily)) + (afe(@) + (1 — &) fo(y)) 
= a(fi (a) + fo(a)) + (1 — a)(fily) + foly)) 
= af3(z) + (1 — a) fa(y) 

说 明 函数 万 是 凸 函数 。 _ 2 

fe FE 22.3 ZH, AEA PS, , A EMA MMe,, ---, c, , MBMefK+-- 

+e. f, BEAM, Se 22.3 HEA eA, BT ERA pa maxis, ---, f, | that 

凸 函 数 (证 明 过 程 留 作 习题 22.6) 。 

下 面 给 出 严格 凸 函 数 的 定义 。 

定义 22.4 HTELAGDGEOCR £4 AKf:0OR, PRAHA TFHEEX, ye, x¥y 

fo ae (0,1), ®A 

flax + (1—a)y) < af(@) + (1- a) fly) 

WN SKRFZOLH FERED ER, a 

FE SOA a, Pe ee, PERE [e's f(x) 和 [8 f(y) ) RE 

上 的 所 有 点 (不 包括 两 个 端点 ) , 都 严格 位 于 函数 了 的 图 像 上 方 。 

定义 22.5 SFELAGHEOCR LEH BRKSNOR, 当 -了 是 (严格 ) 西 函数 时 ， 

S (PH) BK, a 

对 于 严格 凹 函数 而 言 , 连接 其 图 像 上 任意 两 点 的 线段 (不 包括 两 个 端点 ) 总 是 严格 位 

于 函数 图 像 的 下 方 。 

证 明 一 个 函数 不 是 凸 函 数 , 仅 需要 找 出 两 个 点 x, 8 EQ 和 一 个 we(0, 1),， 使 得 定 

理 22.2 中 的 不 等 式 不 能 成 立即 可 。 

例 22.4 BR f(x) =2,x,, AP) HA f ARS O ={|x-2, 20, x, 20! LEGA SD BK? 

答案 是 否定 的 。 选 定 两 个 点 ， 分 别 为 =[1,2] <sQ 和 8=[2,1] egQ, 构造 新 点 

az 十 (1 一 a)y 王 

RA BRS, TE 

flaw +(1—a)y) = (2-a)(1+a)=2+a-a? 
而 

af(z)+(1—a)f(y) =2 

Ra=1/2e(0,1), KAEX, TH 

f (Set su) = 97> 5f@)+5f) 
READ SCKRAO LHD BK, a 

fii 22.4 SEBRFE—T RR, KF LR BRERA RRA, APB:
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WM 22.1 wREKSOO-R, OCR*ZAKH BH f(x) =x' Qx, Qe R"”’, 

Q=Q', MASAO LHD SEK, HARSHA KX, yeO, BA(x-y)'Q(x-y) 20 

成 立 。 口 

证 明 : 这 一 结论 可 直接 根据 定理 22.2 证 出 。 根 据 定理 22.2 可 知 ， 函 数 .fxz) =xYTQr 

AG BRM, HARA ac(0, 1) PER, yeR’, RA 

f(ax + (1—a)y) < af(@) +(1— a) f(y) 

或 

ajze)j+(1 一 oj — flex+ (1—a)y) 20 

4 f(x) =x Qx RAR EAP, TH 

ox! Qx + (1—a)y' Qy — (aw + (1— a)y)' Q(am + (1 - a)y) 

= oan'Qa+y' Qy-ay'Qy -o’a'Qz 

— (2a — 2a?)a™ Qy — (1 — 20+ 0”)y" Qy 
= a(1 —a)a' Qa — 2a(1 -— a)a' Qy+a(l1—a)y'Qy 

= a(1—a)(a—y)'Q(a-y) 

why ye, feb BH, BAY 

a(1 —a)(@- y)"Q(a—y) >0 

证 明 完 毕 。 = 

Gi 22.5 | 22.4 ? f(x) =7,2,2TU BK S(x) =x Qx HBX, HP 

1 10 1 

Q=5 1 

3019S LIK O = [xix SO}, MH = [(2,2]' €O,y =[1,3]' © 0,4 

vei 
计算 可 得 

(y — w)' Q(y — x) = 13 1 A —-1<0 

Ast, Wor 22.1 Te, fRAZLEO LHD, 
. 

BOR oy pra A] fk, WA oP PERE 

定理 22.4 KS OOR, feCLELEFERE VER LY TRBK, 那 么 是 0 上 
的 西 函数 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 X, BE0Q, 有 

f(y) = f(x) + Df(z)(y - a) 口 

HERA: 

LEA, Be f:0-REATKH THK, HEP W2Te, Tee y, xe Nk 
ae(0,1),4 

flay+ (1 -a)x) < af(y) + (1—-a)f(#)



352 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

整理 后 , 可 得 

f(w+a(y—2x))— f(@) <a(f(y) — f(z)) 

两 边 同 时 除 上 a,， 有 

jz+agy 一 下 )) — f(z) < f(y) — f(x) 

Ra—0 HAR, MAMNREBKSERYRGAY -xAAMAQTR( L627), TH 

Df(z)(y —2@) < f(y) — f(a) 

整理 可 得 
f(y) = f(z) + Df(z)(y 一 了 ) 

ADH, CGeOAGE, f:0-R TM, BATHE, ye, A 

f(y) = f(z) + Df(z)(y — 2) 

4u,veNfae(0,1), HT ORGK, TH 

w=aut+(l-ajwen 

根据 已 知 条 件 ， 可 得 

f(u) > f(w) + Df(w)(u—w) 
和 

f(v) > f(w) + Df(w)(v — w) 

在 第 工 个 和 第 2 个 不 等 式 的 两 端 分 别 乘 以 wa 和 (1 -a), 两 式 相 加 可 得 

af(u)+ (1-a)f(v) = f(w) + Df(w) (aut (1—a)v 一 他) 

将 
w=au+(l-—a)v 

代入 上 式 ， 可 得 
af(u) + (1-a)f(v) = f(au + (1 - a)v) 

Ak, eH 22.2 Fe febaK, 

定理 22.4 中 关于 9 是 开 集 的 假设 不 是 

必须 的 , 只 要 ,fs C 定 义 在 某 个 包含 0 的 开 

集 上 (比如 定义 在 了 "上 的 Je C) 即 可 。 

定理 22.4 的 几何 解释 如 图 22. 6 所 示 。 epiP) 
&x,e0, BML (x) =f(xX)) + D(x) 10 ----- ee Ee 

(x -2)) SE PRBS TERR x SEATED. FE ppp +--—>> 
理 22.4 表 明 ， 函 数 的 图 像 总 是 位 于 线性 近 

似 函 数 的 上 方 。 换 言 之 , 在 定义 域内 任意 一 

  

         1 1 1 1 + J, 
T tT 
x : we

 
p
-
-
-
-
 
-
-
-
 
-
g
 
-
-
 

muah, Mena fA EU Se FE 

epi(.P 的 下 方 。 ; 

根据 这 一 几何 解释 , 可 以 定义 不 可 微 函 Q 

数 的 广义 梯度 。 函 数 . 户 0 一 及 定义 在 开 凸 图 22.6 定理 22.4 的 几何 解释
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集 0CR"* 上 ， 如 果 对 于 所 有 2 EeQ, 都 有 

f(y) =f(z)+g"(y-2) 

则 称 向 量 g eR ARSENE xe e 0 处 的 次 梯度 。 与 标准 梯度 一 样 ， 如 果 9 是 次 梯 

EE, KMAXTFAEN x, « 1, MRL (x) =f(x,) +9" (x -x,) (FEA epi(M Fra. 

Xp Pe EY) — BY aT PRA, ATLA A Aa PB ee SF A Hh PR, 

定理 22.5 函数 万 O 一 了, es C2 定 义 在 开 凸 集 DCR"* 上 。 太 是 定义 在 D 上 的 西 函 
数 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 YegQ, 丰 在 点 守 MH SRE F(x) FER, 口 

证 明 ; 

充分 性 。 令 六 EQ， 由 于 矿 < C? ， 由 泰勒 定理 可 知 ,存在 we (0, 1) ,满足 

fly) = fle) + Dfl@)(y — 2) + 5(y 2)" Fle + aly —2))(y —2) 
Ot F(x +a(y -x)) ZF LEH, KA 

(y—a)' Flay + (1—a)x)(y—- x) 20 

因此 

fly) = f(w) + Df(x)(y 一 2) 

HG E224, THe f FG HK, 
必要 性 。 利 用 反 证 法 进行 证 明 。 假 设 存在 光 Eg@, 使 得 丽 () 不 是 半 正 定 的 。 即 存在 

de Rit d'F(x)d<0, CHOKRFK, FUAXAAA, PREP HRAETS, 

RAAREEK SHH x +sdeO, ty=xisd, PRANHTHHAx PA Yy RRELHEE— 

hz, Ad F(z)d<0, HRHZEB TS, Ae ac(0,1) , eH 

fly) = fw) + Dil@)(y—2) + 5(y— 2)" Fle + aly - 2))(y~ 2) 

= f(w) + Di@)(y— 2) + 5¢d" Fle + asd)d 
由 于 ae (0,1), Atthixvtoasd aTH#HAx Ry HRRE, KA 

d' F(x + asd)d <0 

Ht s¥0, THs'>0, HSER, TH 

iu) < f(@) + Di(@)(y—2) 
FRAG CO 22.4, Ter f hed BH, 面 

定理 22.5 可 以 扩展 到 定义 域 是 非 开 集 的 情况 ,只 需 把 条 件 修改 为 对 于 任意 Y, geQO， 

A(y -x)'F(x)(y -x) 20K Se C’ CE NHEAA O METAL, than, fecrxe dX 

ER"), WURKRAS EMU AIRE IE 

根据 四 函数 的 定义 可 知 ， 函 数 .六 0 一 民 , 太 s C: 在 凸 集 0 一 了 "上 是 目的， 当 且 仅 当 对 

FER xe, fH REE F(x) ERE. 

例 22.6 FIRTH DRRGEAD BK, MU RKRAMHMRMAA, 

1.f:ROR, f(x) = -82",
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2. f:R°OR, f(x) =4a% +322 +505 +6a,2, +4,2, -32, -22 +15, 

3. f:R°OR, f(x) =22,x, -% -22, 

解 : 

1. 利用 定理 22.5 进行 判断 。 首 先 计 算 函 数 的 黑 塞 徐 阵 ， 对 于 该 函数 ， 黑 塞 和 矩阵 就 是 

—M EM, HEE eeR, A(aPf/de’) (x) = -16 <0。 因 此 ,是 有限 上 的 四 

函数 。 

2. 函数 了 的 黑 塞 矩 阵 为 

  

8 6 1 

F(z)=|6 6 0 
1 0 10 

F(x) SM FEF AA 

Ai =8>0 

8 
ta = ae |e g|=12>0 

Aas = det F(a) = 114 >0 

SHEE x eR’, F(x) PAZECBEH, AL, fe PLY DAK, 

3. BH fy SEBEA 

2 2 
F(z) = 2 4 

MEER, F(x) ZERZAR, BH, ft ELOY BK, a 

22.3 Okthia 

本 节 将 讨论 目标 函数 是 凸 函数 、 约 束 集 是 凸 集 的 优化 问题 , 此 类 问题 称 为 凸 优化 问题 

或 凸 规划 。 线 性 规划 、 二 次 规划 (目标 函数 为 二 次 型 函数 、 约 东方 程 为 线性 方程 ) 都 可 以 归 

为 凸 规划 。 吓 优化 问题 有 很 多 独特 之 处 。 比 较 特别 的 一 点 是 对 于 某 些 问题 而 言 , 局 部 极 小 

点 就 是 全 局 极 小 点 。 此 外 , 极 小 点 的 一 阶 必要 条 件 是 凸 优化 问题 的 充分 条 件 。 

接 下 来 的 定理 将 证 明 , 在 凸 优化 问题 中 , 局 部 极 小 点 就 是 全 局 极 小 点 。 

定理 22.6 CH fNO-RZEZLEGROCRLEH GHAR, KF 0 PR-KASH 

全 局 极 小 点 ， 当 且 仅 当 它 是 了 的 局 部 极 小 点 。 口 

证 明 : 必要 性 显然 成 立 。 

充分 性 。 通 过 反 证 法 证 明 。 假 设 % "不 是 了 在 Q 上 的 全 局 极 小 点 ， 那 么 ,存在 8 eg0Q， 

42 4F f(y) <f(x'), CHfRGSK, Bitbstface(0,1), F 

flay + (1 — a)x") < af(y) + (1 - a) f(z") 

BA f(y) <f(x"), KA 

af(y) + (1 —a) f(z") = a(f(y) — f(2*)) + f(2*) < f(z")
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因此 ,对 于 任意 we (0, 1)， 有 
joy+( -az < s(e") 

由 此 可 知 ， 存 在 一 个 任意 接近 于 "的 点 ， 其 对 应 的 目标 函数 值 更 小 。 比 如 ， 对 于 收 仇 于 
2 的 序列 | 了 | 

1 1\_ 
-ia+(1-z)= 

A f(u,) <f(x"), Ast, x* KASAM) ES, HEME ER, HARE, = 

下 面 证 明 全 局 极 值 点 组 成 的 集合 是 凸 集 , 为 此 引 和 人 如 下 引 理 ; 

引 理 22.1 Hk g: OREZLADROCR LH GAR, RA, HT CER, 
集合 

YT, = {w EQ: g(x) <c} 

ee, 口 

证 明 : @ x, yelT,, A g(x) <cHg(y)<c, HE GREHK, KANE 
ae(0,1),4 

g(a + (1 — a)y) < ag(w) + (1—a)g(y) <c 

PP ax+(l—a)yel,, LRAT LG, = 

推论 22.1 BKSO-RAEZALAGFEACRLHGAK, MASE 上 的 全 局 极 

小 点 组 成 的 集合 是 西 集 。 口 

证 明 : 设 

c= min f(z) 

上 述 结 论 可 以 很 容易 地 由 引 理 22.1 得 出 。 a 

下 面 证 明 , 如 果 目 标 函 数 是 连续 可 微 的 凸 函 数 , 那么 某 个 点 是 极 小 点 所 应 该 满足 的 一 

阶 必 要 条 件 ( 见 定 理 6.1) 同 时 也 是 充分 条 件 。 首 先 给 出 如 下 引 理 。 

5) 22.2 BK OORAZLAGREACR EHD SK feCZr“EAsOnF 

集 上 。 选 定点 YX EO, WRITHE VEN, KAN", MAH 

Djm itz 一 2 ) >0 

那么 , 2 是 在 QI 上 的 全 局 极 小 点 。 口 

证 明 : 由 于 是 凸 函 数 , 依据 定理 22.4 可 知 , 对 于 任意 YesQ, 有 

f(z) > f(a") + Df(x*) (x — 2") 

 Df(x")(« -x*) 20 T4, f(x) Sf(x"). a 

对 于 任意 YegQ, 向 量 x -zx "可 认为 是 点 % “处 的 一 个 可 行 方向 ( 见 定义 6.2) 。 利 用 引 

理 22.2, 可 推出 如 下 定理 : 

定理 22.7 设 函 数 .f:Q 一 恨 是 定义 在 凸 集 QC 玉 "上 的 西 函 数 ,Je CL 定 义 在 包含 QL 的 

FRE, xO, HEARN ROLE THF A, A
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d'V f(x") :0 

那么 , Y "是 了 在 Q 上 的 一 个 全 局 极 小 点 。 口 

证 明 : 令 xe0Q,xzr”x' ,由 于 OO 是 凸 集 , 因此 ,对 于 任意 ae(0,1), 有 

a*+a(@—a2*)=axr+(l—a)z* EN 

Ast, @Ed=x-x ZEAN RATA G( LELG6.2), RELHEH, FA 

Df (z*\(a — 2*) =d' Vf(z*) = 0 

Wy 4] 2 22.2 TH, x RSH LH-ASARI SE, a 

根据 定理 22.7, 可 以 很 容易 得 出 下 面 的 推论 (注意 与 推论 6.1 相 比 较 ) 。 

推论 22.2 BHASNOR, feCZZLAGEACR ELH GSR, FARK ED, 使 
得 

Vi(az*) =0 

MA, x  RSENDLWMSARD A, 口 

考虑 如 下 有 约束 优化 问题 : 

minimize f(a) 

subject to A(x) =0 

假定 可 行 域 是 凸 集 , 这 一 条 件 容易 满足 , HOM, h(x) =4x -五 就 可 以 满足 这 一 假设 。 接 
下 来 的 定理 表明 ,如 果 可 行 域 是 凸 集 , 则 拉 格 朗 日 条 件 就 是 极 小 点 的 充分 条 件 。 

定理 22.8 函数 JR" 一 了 ,fsC TAH 

Q= {2 ER": h(x) =0} 

bth BR, A:R°OR", heC, HORDE, RRAA LEN Fe AER", 使 得 

Df(a*)+A*' Dh(xz*) = 0° 

那么 , X 是 在 马上 的 全 局 极 小 点 。 口 

证 明 : 依据 定理 22.4 可 知 , 对 于 YegQ, 有 

f(x) = f(@") + Df(z")(@ — 2") 

4 Df(x*) = -A DhA(x)RALGHAKEA, FH 

f(a) > f(a") — A*" Dh(a*)(@ — 2") 

HO CGR, ttt eaec(0,1), A(l-a)x* +aveN, Ast, ttac(0,1), 

h(a" + a(@-2*)) = h((1-a)a* +an) =0 

EXARA', MEA TA(X') =0, HRA a, TH 

NT h(a" + a(a — 2*)) —A* h(a") _ 
a 

其 中 , ae(0, 1)。 tELARa 0 HR, FFAMHRABKATABEARX REA 

Xx FHWA HLH( E27), TH 

X*' Dh(a*) (a — 2*) =0 

  0 

因此 ，
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f(z) = f(z") 

这 说 明 x “是 了 在 Q 上 的 全 局 极 小 点 。 = 

考虑 一 般 约束 条 件 下 的 优化 问题 : 
minimize f(a) 

subject to A(x) =0 

g(x) <0 

和 前 面 一 样 , TREK, MR x h(x) =0] Alx:g(x) <0) MEGS, WAR 

HEX PAT SCR, ART, OR) a kB (E41), A 

CARE, h(x) =Ax -b RARE x ch(x) =0} OR, MF g(x), MRg = 
[9g,, …，, 9,] 的 每 个 元 素 都 是 凸 函数 , 那么 集合 lx:g(x) 三 01 就 是 凸 集 。 这 很 容易 理解 ， 

集合 rz:9g(z) 和 01 是 集合 |x:9gi(z) 和 0,1=1,…,，21 的 交集 ,而 这 些 集合 都 是 凸 集 ( 依 

据 引 理 22.1) , 因此 它们 的 交集 也 是 凸 的 。 
针对 上 述 问 题 , 下 面 证 明 KKT 条 件 是 极 小 点 的 充分 条 件 。 

定理 22.9 请 了 "月 , Fe Cl 是 可 行 域 Q 
0={zceR" :hz)=0,9(c)<0} 

£44 2, h:R’-R", g:R"OR’?,h,geC, NXGR, RRAAS xe DN, wp’ ER’ 

FrA‘eR™, 149 

1. wp’ 20; 

2. Df(x") +A" Dh(x") +47’ Dg(x*) =0'; 

3. pw" g(x") =0, 

那么 , x* 是 三 在 Q 上 的 全 局 极 小 点 。 口 
证 明 : A xe, fXGBHK, RUSH 22.4 7H 

f(z) = fw") + Df(z")(@ — 2") 

将 条 件 2 代入 上 式 ， 可 得 

f(z) > f(w") — *" Dh(z*) (a — @*) — p*" Dg(x*)(@ — 2”) 

HBP 22.8 AERA FZ, PT vVAGEA A’' Dh( x’) (x -x') =0, EF RiEW pw" Dg( x") 

(x-x')<0, ZEB, HTORGK, HTeEac (0,1), A(1-a)x*+axveN, Ax, 

对 于 任意 YegQ, 有 

g(x" + a(@ —2")) = g((1—a)w* + aw) < 0 

AK py 20 (HERE 1), HAM Rp g(x") =6( 根 据 条 件 3), 然后 同时 除 以 a, 可 

得 

wl g(a" +(e = x*)) ~ #*'g(@") — 4 

SEAR a0 HAR, TH" Dg(x") (x -x*) <0, 
由 此 可 得 ， 对 于 任意 weEQ, 有 

f(z) > f(z") -入 Dhlz)(z — 2") — p*’ Dg(x*) (x — 2°) 
> f(x")
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证 明 完 毕 。 

例 22.7 某 银行 账户 初始 存款 为 0 美元 。 在 每 个 月 初 ,， 储户 存 一 些 钱 到 该 账户 。 记 

2 为 第 大 (有 =1,2,，…) 个 月 向 该 账户 中 的 存 钱 数量 。 假 设 月 利率 为 >0, 并 且 每 个 月 的 利 

息 在 月 末 存 入 账户 ( 计 复 利 ) 。 储 户 希 望 多 个 月 期 间 存 钱 的 总 数量 不 超过 万 ( 厂 >0) 美元 的 

前 提 下 , 使 得 多 个 月 后 账户 中 钱 的 数量 能 够 达到 最 大 值 。 

为 了 求解 这 个 问题 ,首先 将 问题 建 模 为 一 个 线性 规划 , 且 是 一 个 盏 优化 问题 。 设 思 是 

RBKLPAAIP PORK, MAY, =(14+7r)(y,_,+4",), Kel hy, =-0, BR, ARE 

mitt y,, SREEA «1,20, k=1,--, n fea t+--+2,<D, SHIR 

Yn = (L+r)"a1+ (Ltr) "129 +--+ (14r)tn 

Ae =[(L+r)", (L4r)*7,--, (l4r)],e' =[1, --,1], x=[a,,°--,",]', AG 

可 以 写 为 

maximize ez 

subject to e'a< D 

2x20 

很 明显 ,这 是 一 个 线性 规划 。 

根据 直觉 就 可 以 得 出 ， 最 优 策略 是 在 第 1 个 月 存 万 美元 。 可 以 利用 定理 22.9 证 明 这 

个 优化 策略 的 确 是 最 优 的 。 设 Xi = [万 ,0,…,0] ”ee 开 "， 因 为 该 问题 是 一 个 西 优化 问题 ， 

所 以 只 要 证 明 wx “满足 KKT 条 件 ( 见 定理 22.9) 就 足够 了 。 该 问题 的 KKT 条 件 为 

~eT + Me? — pT =0 

peln* —D)=0 
p2 Te =0 

e'n* -D<0 

—-x2* <0 

pO) >0 

pw >0 

e'x<D 

220 

KP, wD eR, wp eR®, Hy =(1+79)7 和 HG =(1ltr)"e-c, 那么 此 时 显然 满足 

KKT ##, Ast, x ZSARKA, a 

SAS TOMA eA KE CM. KE OWS 

展 内 容 , 建议 参阅 参考 文献 [ 136] 的 第 10 章 。 另 外 , 凸 优化 理论 是 研究 不 可 微 优 化 问题 的 

一 个 前 提 条 件 !s: 。 

22.4 EMR 

FE US a A — NP SS, RAR EE AR ELAR FG HE os BRK 
的 极 小 值 。 线 性 矩阵 不 等 式 约 束 定 义 了 一 个 凸 可 行 集 , 要 求 在 该 可 行 集 上 使 得 目标 函数 达 
到 极 小 值 。 半 定 规 划 可 以 视 为 线性 规划 的 扩展 , 只 是 把 线性 规划 中 的 向 量 不 等 式 约 束 替 换 
为 矩阵 不 等 式 约束 ( 见习 题 22.20) 。 如 果 想 要 更 深入 地 理解 半 定 规划 的 相关 知识 , 建议 阅
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读 Vandenberghe and Boyd 的 综述 性 论文 02I 。 

线性 矩阵 不 等 式 及 其 性 质 

考虑 即 +1 个 实 对称 和 矩阵 : 

F, =F! ¢R™*", i=0,1,-+-,n 

Al [a] 

w —(x1,---,2n]' € R” 

那么 
Fiz) = Fo+21.Fi1+---+2nFn 

= Fy + lnk, 

i=1 

Ells x H—Mi ee, AA F(x) —-TAEEM 之 2; 环 和 一 个 常数 项 下 。。 

考虑 不 等 式 约 束 : 

F(z) =Fo+21Fit---+2,Fn 20 

该 约束 可 以 视 为 能 够 满足 

z'F(x2)z>0, PRA ze R™ 

Kx WEA. tHe, (RUE F(x) BIR —RIDW F(x) 20), FARR BOE 

Mix BRAM, F(x) =F(x) 是 x 的 仿 射 函 数 。 因 此 ,从 形式 上 来 看 , 表达 式 严 (x) = 

Fy +2,F, +--+ +2,F,20 UR ARES A Sak ( Linear Matrix Inequality, LMI), {8 

EX LAAN EAASRE AC, RAMI, RA x F(x) 20) SOR WHE 

留 作 习题 22.20) 。 

以 此 类 推 , 对 于 形 如 灭 (x) >0 的 线性 矩阵 不 等 式 而 言 , 其 要 求 为 严 (x) 正 定 ( 不 仅仅 

是 半 正 定 ) 。 同 样 也 很 容易 证 明 , 集合 ix:E(x) >01 是 凸 集 。 

一 个 包含 多 个 线性 矩阵 不 等 式 的 系统 

F,(z) 20, Fo(#) 20, ---, Fr(x) >0 

可 以 综合 为 一 个 单独 的 线性 矩阵 不 等 式 的 形式 

开 1(Z) 
F.2(a) 

F(z) = oe 20 

F;,(z) 

比如 , 形 如 

Az<b 

HARPER (AH m xn BEBE) BT ARASH om TREE SR 

b-—a,;@20, i=1,2,---,m 

Eh, a] BE AW 1, WASTER SRE —TREBEASA, 然
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后 可 以 把 mm 个 线性 矩阵 不 等 式 综合 为 线性 矩阵 不 等 式 ; 

by 一 aTm 

bo 一 ad 2Z 

F(a) = - 20 

bn 一 QI 

根据 前 面 的 讨论 结果 , 下 面 给 出 一 个 半 定 规划 的 例子 : 

minimize erTz 

subject to F(x) >0 

fe PORT iC EE SEE EE, RPE EA Be PE AR Se sh ERE HR 

SLA St WEEE ASR, AGM PER AF, Oo PEA RH nxn 

SaR, x =Mz, MeR"*"A det M40, WA 

z’P2e>0 , 4H04 z'M'PMz>0; 

即 

P>0 , 4HM4 M'PM>0 

类 似 地 ， 有 

已 >0 ,， 当 且 仅 当 MPM >0 

对 于 方 阵 

nD B' D 

结合 上 述 性 质 , 可 得 

ie B] =o. uo ? 5 4 引 1 引 >。 
其 中 ,了 是 一 个 相应 维 数 的 单位 阵 。 将 上 述 性 质 的 条 件 项 展开 , 可 得 

- 
sn 引 >。 ， 当 且 仅 当 1 mi | =o 

接 下 来 引入 Schur 补 的 概念 , 这 在 线形 和 抢 阵 不 等 式 的 研究 过 程 中 非常 有 用 。 给 定 方 阵 

Aj, Ai 

Az Ao 

Hp, A, MA,2 TAH, (Rie A, ABH, WA 

I O| | Au Ais) | I —Ay Ai} _. | An O 
-424T1 了 | 14 Ao2| |O I O Any — Ap Aj Ara 

其 中 ， 

Ay = Ag2 — Agi Aj) Az 

4 A,, AY Schur #}, 24A, =A, At, FI
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I o| {4A A] [4 -Aj'4)] [4n oO 
—An Aj I} | Ao: Az2| |}O I ~1O An 

其 中 ， 

Ay = Age — An Ay} Ay, 

因此 , 有 

Ai, Ay 、 、 Ay; O 
> 0 ， 当 且 仅 当 >0 

a Ao O Al 

即 
了 

An An >0 ， 当 且 仅 当 4 >0 和 At>0 
Ao: Azz 

ES EB: 

Ai; Aj 

Az, Ade 

By LAR RA FA TR) A 7 he SL A, 4 Schur #b, (RI A, BN, A 

I -Ay,Azy | | Ai 4i2 I O| |Ax2 O 
Oo I Ax, Ao —Ajy Aoi I 加 O Az» 

其 中 ， A, =A, -A,Az A, # Api Schur 补 。 因 此 ， 当 4， =42a 时 ， 有 

a An > 0 A 0 An “i >0 , 4AIWww4 Axw>dO A 22 > 

优化 、 控 制 系统 设计 以 及 信和 号 处 理 中 的 许多 问题 都 可 以 转化 为 线性 矩阵 不 等 式 的 形 

式 。 确 定 是 否 存在 一 个 点 Y EG F(x) >0 成 立 的 问题 称 为 可 行 性 问题 。 如 果 不 存 在 这 样 

一 个 x, 则 称 线形 迭 阵 不 等 式 问题 是 不 可 行 的 。 

例 22.8 利用 一 个 简单 的 例子 来 演示 线性 矩阵 不 等 式 的 可 行 性 问题 。 令 入 < 下 "是 
已 知 的 常 实数 方 阵 ， 问 题 为 确定 从 的 特征 值 是 否 都 在 复 平面 的 左 半 平 面 上 。 众 所 周知 ， 纸 

PA 的 特征 值 全 部 位 于 复 平 面 的 左 半 平 面 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 对 称 的 常 实数 正定 天 阵 卫 ， 

使 得 
A'P+PA<0 

或 者 

—-A'P-—PA>0 

(这 称 为 李 雅 普 诺 夫 不 等 式 161) 。 因 此 , 的 所 有 特征 值 都 位 于 复 平 面 的 左 半 平面 等 价 于 

矩阵 不 等 式 

P O 
ra 70 

KATH, PAA P=P' >0 #4 A'P+PA<0,
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下 面 证 明 ,确定 已 = 书 " >0 使 得 4 已 +P4 <0,， 实际 上 就 是 求解 线性 和 给 阵 不 等 式 问 
题 。 为 此 , 设 

  

Zi r2 eee Lm 

P= £2 Zmti i -'* Lm-1 

ly, L2m-1 °°° Ln 

其 中 

_ m(m+1) 

加 2 

LVF EE: 

[1 0 0 0] 

0 0 0 0 

P,=|9 0 0 0 

0 0 0 . 0 

0 1 0 . 0 

1 00 . 0 

P,=|9 00. 0 

(0 0 0 ， 0| 

fo 0 0 --- Of 

0 0 0 .0 

P,=|9 0 0-:: 0 

0 0 0 … 1     
ZEPWHAERARASP PH xen, > 

F,; = —A' P; — P,A, 7=1,2,---,n 

可 得 
A'’P+PA=z2, (ATP, 十 P,A) 十 To (ATP: + P,A) foe 

+2n (ATP, + P,,A) 

= -2, Fy —22F2—--+-:-2nF a 

<0 

2 

F(z) =27,F)+229F2+---+2¢,Fn 

TH4ARS F(x) >On, A 

P=P'>0 # A'P+PA<0
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注意 该 线性 抵 阵 不 等 式 是 严格 不 等 式 。 绝 大 多 数 不 等 式 数值 求解 方法 无 法 求解 严格 

不 等 式 ， 通 常 将 严格 不 等 式 ( > ) 当 作 非 严格 不 等 式 ( 达 ) 处 理 。 = 

线性 矩阵 不 等 式 的 求解 器 

不 等 式 下 (X) = 丽 +2 有 +…+ 和 于 三 0 是 线性 矩阵 不 等 式 的 规范 型 表达 式 。 因 为 

计算 效率 方面 的 问题 , 线性 矩阵 不 等 式 的 数值 解法 不 能 直接 针对 规范 型 表达 式 进行 求解 。 

在 求解 之 前 , 需要 对 线性 矩阵 不 等 式 进 行 结构 化 处 理 。 

可 以 使 用 MATLAB 的 线性 矩阵 不 等 式 工具 箱 求解 线性 矩阵 不 等 式 , 这 是 一 种 比较 高 

效 的 求解 方式 。 该 工具 箱包 括 3 种 求解 器 , 针对 的 是 不 同 的 线性 矩阵 不 等 式 问题 , 下 面 将 

进行 详细 讨论 。 

求 到 线性 算 阵 不 等 式 约束 下 的 可 行 解 

下 面 讨论 MATLAB 中 的 一 个 用 于 求解 可 行 性 问题 的 线性 不 等 式 约束 求解 器 。 这 一 求 

解 器 针对 的 是 形 如 

N'L(X),--:,X,)N< M'R(X),---,X,)M 

RARER SRA RA, Hp, X,, XX SeRER, NAAM RAT, MEA MSE 

MAF, £(X,, °°, X FAM ARAT, RX, X, SAMARAS, BHAT, 

和 矩阵 C( .) 和 及 (，) 是 对 称 的 块 矩 阵 。 需 要 指出 的 是 , 左 侧 指 的 是 不 等 式 0 三 忆 的 较 小 一 

侧 , 而 并 非 实 际 方向 。 因 此 ,对 于 不 等 式 忆 关 0 +P, BEX EAM, AA X ERSRRK 

的 一 侧 。 

现在 给 出 利用 这 一 求解 器 求解 线性 不 等 式 约束 问题 的 流程 。 首 先 , 利用 函数 

setlmis([]) 初 始 化 线性 矩阵 不 等 式 ; 其 次 ,使 用 指令 1Imivar 声明 矩阵 变量 ; 命令 

lmicterm 可 以 指定 当前 问题 的 所 有 线性 矩阵 不 等 式 约 束 ; 接 下 来 , 利用 命令 getlmis 来 

获取 问题 的 内 部 表达 式 ; 接着 使 用 命令 feasp 求解 线性 矩阵 不 等 式 问 题 的 可 行 解 ; 最 后 ， 

使 用 命令 aec2mat 来 提取 和 矩阵 变量 的 值 。 总 的 来 说 , 用 于 求解 线性 矩阵 不 等 式 问题 可 行 

解 的 MATLAB 程序 , 其 结构 上 应 该 具备 如 下 形式 : 

setlmis( 门 ) 
lmivar 

imiterm 

lmiterm 

getlmis 

feasp 

dec2mat 

下 面 详 细 分 析 以 上 代码 或 命令 。 
首先 ,利用 命令 
X = lmivar (type,structure) 

为 给 定 的 线性 矩阵 不 等 式 系统 生成 一 个 新 矩阵 变量 X, 参数 ftype 指定 的 是 变量 X 的 结



364 最 优化 导论 (第 四 版 ) 
  

构 。Xx 有 3 种 不 同 的 结构 : 当 type =1 时 , X 为 对 称 的 块 对 角 和 抑 阵 ; 当 type =2 时 , X 为 

See; “type -3 时 , X 为 其 他 类 型 的 矩阵 。 第 2 个 参数 stzucture 指定 的 是 矩阵 变 

量 X 的 结构 附加 信息 。 比 如 , 若 要 定义 形 如 

DO .oO 

xX=|- | 

Oo Oo .… D, 

的 矩阵 变量 下, 刀 ,; 是 一 个 对 称 方 阵 , 应 使 用 type =1; 该 矩阵 变量 共 包括 > 个 子 块 , 参数 
structure 应 该 是 一 个 >x2 的 矩阵 ,其 第 守 行 描述 的 是 第 宇 个 子 块 的 结构 ， 其 每 行 的 

第 1 个 元 素 指定 相应 子 块 的 尺寸 , 第 2 个 元 素 指定 子 块 的 类 型 。 比 如 ， 
X = Imivar(1,[3 1]) 

指定 了 一 个 完全 对 称 的 3 x3 矩阵 变量 。 而 

X = lmivar(2,[2 3]) 

Hie Sh 2x3 Sees, Meee 

8) 0 0 0 

0 8, | 0 0 

s=|-— -- | 
0 0 | s2 83 

0 0 | $3 54 

可 以 用 如 下 的 命令 声明 
S = lmivar(1l,[2 0;2 1]) 

注意 上 述 命令 中 的 参数 structure, 第 工行 的 第 2 个 元 素 为 0, 即 structure(1, 2) =0， 

表示 指定 的 是 一 个 对 角 块 矩阵 : 

D, = 5,12 

注意 第 2 个 子 块 是 一 个 2 x2 的 对 称 全 和 矩阵。 

接 下 来 详细 分 析 用 于 指定 线性 矩阵 不 等 式 系统 中 各 项 的 命令 : 

lmiterm(termid,A,B,flag) 

首先 简要 介绍 一 下 该 命令 中 4 个 参数 的 含义 。 第 1 个 参数 termid 是 一 个 4 元 素 的 行 向 量 , 用 

于 指定 线性 矩阵 不 等 式 系 统 中 的 每 一 个 线性 矩阵 不 等 式 中 的 各 项 , 其 中 , termid(1) =n 表示 

这 一 项 位 于 第 ?” 个 线性 矩阵 不 等 式 的 左 侧 ; termidq(1) = -mn 表示 这 一 项 位 于 第 7 个 线性 和 矩 

阵 不 等 式 的 右 侧 。 输 入 termida 的 中 间 两 个 元 素 指定 的 是 块 的 位 置 。 因 此 ， 

texrrmid(2:3) =[i 可 表示 对 于 左 侧 或 右 侧 的 内 部 因子 而 言 (由 termiq(1) 指 定 ) , 该 

项 所 处 的 位 置 为 (人 ,7 。termid(4) =0 表示 常数 项 ; termid(4) =X 表示 4X8B 中 的 变 

量 项 ; termid(4) = -X 表 示 4X 吾 中 的 变量 项 。L1micerm 中 的 第 2 个 和 第 3 个 参数 ， 

即 A 和 B 指定 的 是 左 外 因子 和 右 外 因子 的 值 , 分 别针 对 的 是 变量 项 4XZB 和 4473 中 常量 

外 因子 的 值 。1miterm 中 第 4 个 参数 用 于 指定 一 种 描述 表示 

AXB+(AXB)" 
MK RIB, flag='s'RNPRHEMRRAR, VU FERRER SHAH,
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对 上 述 命令 的 使 用 方式 进行 说 明 : 

PA+(PA)' <0 

该 线性 矩阵 不 等 式 共 包括 两 项 , 可 以 用 下 面 的 语句 描述 : 
Imiterm({1 1 1 P],1,A) 

lmiterm({1 1 1 -P],A’,1) 

此 外 , 也 可 以 利用 参数 flag 用 一 个 命令 进行 描述 : 
Imiterm([1 1 1 P),1,A,’s’) 

完成 以 上 工作 后 , 可 以 用 如 下 命令 来 求解 该 可 行 性 问题 : 
[tmin,xfeas] = feas(lmis) 

一 般 情况 下 , 线性 矩阵 不 等 式 可 行 性 问题 可 以 归纳 为 如 下 形式 : 

确定 2 
(t¢ L(x) < R(x) 

可 构造 一 个 辅助 凸 规划 问题 : 
minimize ¢ 

subject to L(x) < R(x) + tI 

当 上 的 极 小 值 是 负数 时 ， 上 述 线 性 矩阵 不 等 式 系统 有 可 行 解 。 命 令 feasp 可 求解 这 一 问 

题 , 在 求解 过 程 中 , 每 次 迭代 中 的 上 值 都 可 以 显示 出 来 。 

最 后 , 利用 命令 
P = dec2mat(lmis,xfeas,P) 

可 将 由 线性 矩阵 不 等 式 求解 器 得 到 的 结果 转化 成 矩阵 变量 。 

例 22.9 已 知 

_|-1 0 _ |-2 0 1 
试 利用 前 面 提 到 的 MATLAB 的 线性 矩阵 不 等 式 工具 箱 中 的 命令 ， 编 写 程序 求 出 天 阵 王 ， 

4¢ 49 P20. 51, 1 

Ai P+ PA, <0 

A, P+ PA2 <0 

程序 代码 如 下 : 

A_1 = [-1 0;0 -1]; 
A_2 (-2 0;1 -1]; 

setlmis([]) 
P = lmivar(1,(2,1]) 
lmiterm({1 1 1 P],A_1’,1,’s’) 

Imiterm((2 1 1 P],A_2’,1,’s’) 

Imiterm([3 1 i 0],.5) 

Jmiterm((-3 1 1 PJ,1,1) 

lmis=getlmis; 

[tmin,xfeas] = feasp(1lmis); 
P = dec2mat (lmis,xfeas,P) |_|
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REM EAR SAAR PAR A tr eB 

MATLAB 的 线性 矩阵 不 等 式 工具 箱 中 还 有 一 个 用 于 求解 凸 规划 问题 

minimize c'a 

subject to A(x) < B(x) 

的 求解 器 , 其 中 , 4(x) 大 如 (x ) 是 线性 矩阵 不 等 式 一 般 结构 的 简写 方式 。 

该 求解 器 通过 函数 mincx 调用 : 在 调用 该 求解 器 之 前 , 首先 应 该 与 前 面 一 样 ， 指定 

线性 托 阵 的 不 等 式 约束 , 然后 声明 线性 目标 函数 , 最 后 才能 够 调用 函数 mincx。 接 下 来 通 

过 一 个 例子 对 困 数 feasp 和 mincx 的 用 法 进行 说 明 。 

例 22.10 考虑 优化 问题 ， 

minimize ce 

subject to Az <b 

其 中 

ct =|4 5] 

1 1 8 
A=]/1 31, b=1|18 

2 1 14 

    

首先 解决 可 行 性 问题 , 即 利 用 求解 器 feasp, Rik—h x BRAV<b, RE, 利用 求解 器 

mincx 求 得 该 问题 的 极 小 点 。 下 面 给 出 的 MATLAB 代码 能 够 解决 这 两 个 问题 。 

% Enter problem data 
A = [1 131 3;2 1); 

b = [8 18 14)’; 

c = [-4 -5)’; 
setlmis({]); 

X = lmivar(2,[2 1]); 
lmiterm([1 1 1 X]),A(1,:),1); 

lmiterm([1 1 1 0],-b(1)); 
lmiterm([1 2 2 X],A(2,:),1); 

lmiterm((1 2 2 0],-b(2)); 

lmiterm([1 3 3 X],A(3,:),1); 

lmiterm({1 3 3 0],-b(3)); 
lmis = getlmis; 

{[tmin,xfeas] = feasp(lmis); 

x_feasp = dec2mat(lmis,xfeas , X) 

(objective,x_mincx] = mincx(lmis,c, (0.0001 1000 0 0 1]) 

HK feasp HARA 

a... _ | ~64:3996 
feasp ~ | 95.1712 

ke mincx HARA
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-|3.0000 

| 5.0000 7 

下 面 通过 例子 讨论 未 数 aefcx 的 用 法 , RAR TW AKER c HREBERSE 

式 求解 器 mincx 使 用 。 

例 22.11 求解 优化 问题 : 

minimize trace(P) 

subject to A'P+PA<0 

P20 

HY, 4M P ik trace(P)XP HA ARARZH, THF BK mincx KMERMAM, 

但 是 , 为 了 能 够 应 用 函数 mincx， 必 须 指 定向 量 C， 满 足 

c' x = trace(P) 

FLAS LT RSE RS X Ai it $+ ( de? lmisys =getlmis)K#TARRKAZ 

后 ,就 可 以 用 下 面 的 MATLAB 代码 获得 期 望 的 C 了 

q = decnbr(lmisys) ; 

c = zeros(q,1); 
for j = 1:q 

Pj = defcx(lmisys,j,P); 
c(j) = trace(Pj); 

end 

得 到 向 量 c 以 后 , 就 可 以 利用 函数 mincx 来 求解 这 一 问题 。 a 

线性 敌阵 不 等 式 约束 下 的 广义 特征 值 极 小 化 问题 

这 一 类 问题 可 以 描述 为 

minjimize 入 

subject to CC(Z) 和 D(z) 

0< Bia) 

A(x) < AB(2) 

此 处 需要 明确 区 分 两 种 不 同形 式 的 线性 矩阵 不 等 式 约束 , 分 别 为 标准 形式 和 线性 分 式 形 

K, WA C(x) <D(x), ABB WM A(x) 三 A 召 (x), 包含 广义 特征 值 A。 线 性 矩阵 
不 等 式 约 束 下 的 广义 特征 值 极 小 化 问题 , 可 以 使 用 求解 器 gevp 解决 。 函 数 gevp 的 调 

用 方式 为 
(lopt,xopt] = gevp{lmisys,nflc} 

返回 值 1opt 是 广义 特征 值 的 全 局 极 小 值 ，xopt 是 最 优 决 策 向 量变 量 。 BR lmisys 表 

AS ER HE FE RE ANG RABE C(x) < D(x), OS B(x) MAYA =1 NH A(x) <AB(x), 5 

前 面 的 两 个 求解 器 一 样 , 矩阵 变量 形式 的 最 优 值 可 由 aec2mat 得 到 。 线 性 分 式 约 束 的 数 

目 由 nflc 指定 。 函 数 gevp 还 有 其 他 的 输入 参数 , 都 是 可 选 的 。 关 于 这 一 求解 器 的 更 多 

信息 , 建议 参考 MATLAB 的 鲁 棒 控 制 工具 箱 ( Robust Control Toolbox ) 使 用 手册 中 关于 

LMI Lab 的 内 容 。
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例 22.12 求 能 够 使 得 

P>0O 

A'’P+PA<-oP 

成 立 的 最 小 的 waw， 其 中 ， 

-1.1853 “0.9134 0.2785 

A= | 0.9058 一 1.3676 0.5469 

0.1270 0.0975 —3.0000 

该 问题 是 关于 求解 稳定 线性 微分 方程 五 = 4 衰减 率 的 。 可 以 使 用 如 下 代码 构造 相应 的 线 

性 矩阵 不 等 式 系统 , 求 取 满 足 条 件 的 最 小 a: 

A = [-1.1853 0.9134 0.2785 

0.9058 -1.3676 0.5469 

0.1270 0.0975 -3.0000] ; 

setimis([]); 

P = lmivar(i, [3 1]) 

lmiterm([-1 1 1 P],1,1) % P 

lmiterm([i 1 1 0],.01) % P >= 0.01*1 

lmiterm((2 1 1 P],1,A,’s’) % linear fractional constraint---LHS 

lmiterm([-2 1 1 P],1,1) % linear fractional constraint---RHS 

lmis = getlimis; 

(gamma,P_opt] = gevp(lmis,1); 

P = dec2mat (lmis,P_opt,P) 

alpha = -gamma 

结果 为 

0.6996 -0.7466 -—0.0296 
o=0.6561 # P=! -0.7466 0.8537 —0.2488 

一 0.0296 —0.2488 3.2307 

EE, USA P>O0.0L FHT P>O0, a 

系统 与 控制 理论 中 更 多 的 关于 线性 矩阵 不 等 式 的 例子 , 可 参阅 Boyd SAE , 

在 MATLAB 命令 窗口 输入 命令 Imidem, 可 得 到 线性 矩阵 不 等 式 工具 箱 (LMI Control 
Toolbox) 的 手册 , 由 此 可 快速 人 门 D2。 除 了 MATLAB 中 这 个 自 带 的 工具 箱 , 还 有 一 个 类 似 

的 工具 箱 LMITOOL, 它 是 法 国 国 家 信息 与 自动 化 研究 所 (INRIA) 开 发 的 Scilab 工具 箱 的 

内 置 软件 包 。Scilab 为 数值 优化 提供 了 免费 的 软件 包 , 可 以 从 Scilab 共同 体 ( Scilab Con- 

sortium) 的 网 站 上 下 载 能 够 运行 在 MATLAB 平台 上 的 LMITOOL。 

此 外 , 还 有 一 个 求解 LMI 的 软件 包 YALMIP , 是 由 瑞士 苏黎世 联邦 理工 学 院 (ETH) A 

动 控制 实验 室 开发 的 。YALMIP 被 评价 为 是 “MATLAB 中 求解 优化 问题 的 直观 、 灵 活 的 建 

BBG” 
线性 矩阵 不 等 式 是 现代 优化 问题 的 主要 工具 。Gil, Murray and Wright 评价 数值 线性 

代数 的 一 段 话 , 也 可 以 用 于 评价 本 章 的 内 容 , 参见 参考 文献 [52 ] 的 第 2 页 。 原 文摘 录 

作 在 最 新 版 的 MATLAB 中 , 并 没有 独立 的 LMI Control Toolhbox, 它 实 际 上 是 Robust Control Toolbox 的 一 部 分 。 前 面 讨论 

的 3 个 求解 器 ,也 都 属于 Robust Control Toolbox 译 者 注 。  
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如 下 : 

BKK EWR CLARK MKMHAR GE, RBKRKAKZERAR 

EH FUR, MAEAFAHFUREMORARR, AHEM R, PRD 

42 40D FE RBS, REAR RRB FRARKAF UAH EZRA HO 

7 te tt ABE RIL DH, toRKARETEDRAKKBEOR, UK TEE 
出 高 戏 的 优化 方法 ; PREBRARBRH Rao, WK TEER BMA AK 

Mh KARE ib A ET ZZ, 

习题 

22.1 确定 参数 a 的 取 值 范围 , 使 得 函数 
f (21, 22,73) = 22,23 — 2? — 22 — 522 — 2ax 29 — 4aer3 

是 四 函数 。 

22.2 给 定 函数 ; 

f(a) = 52" Qz-2"b 

HH, Q=Q@' -0 Bx, beR"’, ZXMHAO: ROR, H+, o(a) =f(x+ad),x,deR RHEE 

且 @z 关 0。 试 证 明 由 (a) 是 关于 a 的 严格 凸 二 次 型 函数 。 

22.3 试 证 明 .Kx) =2iz 是 集合 Q = |1[a, aa] :ae 了 [上 的 凸 函 数 ,其 中 , 为 给 定 的 任意 非 负 常数 。 

22.4 BRA O =|x:h(x) =cl HUE, h:R"OR, ceR, iEWk EHS O LREOMAHEM RA, 

22.5 求 函数 

f(z) =|z|, 2eER 

在 x=0 和 Y=1i 处 的 所 有 次 梯度 。 

22.6 已 知 集合 QCR?* 是 一 个 凸 集 ， 函 数 六 :0 一 丸 , =1, …, 《是 凸 函 数 。 试 证 明 maxj} 廊 ，…, 所 上 是 一 个 

fy ehae, (Haas: maxi fi, fe | RBM O BR HORM, MERE, HMMS (x), i=1, 

…, t 中 的 最 大 值 ) 

22.7 BARA OCR H—THAAR, wUEH, 4AMM4MMER x, ye O, (x-y)' Q(x -y) 20 HRY 

Rt, PARE Qe R"E-KIE CES; 证 明 将 上 述 不 等 式 条 件 中 的 > 替换 为 >, 矩阵 @ 为 正定 矩阵 。 

22.8 考虑 问题 : 

minimize jl4z - al? 

subject to zi t+-:-+Z,=1 

T1,+++,2n 20 

(习题 21.9 中 也 给 出 了 同样 的 问题 ) 。 这 是 一 个 凸 规划 吗 ? 如 果 是 ,给 出 详细 证 明 。 如 果 不 是 , 给 出 

理由 。 
22.9 考虑 优化 问题 

minimize f(z) 

subject to 2 EQ 

$i, f(r) =2,22, x=(2,,a,]°, N=|xeR a, =2,, x, 20| (YH21.8 也 给 出 了 同样 的 问题 ) 。 

试 证 明 该 问题 是 一 个 凸 优化 问题 。 

22.10 考虑 凸 优化 问题 
minimize f(x) 

subject to we
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22. 11 

22. 12 

22. 13 

22. 14 

假设 点 gs0Q 和 zeg0 是 局 部 极 小 点 。 试 确定 最 大 的 点 集 GCCQ, 确保 G 中 每 一 个 点 都 是 全 局 极 

小 点 。 

已 知 定义 在 了 本 上 的 一 个 凸 优化 问题 。 

a. 考虑 下 面 3 个 可 行 解 : [1,0, 0]"  , [0, 1,0] , [0,0,1] ,假设 它们 对 应 的 目标 函数 值 都 为 1。 

那么 点 (LM3)[1, 1, 1] 的 目标 函数 值 是 多 少 ? 给 出 理由 。 

b. 已 知 问题 a 中 的 3 个 点 都 是 全 局 极 小 点 , 那么 点 (LIM3)[1, 1, 1] 是否 是 全 局 极 小 点 ? 给 出 理由 。 

考虑 优化 问题 oe 

minimize jz79z 

subject to Az=6 

Hp, @eR"", @=Q' >0, AcR"*", rank A=m, 

a RE ABRAM AO, A Ab RAR); 

b. 这 些 (或 这 个 ) 点 是 该 问题 的 全 局 极 小 点 吗 ? 

Bs: R"OR, feC BEMENTE 

Q={eeR":a/2+5;20, i=1,---,p} 

Aco, a, --, a, eR", bi, -, BFE R, IRATE Xe S Hye R’, mw’ <0, 使 得 

Df(@")+ So puja; =o" 
jes(@r} 

Hp, I(x") =|t:a) x" +0, =0}, iA x BSE O LWSRRbA, 

22 RECRAL IAEA. minmize || x ||?(« eR") subject toa'x>6, HP, ac R'HAESAH, be R, b>0, 

Bl x’ ARGH Me. 

a. 证 明 约 束 集 是 凸 集 ; 

b. 利用 KKT 定理 证 明 wx ”=b; 

c. 证 明 x BW, Hx’ BA a Mb RIK, 

某 优化 问题 为 

minimize ceT2z， z2eR" 

subject to #220 

对 于 该 问题 有 以 下 定理 ( 见习 17. 16); 

定理 : 当 且 仅 当 cz>0 时 , 该 问题 有 解 。 如 果 解 存在 , 那么 0 是 该 问题 的 解 。 

a. 证 明 该 问题 是 一 个 凸 优化 问题 ; 

b. 利用 一 阶 必 要 条 件 ( 针 对 的 是 集合 约束 下 的 优化 问题 ) 证 明 该 定理 ; 

c， 利 用 KKT 条 件 证 明 该 定理 。 

考虑 标准 形式 的 线性 规划 问题 。 

a， 推 导 该 问题 的 KKT 条 件 ; 

. 详细 解释 为 什么 此 情况 下 KRKT 条 件 是 最 优 性 的 充分 条 件 ; 

.， 写 出 标准 形式 下 原 问 题 ( 见 第 17 章 ) 的 对 偶 问题 ; 

. 假设 x "和 "分 别 是 原 问 题 和 对 偶 问 题 的 可 行 解 。 试 利用 KKT 条 件 证 明 ,， 如 果 互 补 松弛 条 件 (c” 

-A"“4)Jx "=0 成立 , 那么 zx "是 原 问题 的 最 优 解 。 请 将 这 一 结论 与 习题 21. 15 的 结果 进行 比较 。 

考虑 两 个 定义 在 时 间 区 间 [1, %] 上 的 实 值 离散 信号 s 岂 和 se , isi) Ms” HBAS so? Ms” 

在 时 刻 守 的 值 。 已 知 两 个 信和 号 的 能 量 是 1[ 即 (st 加 )2 +…+(s)2 =1 和 (s2)2 +…+(SsS2 )2 =1]。 

BRS As 和 s 人 线性 组 合 得 到 的 所 有 信和 号 组 成 的 集合 , 且 具 有 如 下 性 质 , 即 $. 中 的 每 个 信号, 在 

任意 时 刻 的 值 都 不 小 于 ae 民 。 对 于 任意 ssS., BTURAAH s =2,8 +2,8, Kx, Mx, hs 的 

系数 。 

qa 
Ss 

a
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希望 在 $S。 中 找到 一 个 信和 号, 使 得 该 信号 系数 的 平方 和 最 小 。 

a. 将 上 述 问 题 建 模 成 一 个 优化 模型 ; 

b、 写 出 该 问题 的 KKT 条 件 ; 

c. 假设 已 找 出 一 个 满足 KRT 条 件 的 点 , 请 问 该 点 是 否 能 够 满足 二 阶 充分 条 件 ? 

d. 判断 该 问题 是 否 为 凸 优化 问题 。 

所 谓 概 率 向 量 指 的 是 满足 如 下 条 件 的 任意 向 量 已 < 了 R": 2p; >0.1 =1,…,7, 且 pi+…+Dp=1l。 

EX peR"A ge R HAPRE ME, 定义 函数 

D(p.q) = pi log (2) +++ + pn log @ 
1 Qn 

EH, log HARM RAR, 

a ROATARBHE(n CA) HEA, RIA OBOE, 

b. TERESA EN p, AA S(@) =D(p, gq) O LEMAR; 

c. 试 证 明 , 对 于 任意 概率 向 量 P aq, Dip, a) 20 timiy., MH, 4HW4 p=qht, Dip, q) =0 

成 立 ; 

d.， 试 为 问题 c 的 结论 找到 一 个 合适 的 应 用 领域 。 

设 Q es 了 "为 非 空 的 闭 凸 集 , 给 定 z ER 了" ,满足 zeD。 某 优化 问题 为 

minimize || — 2|| 

subject to we 

BERTHS? TRA, REE? HUE RMAC. 

tim: (i) WE x, Ax, WR, 那么 xs =(x, +xs )/2 与 最 优 解 有 什么 关系 ? (ii) 对 于 三 角 不 等 式 

lx+glslxzl+lall， 当 且 仅 当 x =ag(a 为 某 个 非 负 实数 ) 或 x =0 或 g =0 时 ,不等式 的 等 号 

才 成 立 。 

本 问题 是 关于 半 定 规划 的 。 

a. TRIE, MRACR MBER’ EUHGH, HASO, BS0, 那么 对 于 任意 we(0, 1) , BA 

oA +(l-a)B20, HFS" 20" RMAF EE; 

b. 考虑 如 下 的 半 定 规划 问题 , 即 目标 函数 为 线性 的 ,约束 为 线性 的 矩阵 不 等 式 ， 

minimize c'e 

subject to Fo + Say, 290 

Hep, x=[2,,--,0,]' eR BRR, ceR", BF, F,, °°, F, eR "2H, TAK 

问题 是 凸 优化 问题 。 

c. 考虑 线性 规划 问题 ; 

minimize e'2 
subject to Aw >b 

其 中 , 4E Rn ， 扬 E Rn ， 不 等 式 4x> 忆 是 线性 不 等 式 的 组 合 。 证 明 该 线性 规划 问题 可 以 被 转化 
为 问题 b 中 描述 的 问题 。 _- 

提示 : 考虑 对 角 阵 严 。 
需要 将 一 个 蛋糕 分 给 双 个 孩子 第; 个 孩子 得 到 的 蛋糕 比例 为 zi 。 HEHE x = Lay, 2) 
个 划分 。 要 求 每 个 孩子 至 少 能 够 得 到 一 部 分 蛋糕 , 且 和 蛋糕 在 最 后 完全 分 完 。 同 时 ， 对 于 第 一 个 分 得 蛋 

糕 的 孩子 (=1) 还 有 一 个 强制 的 附加 条 件 ， 即 其 分 到 的 蛋糕 至 少 是 其 他 任意 孩子 的 两 倍 。 对 于 满足 

上 述 要 求 的 划分 , 称 为 可 行 划 分 。 
如 果 一 个 可 行 的 划分 x, 对 于 其 他 任意 划分 8 ,都 有 

六 和 =<。 
i=1 Ti
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22. 22 

22. 23 

22.24 

则 称 该 划分 立 是 一 个 平等 比例 划分 。 

a. 设 @ 为 所 有 可 行 划分 的 集合 , 证 明 9 是 凸 集 ; 

b. 证 明 一 个 可 行 划分 是 平等 比例 划分 ， 当 且 仅 当 它 是 优化 问题 
n 

maximize >》 log(zi) 
i=1 

subject to we 

的 解 。 - 

CA U,;ROR, U,eC,i=1,--,nA-BBeHM BR, 考虑 如 下 优化 问题 : 
n 

maximize Ss Ui (zi) 
i=1 

nr 

subject to Sox <C 

i=l 

其 中 ,C >0 为 给 定常 量 。 

a. 证 明 该 优化 问题 是 一 个 凸 优化 问题 ; 

b. 试 证 明 , * "= [xz , …，, 2 ] 是 优化 问题 的 最 优 和 解 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 标量 ”> 0, 使 得 rr = 

arg max( Li(Z) -AZ)。[ 太 (Zz) 可 以 理解 为 的 效益 , 六 "可 以 理解 为 > 的 单位 价格 ] ; 

c. 证 明 Ya; =C, 
tel 

MeE—T ASR OR, SO =|x-9g(x) <0) MEW Ax EO, 使 得 下 列 条 件 能 够 同时 得 到 满足 : 

1.x "满足 关于 集合 约束 0 下 优化 问题 的 一 阶 必要 条 件 (定理 6.1); 

2.x "满足 关于 不 等 式 约束 9g(*) 和 0 下 优化 问题 的 KKT 条 件 (定理 21.1) ; 

3.x "满足 关于 集合 约束 Q 下 优化 问题 的 二 阶 必要 条 件 (定理 6.2) ; 

4.Y "不 满足 不 等 式 约 束 9(zY) 短 0 下 优化 问题 的 二 阶 必要 条 件 (定理 21.2) 。 

SPX ATE PER f, =| x:9(x) <0] Ax’, 说 明 它 们 是 如 何 同时 满足 上 述 所 有 条 件 的 。 

本 问题 是 关于 非 线 性 优化 问题 对 偶 理论 的 , 类 似 于 线性 规划 问题 的 对 偶 理论 ( 见 第 17 章 ) (习题 17.24 

提 到 了 关于 二 次 规划 问题 的 对 偶 理 论 ) 。 

考虑 如 下 优化 问题 ， 

minimize f(z) 

subject to g(x) <0 

Ep, f:R"- REOGBK, g:R°OR"HST ARMED BM, FAS ge C', MAMMA, 

该 问题 的 对 偶 问 题 定义 为 

maximize q(#s) 
subject to p20 

其 中 ,目标 函数 9 为 

q(H) = min U(@, 4) 

Bop, ix, w) =f(x) +e" g(x) APRA PRK, 

证 明 以 下 结论 ; 

a. 如 果 xo 和 Au 分别 是 原 问题 与 对 偶 问 题 的 可 行 点 , 则 有 ./xo ) >q(po ) 。 类 似 于 引 理 17. 1, 这 称 为 非 

线性 规划 的 弱 对 偶 引 理 。 
b. 如 果 xoe 和 Au 分 别 是 原 问 题 与 对 偶 问题 的 可 行 点 , 且 .xxo) =g(po), 则 xs 和 Am 分 别 是 原 问题 与 对 

偶 问题 的 最 优 解 。 
c, 如 果 原 问题 有 最 优 ( 可 行 ) 解 ,， 则 对 偶 问 题 也 有 最 优 (可行 ) 解 , 且 原 问题 和 对 偶 问 题 的 目标 函数 最 

优 值 相等 (假定 最 优 解 都 是 正则 点 ) 。 类 似 于 定理 17.2, 这 是 非 线性 规划 的 对 偶 定 理 。
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22. 25 

22. 26 

22.27 

22. 28 

已 知 和 矩阵 

其 中 , 7 为 参数 。 

a. OR M(1, 1) 89 Schur 4b; 

b. KM(2:3, 2:3) (427 MA FAW 2 x2 $B, RAW MATLAB PHGR RAE) H 

Schur #h , 

将 李 雅 普 诺 夫 不 等 式 

A'P+PA<0 

表示 为 线性 矩阵 不 等 式 的 规范 型 表达 式 , 其 中 ， 

0 1 

4 
EMA, BAR, BR=R' >0, 需 要 确定 一 个 对 称 正定 矩阵 五, 满足 二 次 不 等 式 ; 

A’P+PA+PBR'B'P<0 

试 将 该 不 等 式 表示 为 线性 矩阵 不 等 式 的 形式 (注意 不 要 把 该 不 等 式 与 黎 卡 提 代 数 不 等 式 相 混淆 ,后 者 

中 第 3 项 的 符号 是 负 的 ) 。 

BAe 

—0.2311 —0.8913 —0.0185 

—0.9501 —0.4860 —0.4565 

A= 

一 0.6068 ”一 0.7621 —0.8214 

请 编写 MATLAB 程序 , 求 矩 阵 书 , 使 其 满足 0. LU, <P<I,f1A'P+PA<0,
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23.1 引言 - 

本 书 第 二 部 分 讨论 了 无 约束 优化 问题 的 求解 算法 。 本 章 将 针对 特殊 约束 条 件 下 的 优 
化 问题 , 讨论 一 些 比较 简单 的 求解 算法 。 第 二 部 分 讨论 过 的 无 约束 优化 问题 的 求解 算法 是 
这 些 算法 的 基础 。 

在 接 下 来 的 两 节 中 , 首先 讨论 投影 法 ,然后 讨论 用 于 求解 线性 等 式 约束 问题 的 投影 梯度 
法 ; 在 23.4 节 中 , 讨论 拉 格 朗 日 法 ; 最 后 , 讨论 罚 函 数 法 。 本 章 则 在 简单 介绍 有 约束 优化 问 

CEGH) RMI GR, SERRA A, LESSON o 

23.2 投影 法 

第 二 部 分 讨论 过 的 优化 算法 大 都 具有 通用 的 迭代 公式 : 
ott) = ol) 4 gp dl*) 

FOP, a BART VE(e ) RR, xO 的 取 值 不 受 任何 特定 集合 的 限制 。 由 于 有 约束 优 

化 问题 要 求 决策 变量 必须 在 预先 设 定 的 约束 集 取 值 , 因此 , 这 种 算法 无 法 直接 用 于 求解 有 

约束 优化 问题 。 

考虑 优化 问题 : 
minimize f(z) 

subject to 2 EN 

WOR FBLA EF PR 24 RT, BBG AS x 可 能 不 满足 约束 条 件 。 因 此 , 需要 对 上 

述 算法 进行 改进 , 把 约束 条 件 考 虑 进来 。 一 种 比较 简单 的 改进 方式 就 是 引 和 投影。 具体 方 
法 为 如 果 xz +aid 7EO A, BARS x? =xo +aid; 否则 , 如 果 xto +audto 不 

在 0 内 , 那么 应 该 将 其 投影 到 Q 中 , 并 将 投影 结果 作为 迷 “7 。 

首先 考虑 一 种 特殊 的 约束 集 ; 
Q= {e@:lk<2j,< uz, i=1,---,n} 

这 种 情况 下 ,约束 集 Q 是 R" 中 的 一 个 * 方 框 "; 因此 , 这 种 形式 的 约束 集 Q 被 称 为 框 式 约 
RR MEA xe R", HPA y=[x] eR’: 

f Li > Uj 

y= min{u,,max{l,,r}}= (a, L<2<cu 
Li, Ti < 1i 

则 点 Lx] Ax BO FWRY, 称 为 投影 算 子 。 注 意 , H[x] 是 0 中 “最 接近 "x 的 
点 。 利 用 投影 算 子 工 , 可 对 前 面 的 无 约束 优化 问题 求解 算法 进行 改进

Administrator
铅笔
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DIE+1) 一 TI [a:‘*) 十 a,d'*)) 

采用 这 种 迭代 方式 , 每 步 的 迭代 点 Y' 2 都 在 0 内 。 基 于 此 , 上 述 算法 称 为 投影 算法 。 
对 于 更 为 一 般 的 情况 , 可 定义 二 到 0 上 的 投影 为 

II[z] = arg min ||z — a|| 

在 这 种 情况 下 ,，H[zx] 也 是 0 中 "最 接近 ”x 的 点 。 该 投影 算 子 仅 在 某 些 特 定 类 型 的 约束 集 
下 存在 明确 定义 , 如 闭 凸 集 ( 见 习题 22. 19) 。 对 于 某 些 集合 Q , 无 法 显 式 求 解 arg min。 如 

果 能 够 明确 定义 投影 算 子 OL, 就 可 以 应 用 如 下 所 示 的 投影 算法 : 

me+I) 一 Tha) 十 o,d™| 

在 某 些 情况 下 , 投影 IT[x] 存 在 明确 的 计算 公式 。 比 如 , 前 面 已 经 给 出 了 框 式 约 束 下 的 投 

影 算 子 。 再 如 , 当 0 是 一 个 线性 簇 时 , 投影 也 有 明确 的 公式 , 这 将 在 下 节 中 讨论 。 通 常情 

况 下 ,即使 明确 定义 了 投影 了 ,计算 某 个 点 x 的 投影 I[x] 可 能 也 并 不 容易 , 很 多 时 候 投 

影 H[xz] 的 计算 不 得 不 采用 数值 方法 ,而 利用 数值 方法 求解 I[x] 本 身 可 能 就 是 一 个 数值 

优化 问题 。 实 际 上 , II[x] 的 计算 可 能 与 求解 原 优 化 问题 一 样 困 难 。 比 如 , 考虑 如 下 优化 

问题 : 

minimize ||z|? 

subject to #2EQ 

很 明显 , 这 一 问题 的 解 可 写 为 HI[0]。 如 果 0e0Q, 则 计算 投影 与 求解 这 一 优化 问题 是 等 

价 的 。 

下 面 以 梯度 法 中 使 用 的 投影 法 ( 见 第 8 章 ) 为 例 进 行 分 析 。 已 知 向 量 - YFxz ) 是 函数 

TEx 处 的 最 快 下 降 方向 。 这 是 无 约束 优化 问题 中 梯度 法 的 算法 基础 , 其 欠 代 公式 为 we 

=x -asVFx )，m 为 步 长 。 步 长 内 的 选择 方式 决定 了 梯度 法 不 同 的 实现 形式 。 比 

如 , 在 最 速 下 降 法 中 , 步 长 为 ws =arg min,. f(a -a Vf(x™)). 

将 投影 算 子 引入 梯度 法 , 可 得 如 下 迭代 公式 : 

pte+1l) — Tia) — a, Vf (a *)] 

这 一 算法 称 为 投影 梯度 法 。 

例 23.1 某 优 化 问题 为 

minimize 52 'Qe 

subject to ||a||? = 1 

其 中 , @ =@T7 >0, 要 求 利 用 步 长 固定 投影 梯度 法 求解 。 

3a. 推导 出 此 算法 的 更 新 方程 ( 即 写 出 %4 人 的 计算 公式 ， 用 Y% 人 9 、@ 和 国定 步 长 a 表 

示 )。 可 假定 在 计算 和 迭代 点 汪 的 过 程 中 , 投影 算 子 的 幅 角 一 直 都 不 会 为 0。 

b. 即使 步 长 w >0 取 任 意 小 的 值 ,， 该 算法 是 否 仍 不 可 能 收敛 到 一 个 最 优 解 ? 

c. 证 明 当 0 <w<L/[Ass(Aus 是 加 的 最 大 特征 值 ) 时 ， 步 长 国定 投影 梯度 法 ( 步 长 为 

a) 收 化 到 最 优 解 的 前 提 是 Xi 与 妨 的 最 小 特征 值 对 应 的 特征 向 量 之 间 不 正 交 ( 假 

定 纸 阵 人 太 不 存在 重复 的 特征 值 ) 。
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解 : 
3a. 在 这 种 情况 下 , 投影 算 子 只 是 将 向 量 映 射 到 单位 圆 上 的 最 近 点 。 因 此 ,如 果 天 0， 

则 投影 算 子 为 II[x] = xz |。 由 此 可 得 更 新 方程 为 

DP(k+1) 一 By. (a _ aQa'*)) 一 BT 一 aQ)a"? 

EYP, B, =1/ 1(T-ag@)xe|( 即 进行 归 一 化 处 理 , 使 得 二 4 的 范 数 为 1,， 满足 约 
REWER), - 

b. PRMABRKRA XR QH-PHERSZ, PAMMHAH RAY =x, Ast, 

如 果 对 应 的 特征 值 不 是 最 小 的 ,那么 算法 显然 将 卡 在 非 最 优点 处 无 法 继续 和 迭代。 

c. 已 知 

z(k+l1) 一 Bk(I 一 aQ)a) 

= Be(E — aQ)(y\ v1 +--+ yw) 
= Bey} (I — oQ)nr +--+ yf (I~ 0Q)vn) 

RA (T-aQ)v,=(1-ad,)v0,, AAMT vee, Ast, 

zt = By(yl (1 — adr )oy + +++ + y)( — an) on) 

这 意味 着 zi =B (1 -ah ， Fry? =p y!? (1-ad,)*, HP B = 8,0. 可 
Hx SBA 

n 

2) => oye, 
一】 

Bey £0, TH 

  
k 

gf -as ye (j=) 
k)” (0 ~~ 0 一 -on on 

W(1-aA,)/(1-aA,) <1(#i>l Ha<I/A,,, UF, A, >A,) THR 

人 

BRERA XM v,, a 

23.3 求解 含 线性 约束 优化 问题 的 投影 梯度 法 

本 节 将 讨论 形 如 
minimize f(a) 

subject to Aw =b 

Aba, Boch, f.R"OR, Ac R™", m<n, rankA=m, beR", BUTBARZ 

Je C' 。 在 该 问题 中 , 约束 集 是 Q = |x:4x =b| 。 约 束 集 这 种 特定 结构 决定 了 可 以 利用 正 交 

投影 算 子 作为 开 ( 见 3.8 节 )。 具 体 来 说 , IH[x] 可 以 定义 为 如 下 的 正 交 投 影 算 子 和 矩阵 书 

( 见 例 12.5) :
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P=1,-A'(AA')'A 

正 交 投影 算 子 刀 有 两 个 重要 性 质 ( 见 定理 3.5) : 

1.P=P"; | 
2.P’ =P, 

除 此 之 外 , 本 节 还 将 用 到 正 交 投影 算 子 己 的 另外 一 个 性 质 , 如 下 所 示 。 

引 理 23.1 veR", 那么 当 且 仅 当 DeR(4T) 时 ,Po =0, NMP) =R(A'), 2b 

s+, SARS vER(P), A Av =0, NMA) =R(P), 

证 明 : 

必要 性 。 易 知 有 

Puo=(T -4 44)-14)m 

=v—A'(AA')"'Av 

eR Pv =-0, VW 

v= A'(AA')~'Av 

Als, ve R(A'), 

KDA, RRA ucR", eHvu=A'u, BMA, F 

Pv =(I,—A\(AA‘')"A)A'u 

= A'u-—A'(AA')AAlu 

=0 

Bat, NP) =R(A'). 

KH, TVLGEW N(A) =R(P), = 

在 无 约束 优化 问题 中 , 点 x* 是 局 部 极 小 点 的 一 阶 必要 条 件 是 YFK(x") =0( 见 6.2 节 )。 
在 仅 含 等 式 约束 的 优化 问题 中 , 拉 格 朗 日 条 件 起 到 一 阶 必 要 条 件 的 作用 ( 见 20.4 节 ) 。 当 
约束 集 为 1x:4x = 五 | 的 形式 时 , 拉 格 朗 日 条 件 可 以 写成 PVF(x?) =0。 

命题 238.1 xx" (ze 了 到") 为 可 行 点 ,那么 当 且 仅 当 "满足 拉 格 朗 日 条 件 时 ， 

PVf(x") =0 成 立 。 口 

iEAA: 4198. 23.1 THe, SAMSVS(x') Ee R(A')H, PVf(x*) =O 成 立 。 这 等 价 

FAA ER”, RAV E(0') +4TA =0 成 立 , 加 上 可 行 性 方程 4X = 入 一 起 ， 可 组 成 拉 

格 朗 日 条 件 。 = 

TIER x egQ 处 , 投影 梯度 算法 的 迭代 公式 为 

a+) — Wie -akVAF(z(9)] 

当 约 束 为 线性 方程 组 时 , 投影 算 子 A) AS P dm: 

Tia — a,Vf(e)} = 2) — a, PV f(a") 

利用 代数 方法 可 以 推出 这 一 公式 (推导 过 程 留 作 习题 23.4), 但 是 从 几何 的 角度 进行 说 明 

更 加 直观 。 在 本 章 所 讨论 的 有 约 东 优化 问题 中 , 向 量 - YA ) 不 一 定 是 一 个 可 行 方向 。 换 
句 话说 , 如 果 x' REBT TTA, 通过 算法 7 =x 9 -asYFxt ) 得 到 的 xx“ 不 一 定 是 可
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行 点 。 如 果 用 一 个 指向 可 行 方向 的 向 量 代替 - YF(xz ) ,可 解决 这 一 问题 。 需 要 注意 的 

是 , 可 行 方 向 的 集合 就 是 矩阵 4 的 零 空 间 N(4) 。 因 此 , 应 该 先 将 向 量 - Yf(x ) 投影 到 
NM 4) 上 。 此 处 的 投影 等 价 于 左 乘 矩 阵 妃 。 由 此 可 得 , 在 投影 梯度 算法 中 , 可 按照 如 下 公 
ee x : 

ztf+D 一 2 _ a, PV f(ar'*)) 

下 面 讨 论 投 影 梯度 算法 的 性 质 。 - 

命题 23.2 ARBERRAAP, wReORTTH, PARA” RRA TITM; 也 

HAM, HEH kSO, BA Ar =d, 口 
证 明 : 利用 归纳 法 证 明 。 假 设 当天 =0 时 ， 结 果 成 立 ; 当前 假设 4x'9 =b, Fi 

Ax"*) =b RZ, EE PVS(x") ENA), Ast, 

Az®) = A(a™ — a, PVF (a2™)) 

= Ax) — o,APV f(a) 

=b 

证 明 完 毕 。 = 

HUES RIA Ae) —PV E(x ) x”, —PVS(x ) PRBS TE Ax =b Hie LAY 
表面 上 , Ex? She PMT Ie, PTA TEA, thx BPR, d BATA || d|| 
=1。j 在 x 处 沿 着 方向 @@ 的 增长 率 为 (VYFKx) ,cd)。 由 于 过 是 可 行 方向 , 故 @ 位 于 AM4) 内 ， 

ARH55 |B 23.1, Ade R(P) =RiP'), Aree v, (kt d =Pv 成 立 , 有 

(Vf(a),d) = (Vf(a),P'v) = (PVf(x),v) 

FH A PGF BL AR SSK] 4G 

(PV f(x), v) < ||PV f(x) |||lv|l 

当 且 仅 当 向 量 " 与 向 量 忆 YAKx ) 处 于 平行 方向 时 , 等 式 成 立 。 因 此 , 向 量 - 己 VYF(x) 是 函 
数 ,/ 在 YY 处 下 降 速 率 最 快 的 可 行 方向 。 

第 8 章 中 已 经 讨论 了 梯度 法 在 无 约束 优化 问题 中 的 应 用 , 此 处 继续 讨论 梯度 法 在 有 约束 优 
化 问题 中 的 应 用 。 假 设 存在 一 个 可 行 的 起 始点 x@ , BY Ax® =b, Ax =x -aPVf(x), 

标量 ws 下 为 步 长 。 根 据 命 题 23.2 可 知 , x 也 是 可 行 点 。 利 用 在 x'(o) 处 的 泰勒 级 数 展开 
kh, HHA P =P’ =P'P, We 

jz —aPVf(2)) = fe) —aVs(a) PV F(a) + ofa) 

= f(a) — all PVF (e) |? + o(a) 

FA, WHR PVS(x) 40, BD x 不 满足 拉 格 朗 日 条 件 , 那么 就 选择 一 个 足够 小 的 a 使 

f(x) <Fxt ) 成 立 , 这 意味 着 x =xt0 -aPVFx'to ) 相 对 于 x'0 更 加 接近 于 极 小 点 。 这 就 
是 投影 梯度 算法 Ye =x —a PVE( xe ) AOR, MRR xO Ax” =b, a, 为 步 

长 。 与 无 约束 优化 问题 的 梯度 法 一 样 ,， 步 长 mw, 的 选择 方式 决定 了 算法 的 性 质 。 如 果 步 长 

小 , 算法 迁 代 进展 较 慢 ,而 步 长 过 大 可 能 会 导致 欠 代 过 程 出 现 锯齿 。 投 影 最 速 下降 法 是 投 
影 梯度 算法 一 种 常见 的 实现 方式 , 其 步 长 w, 为 

ak 一 arg min f(a® — aPV f(a)
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投影 最 速 下 降 法 是 一 种 下 降 算 法 ,因为 每 次 迭代 ,目标 函数 值 都 会 减 小 , 下 面 的 定理 

将 证 明 这 一 点 。 

定理 23.1 设 1xO9| 是 投影 最 速 下 降 法 产生 的 序列 ,如 PVE (xX) 40, 那么 

S(O <f(¥)), 口 

证 了 朋 ; 投影 最 速 下降 法 的 和 迭代 公式 为 

ze+1 — gl) _ a, PV F(a) 

HP, a, 20 是 函数 

和 (al) = f(a) — aPV f(x"*))) 
asd Hm 2, Ast, tt HA aso, A 

br (Ok) < Oe (@) 

利用 链 式 法 则 ， 有 

内 (0) = LE (0) 
=-Vjtz —0PV f(e)))' PV f(a) 
= -Vf (2) PVf(2) 

wt P=P’ =P'P, PVf(x) 40, kA 

(0) = —Vf(@)) "P'PVf(@) = -||PVf(a™)|? <0 

RMRAAH a >0, THA ae(0, a] , IO, (0) >o,(a) RZ, Ast, F 

f(a") = dn(az) < bn(@) < $4(0) = f(a) 

证 明 完 毕 。 = 

在 定理 23.1 中 , WER PRIA A PF EE i ie 22 FB PVF (x ) 40 KR 

BA, WRF k, A PVE xe”) =0 Mor, Aa 23.1 A, OA OR 

拉 格 朗 日 条 件 。 这 一 条 件 可 用 作 算 法 的 停止 准则 。 在 这 种 情况 下 , = x, ORR 

Bf ERR, PVE(x ) =0 实际 上 就 意味 着 Y4” 是 了 在 约束 集 {1x:4x =z| 上 的 全 局 极 

小 点 。 下 面 的 命题 将 证 明 这 一 点 。 

命题 23.3 当 且 仅 当 天 Vf(xz” =0 时 ,点 eE 取 "是 西 函 数 丰 在 约束 集 1x:4x = 上 

的 全 局 极 小 点 。 口 

证 明 : 令 天 (xz) =4x -3; 由 此 可 把 约束 写 为 下 ( 达 ) =0, 这 样 ,就 可 以 把 约束 写 为 常见 

的 形式 了 。 

2% Dh(x) =A, Ast, SARS xX “满足 拉 格 朗 日 条 件 , Xe 了 民 " 是 了 的 全 局 极 小 点 

(U2 22.8), HM 23.1 TH, ¥HMH PVS(x') =0, 满足 拉 格 朗 上 日 条件。 证明 

完毕 。 = 

参考 文献 [78] 中 讨论 了 投影 最 速 下 降 法 在 线性 离散 系统 中 的 最 少 燃料 问题 和 最 小 振 

幅 控制 问题 的 应 用 。
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23.4 拉 格 朗 日 法 

本 节 讨 论 基 于 拉 格 朗 日 函数 的 求解 方法 ( 见 20.4 节 ) , 该 方法 的 基本 思路 是 利用 梯度 

法 在 更 新 决策 变量 的 同时 更 新 拉 格 朗 日 乘 子 向 量 。 本 节 先 讨论 仅 包 含 等 式 约束 的 情形 , 再 

讨论 包含 不 等 式 约束 的 情形 。 - 

针对 仅 含 等 式 约 束 优化 问题 的 拉 格 朗 日 法 

考虑 仅 含 等 式 约 束 的 优化 问题 : 
minimize f(a) 

subject to h(x) =0 

H+, h:R’R”, Bil Ts BA A PAN 

l(w,r) = f(w) +A A(z) 

ef, heC’, FAL(x, A) RRR A RH RSE, 

针对 这 一 问题 的 拉 格 朗 日 法 更 新 方程 为 

2) — 2) _ a (Vf(e™) + Da(2™) TA) 
NED 一 入 (6) + Pyh(a'*?) 

BT WAH, x AY PS BA KT BE x RE ERE, 
AM BR th PPE Be, EELS BA PRT BER ARK. AFOUL 

到 了 梯度 , 因此 , 该 方法 也 称 为 一 阶 拉 格 朗 日 法 。 

如 果 拉 格 朗 日 法 收 敏 , 那么 迭代 点 序列 的 极限 必须 满足 拉 格 朗 日 条 件 。 特 别 的 , 任意 

不 动 点 都 必须 满足 拉 格 朗 上 日 条件。 所 谓 不 动 点 , 指 的 是 某 个 迭代 点 , 在 该 点 下 利用 更 新 方 

程 产 生 的 新 点 与 之 相等 。 在 拉 格 朗 目 法 中 , 需要 同时 更 新 向 量 x%“%… 和 A'”, 因此 , 不 动 点 

应 该 是 一 个 向 量 对 。 如 果 一 阶 拉 格 朗 日 法 收敛 , 那么 其 极限 就 必定 是 一 个 不 动 点 。 这 一 点 

可 以 归纳 为 引 理 23.2, 这 一 引 理 是 显而易见 的 ,此 处 略 去 证 明 过 程 。 

引 理 23.2 对 于 一 阶 拉 格 朗 上 日 算法 ,在 更 新 灶 9 和 从 旬 的 过 程 中 , 产生 的 向 量 对 

(zx 从 裤 是 一 个 不 动 点 ， 当 且 仅 当 其 满足 拉 格 朗 日 条 件 。 口 

在 接 下 来 的 讨论 中 , 用 (xx 47) 表 示 一 个 可 满足 拉 格 朗 日 条 件 的 向 量 对 ,假定 

L(x*, A 7) >0, 同时 假定 x “是 一 个 正则 点 。 利 用 这 些 假设 条 件 足以 证 明 算 法 是 局 部 收敛 

的 。 为 了 描述 方便 , 认定 和 有 为 常数 , 分 别 用 w 和 有 表示 。 

定理 23.2 对 于 一 阶 拉 格 朗 日 算法 , 当 aw 和 有 足够 小 时 , 存在 (X", A) 的 一 个 邻 域 使 

AFR (x, AM) LEAR ABA KI ea EY HEB RIK (x, A‘), 口 
证 明 : 对 x 和 从 进行 适当 的 缩放 ,可 以 保证 以 上 假设 条 件 成 立 ， 更 新 方程 的 步 长 也 可 

以 适当 调整 。 因 此 , 不 失 一 般 性 ,可 认为 B=a。 
为 了 描述 方便 ,首先 引入 一 些 特定 的 符号 。 对 于 向 量 对 (Y, A) , Swalx AV RE 

向 量 和 从 组 成 的 多 +714 维 向 量 ; 同样 ,可 以 按照 类 似 的 方式 定义 1 =[x™, AT] fo
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wr=(x", A)", 2H UR" OR”, 

ute) = [Fargas Dm 
由 此 , 拉 格 朗 日 算法 可 重 写 为 

wt) — Uw) 

HE, TH lw" -w "| A lw -w || AF, | :外 表示 常用 的 欧 氏 范 数 。 由 定理 

23.2 FFo, wi =[x, AT) 2w"*? =U(w™) H-AZAL, At, F 

loe — w* |] = JU (w) — U(w")|| 

A> DU Ri OU (FER) EHR: 

pu) = 1+0 | Ee» —Phle)™ 
HP ee ( LEE G.9), TH 

U(w"*)) — U(w*) = G(w)(w) — w*) 

EY, 2K E(w” )BHHANSEEU £#HR Ww” few HRRLHRLERKRE, HAH 

56 EER DU EREEHA, HD OR—-17, RTREMARTERR-H), BFA 

边 同时 取 范 数 ,， 得 

let) - DG)ls1GGoe)llaoew — w" |] 

综 上 可 得 

||w*) — w* || < ||G(w™)|||2o — w*|| 

TVET LBD a>0, A || DU(w’)|| <1, 这 一 结论 来 自 于 参考 文献 [11] 的 

4.4 节 。 令 

—L(x*,X*) —Dh(a*)™ 

“= DR) o 

RAT DU(w") =L+aM, Ast, 为 了 证 明 上 述 结论 ,必须 证 明 及 的 所 有 特征 值 都 位 于 复 

平面 的 左 半 平面 中 。 
对 于 任何 复 向 量 引 ， Hy RELLAMH HE (RERKHAR), FR YREER, 

和 为 栖 的 一 个 特征 值 , zg =[xT, AI] 40 AR RHEE, A Rw Mw) =R(A) 

lo 1 2 根据 于 的 结构 易 知 _ 

R (w! Mw) = 一 只 (ET 和 )z) — Rw" Dh(w*) A) + R(AH Dh(a*) ax) 

= —R(at L(a*, X*)a) 

WGA L(x", A*) >0 TH, wWRAXAO, MA R(X"L(x', Ax) >0, HLTH, oo 

Rx ake, MARA) <0, FEA x ER, 

Rikx-0, Awe M HEE, KAA Mw =Aw, FH w Han HA 

#, A Dh(x’)'A=0, Bx HENERRTH,A=0, XHw~OHRRF HR, Att, 

eZ x X~O, RRR T REAM, PAT RBM a>0, || DU(w’) | <1 Xz,
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基于 这 一 结论 ， 可 以 选择 合适 的 常数 尹 >0 和 <1, RASTHABR lw —w' <7 
Hw=[x',A']', A || E(w) || SK(22 TYRE DU HPRAMERAHG HH) , 

假设 | zf —w' | <n, 41M 2AM, SA RSO, A | w-w' || <n% 
pw? —w* <x |lw-w* || RS, PR wo” YAR MIRE KS w* HAH, 

当 太 =0 时 ,结论 成 立 ,， 因 为 由 假设 可 知 | w-w'* | <n, HLA 

Jw — w* || < |G ao) |||} — w* || < |] — w* | 

假设 结论 对 于 无 也 成 立 。 这 意味 着 | E(wW™) | <eo 而 
at 一 ao < E(w) ||| wO — w"|| < lo 一 ao 和 7 

LER || G(w"*”) | <K, wot TH 

Jw?) — wll < ||G(w**))||/wFtY — wl] < K|lw%tY — w* | 

即 结论 在 处 +1 时 也 成 立 , 证 明 完 毕 。 = 

EET ASR EAC Td ea is BA 

考虑 含 不 等 式 约束 的 优化 问题 ; 
minimize f(a) 

subject to g(x) <0 

KH, g:R"-R’, 该 问题 的 拉 格 朗 日 函数 为 

(x, 4) = f(#) + p' g(x) 

GES, ge C*, L(x, wm) RAND A eR SEE, 

求解 该 问题 的 拉 格 朗 日 算法 为 
zk+I) 一 Ce) _ ar(V F(a) 十 Dg(zto) 7TACD) 

ALk+I) 一 [Re 十 DBkg(zt5)]+ 

其 中 ,[ .] ,=max|i ,0}1( 针 对 每 个 元 素 进行 操作 ) 。 和 上 一 小 节 一 样 , 关于 x42 的 更 新 

方程 是 一 种 梯度 法 ,能够 使 得 拉 格 朗 日 函数 关于 自 变 量 x 极 小 化 。 而 A% 的 更 新 方程 是 一 
种 投影 梯度 法 ,能够 使 得 拉 格 朗 日 函数 关于 自 变量 Aw 极 大 化 。 采 用 梯度 投影 法 的 原因 在 于 

KKT 乘 子 向 量 必须 是 非 负 的 。 

如 果 算 法 收敛 , 那么 迭代 点 序列 的 极限 就 必须 满足 KEKT 条 件 。 与 上 一 小 节 类 似 , 此 

处 也 引入 不 动 点 的 概念 来 解释 这 一 结论 。 下 面 给 出 引 理 23.3, 由 于 该 结论 显而易见 ,此 处 

略 去 证 明 过 程 。 

引 理 23.3 ”对 于 拉 格 朗 日 算法 ,在 更 新 YY 和 He” 的 过 程 中 , 称 (YA ) 为 不 动 点 ， 

当 且 仅 当 其 满足 KRKT 条 件 。 口 

和 上 一 小 节 类 似 ，(* " 表示 一 个 可 满足 KKT 条 件 的 向 量 对 。 假 设 世 (YA 7) >0, 同时 
假设 x "是 正则 点 。 利 用 这 些 假 设 条 件 就 可 以 证 明 算法 是 局 部 收敛 的 。 将 os 和, 当 作 常 数 (与 
大 无关) , 分别 用 a 和 表示。 下 面 分 为 两 个 阶段 来 分 析 拉 格 朗 日 算法 的 性 能 。 在 第 1 阶段 ， 
“不 起 作用 "约束 条 件 对 应 的 乘 子 在 有 限 的 时 间 内 减 小 到 零 , 此 后 一 直 保持 为 零 。 在 第 2 阶段 ， 
x'% 开始 和 迭代 “起 作用 的 ”约束 条 件 的 乘 子 至 少 以 线性 的 速度 收敛 到 各 自 的 解 。
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定理 23.38 对 于 拉 格 朗 日 算法 , 当 aw 和 有 足够 小 时 , 存在 ( ,天 的 一 个 领域 , 使 得 

如 果 (Xt0 ,HS ) 在 此 邻 域 中 ， 那 么 (1) 不 起 作用 约束 条 件 的 乘 子 在 有 限 的 时 间 内 减 小 到 

零 , 此 后 一 直 保 持 为 零 ; (2) 算 法 至 少 以 线性 速度 收 笃 到 ( pw), 口 

HERA; 与 定理 23.2 的 证 明 过 程 类 似 , 对 和 左 进 行 缩 放 处 理 , 保证 上 述 假设 成 立 ， 可 
以 改变 更 新 方程 的 步 长 。 因 此 , 不 失 一 般 性 , + B=, 

采用 和 上 一 小 节 中 同样 的 记号 ， 对 于 向 量 (YY ,AM) , Sweal(x' pw | Rex ops 
SBR (n+p) Hat, ERAUNAA, THMEL w™ =[x 7, pO] Few = 

[x ml’, ZRH U: 

fp + ag(x) 

  

ast, TL aRH OO. 

_ 全 
TI[w] = ia. 

w'*+1) 一 TU (w'*?)} 

AAT ARASH | wa=l[x', w]e SO} LORY, PAT ZAP RRA ( LESH 

[12] #5 4r403.2), RBA || M(v) -M(w) || <|lv -w || . 

可 以 将 ‖ zt -到 ”| 用 | 到 多 -可 "下 表示， | 表示 常用 的 欧 氏 范 数 。 由 引 

#2 23.37%, w'=([x" pw] kw) =U w™) H-t RASA, Att, OT HAT 

张 性 可 得 

这 样 ， 更 新 方程 可 重 写 为 

jew) — wy? || = TU (w))] — TO (w*)I|I 

< ||U(w) — U(w*)|| 

4 DU RR U h(E) FH 

一 —D T 
DU(w) =I +0 Dole) ate) 

由 中 值 定 理 ， 可 得 

U(w")) — U(w*) = G(w)(w™ — w") 

EP, OE G6 wo” )#HHAHEERU AHR W” fw’ HRARELMREERKKE, 得 到 的 
SIE EH DU 需要 注意 的 是 ,在 DIU 的 每 一 行 , 进行 求 导 的 点 可 能 都 不 一 样 ) 。 在 等 式 两 

边 同 时 取 范 数 ， 可 得 

| (w)) — Uw") < |E(w) || 一 ao 

由 此 可 得 

[lw — wl] < Gote)ilaoc — w* | 

Rg kg PEK ROR MAREA( HATA Gg H—-17), 9, KRG POR 
他 约束 条 件 [ 由 于 ZENA, &eDg,(x") BR), ST KKT HFp, HHPAARAT
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量 K 和 Hz ， 分 别 对 应 起 作用 约束 和 不 起 作用 约束 (注意 :pz =0 为 % 处 对 应 的 不 起 作用 

约束 的 KKT 乘 子 ,为 零 向 量 ) 。 令 za =[z ,Ha ] ， 

xz —a(Vf(2) + Dg, 四 人 
Ua(wa) = | A4 十 aga(Z) 

可 得 
一 T 

DU4(wa) =I +0 ewe Paste) | 

AA PAS, OE EB U (Ww) -U, (wi) =G,(w® )(w —-w; ) X24 G,, 

下 面 从 和 4 个 论断 入 手 ， 完 成 本 定理 的 证 明 。 
论断 1: 对 足够 小 的 w>0，| .DPI  )|‖<1 成 立 。 

证 明 过 程 与 定理 23.2 的 证 明 过 程 类 似 , 此 处 不 再 给 出 证 明 过 程 。 

论断 1 成立， 意味 着 可 以 选择 合适 的 常数 人 >0、5 >0 和 Ki <1, 使 得 对 于 所 有 满足 

|| w-w* || <n 4 w=[x', pe"), AI @,(w,) || SKF g(x) 过 -5e 成 立 ， 其 中 , e 是 所 
BAEMALHAE, REX |GE,(w,) | SK, TAFE 1 AR DU, (+) PRM 
出 ; at, wt g(x") 和 0 (x "处 的 不 起 作用 约束 ) , 故 有 不 等 式 gi(xY) <- Se, 

4 «x =max} ||G(w) ||: ||w-w" || <n), «£441, 6, TH KH=1; Re >0, 

AE ck? <n, SAVAGE BIRR, AREAS COOK, BREAVHAUAUFT O, 

为 便于 推理 ,可 假设 ku =seV(as) 是 整数 ; 否则 ,用 大 于 它 的 最 小 整数 代替 e/(a8)( 即 对 
e/(a5) 进 行 圆 整 处 理 ) 即 可 。 

-在 接 下 来 的 证 明 中 , 令 妈 们 满 足 ‖zp( 人 0 -到 “| <e, 
论断 2: 当天 =0，…，1 时 ，|z -w* | <n, 

BAA) A a ede Hh || ww -w' || <ex*( Sk<k Hh, HERA). 无 =0 时 ， 可 得 

|| wo -w* || Sezer RS, RK || w”-w'* || Sex*H TRA K<kK HRS, HB \lw'*? 

-w* || < | G(w™) | | wo -w" | # || w-w" | <n, TH 

Iw — wl] < |G(w™)|||_w% — w* || < K(en*) = ex** 
由 此 可 知 ，| wo" —w" || <ex*tF k=k, em, 

WES: SK=0, ---, ky Bt, wl? Mk PAE, Be = 0( 等 于 Ai )。 

weet 2 Tee, HHA KHAO, --, ky, ga(x) <- Se RZ, Ak, Sk<k, HW, A 

wy? = [wy + agale™)]+ 
< [ws — ade], 

k < pi” 

非 增 单 调 性 得 证 。 

接 下 来 证 明 Ali) = 0 。 假 设 对 于 某 个 不 起 作用 的 约束 1 存在 Hi >0。 根 据 上 面 的 非 

增 单 调 性 可 知 ， 当 天 =0,，…， 1 时 ,Ho >0,， 因 此， 

ur) 一 Ho 一) 十 agr(z(ko-D) 

ko—-1 
0 = p+ 》 agi(a?) 

k=0
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ARE 2 Tho, HHA K=O, --, ky -1, g(x) < -8 RL, Ash, Ap” <e —kyod 
<0, RHWMHHKHAFTAY, 

最 后 , 证 明 论 断 4， 完 成 定理 的 证 明 。 

M4: SkESK BM, Ap? = 0 =p, | wit? -wi || <«, | wP -w; | # 
| ow -w* || <nks., 

利用 归纳 法 进行 证 明 。 当 无 = 各 时 ,根据 论断 2，| zt -w’ || <n RZ; RBH 
3, Tp = 0 。 因 此 , 有 

wht? = U4 (wh) + aDgg(w))T pO) = IDa(ogo))] 
OF pi =0, Ast, TAKE wi =T1[U,(wi)) XA, Ast, 

[wr — aw5 || = |[TT[U4 (ww °?)] — THU (w3)]| 
< ||U4 (wi) - CTa(aos) 
< ||Ga(wY?) {Iwo — wi | 

wt | wow -w' | <n, KA | G,(w) | <«,. We TRH || wh? -wi || < 
ka | wh -w; 人。 

BY KS KA, eA MS, Wt g,(x™) <- be, 

BS) = (p®) + ag;s(2)],. < [0 - ade], =0 
Pep = 0 ,由 此 可 得 

wy?) = MUa(wy?) + aDga(e*?) we”) 
= T1[Ua(wy"*”)] 

RANE kak, HHA MEM, TF || wi?) _wi || <x, || wo"? -w; ll. & 

后 , 有 

jw 2) — ay |] = Ife) — wil] < xallwl’ — will <n 
WK, <1, Ast, CHA Ww EVAR KAS we, a 

上 述 证 明 过 程 源 于 参考 文献 [ 25] 。 关 于 拉 格 朗 日 算法 的 实际 应 用 , 如 在 传感器 网 络 
的 分 布 式 速率 控制 中 的 应 用 , 可 参见 参考 文献 [24, 25, 93] 。 

23.5 罚 函 数 法 

考虑 一 般 形 式 的 有 约束 优化 问题 
minimize f(z) 

subject to #2EQ 

本 节 考 虑 利用 无 约束 优化 问题 的 求解 方法 来 求解 该 问题 。 具 体 而 言 , 就 是 将 有 约束 优化 问 

题 近似 处 理 为 如 下 的 无 约束 优化 问题 ; 
minimize f(x) + yP(x) 

其 中 , ye 了 及 是 大 于 零 的 常数 , 已 :了 "一 了 及 是 给 定 函 数 。 求 解 该 无 约束 优化 问题 ,把 得 到 的
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解 近似 作为 原 问题 的 极 小 点 。 常 数 y 称 为 惩罚 因子 ,函数 P(x ) 称 为 罚 函 数 。 下 面 给 出 罚 
函数 的 正式 定义 。 

定义 23.1 对 于 上 述 有 约束 优化 问题 ， 如 果 满 足下 列 3 个 条 件 ， 则 称 函 数 尸 :了 "一 ' 阴 

AT BK, 

1. 已 是 连续 的 ; 

2. SA xe R", P(x) 20 KS; 

3. P(x) =0, SARS wx 274A (PP xe Q), a 

显然 , 为 了 使 得 无 约束 优化 问题 能 够 很 好 地 近似 有 约束 优化 问题 ,必须 选择 合适 的 罚 

函数 己 。 罚 函数 的 作用 在 于 对 可 行 集 之 外 的 点 进行 “惩罚 ”。 

下 面 讨 论 如 何 选择 罚 函 数 , 考虑 有 约束 优化 问题 ， 

minimize f(a) 

subject to gi(#) <0, i=1,---,p 

其 中 , f:R"R, g,:R"OR, i=1,--, 2D。 仅 考虑 这 种 类 型 的 优化 问题 ( 只 包含 不 等 式 约 

束 ) 是 没有 问题 的 ,因为 等 式 约 束 严 (*) =0 就 等 价 于 不 等 式 约束 h(x) |? <0( A 

题 21.25) .对 于 上 述 约束 问题 , 一 种 很 自然 的 做 法 是 利用 约束 函数 9 ，…, 9 来 构造 罚 函 

数 己 , 一 种 常见 的 构造 方式 为 

Pa = at @) 

其 中 ， 

0， gi(z) 和 0 

ota) = ms. 5089)= {Po gi(e) > 0 
OPT PRR A 8 HT TT PR, AAD lg, (x) 1, SPREE x PATA EAN 

RARE OR A, Fa et BF AAS A AY Ty eR ETT AR 

$23.2 B40 9,, 9.:ROR PNA g,(x) =” -2 Fr g,(x) = -(H4+1)*, |aeR: 

9,(£) <0,9.(4) SO} FEL TAKER -1,2), HHR—-MM, TRRwPH 

Bie g*: 

atte) =maxfo.ney= {0 sue, 
十 _ _ 0, r= —1 wie) morte) = {0 yn ne 

TFET he PH 

x—2, xr>2 

P(x) = gf (x) + gf (x) = 40, -l<a<2 
—(2+1)3, «2<-l 

函数 g+ 如 图 23.1 所 示 。 2
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绝对 值 罚 函数 在 满足 g,(z) =0 的 点 上 P(x) 
可 能 不 是 可 微 的 , 比如 , 例 23.2 中 的 罚 函 数 己 
TER 2 =2 hE A RN ER PHA a= -1 

  

处 是 可 微 的 ) 。 因 此 , 在 这 些 情况 下 , 不 能 使 

用 涉及 求 导 的 优化 方法 。 库 朗 -贝尔 特 拉 米 9200 gi(x) 

(Courant-Beltrami) 罚 函 数 能 够 确保 罚 函 数 

可 微 ; + 0 2 “x 

Pla) => (a (@))? 图 23.1 例 23.2 中 的 9 
i=l 

在 接 下 来 的 讨论 中 , 不 假设 罚 函 数 已 的 具体 形式 , 仅 假 设 已 满足 定义 23.1 中 的 3 个 

条 件 。 
利用 罚 函 数 法 求解 有 约束 优化 问题 需要 构造 并 解决 相关 的 无 约束 优化 问题 , 并 把 无 约 

束 优化 问题 的 解 作为 原 约束 问题 的 解 。 当 然 , 无 约束 优化 问题 的 解 ( 近 似 解 ) 不 可 能 与 约 

束 问题 的 解 ( 真正 解 ) 完 全 一 样 。 无 约束 优化 问题 的 解 是 否 近似 于 真正 解 ,取决 于 惩罚 因 

子 y 和 罚 函 数 已 。 SHAT Y BAK, 违反 约束 的 点 受罚 更 重 , 近似 解 就 与 真正 解 越 接近 。 

理论 上 , 当 惩 罚 因 子 一 oz 时 , 罚 函 数 法 得 到 的 就 是 有 约束 问题 的 真正 解 。 在 本 节 的 后 半 

部 分 , 将 对 罚 函 数 法 的 这 种 性 质 进行 分 析 。 

例 23.3 考虑 问题 : 
minimize zTIQc 

subject to |{x{|? = 1 

KP, Q=Q' >0, 

a. 利用 罚 函数 P(Y) = (|z | -1) 和 惩罚 因子 yY， 写 出 原 问 题 对 应 的 无 约束 优化 问 

AA, RAP HRM x UL TR A 

b. HERA T4AET Y, x ae Q HY — PELE; 

c. AY Yow at, |x, |? -1=O0(1/y). 

解 : 

3a. 可 构造 相应 的 无 约束 优化 问题 : 

minimizez @Qz 十 Y(lz2 一 1 

b. 根据 极 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 ， 可 得 ,满足 “ 

2Q2, + 4y/\lary||? 一 Day=0 
整理 可 得 

Qe, = 27(1 — ||e||’)ey = Aya, 

KP, ARSE, Ath, x, RQH-PHHEME, (5H) 20.8 —K,) 

c.A, =2y(1- Ix, Il?) SAgaes Am QO ORAL, Ast, Fyrom at, |x, | 2 

-~1=-A,,,/(2y) =O(1/y) 6 7
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下 面 分 析 一 般 意义 下 的 罚 函 数 法 。 在 分 析 之 前 , SIA HAS MICK. Ax’ Ra 

优化 问题 的 一 个 解 (全 局 极 小 点 ) 。 己 为 此 问题 的 罚 函 数 。 对 天 =1, 2,…, Oy, eRE— 

个 给 定 的 正 数 。 定 义 伴 随 函 数 g(y，，… ) :及 "一 及 : 

qz:Z) = jz) + P(x) 

WEE k, 都 可 构造 一 个 伴随 的 无 约束 优化 问题 ; 
minimize q(7r,@) 

Fx Bem a(y,, 2) BDA. FAY S| Bah T AAR eS RR OR A 

之 间 的 关联 关系 。 

引 理 23.4 假设 1y,| 是 一 个 非 减 序列 ,， HTK, Ay, <4. BA, HTEEL, 

下 列 不 等 式 成 立 : 

Le g(yep1,@*) > ale, 2); 
2. P(w*t)) < P(e), 

3. f(a) > f(2™); 

4. f(a") > ale, 2) > fie), 口 

证 明 : 先 证 明 第 1 个 不 等 式 。 结 合 g 的 定义 ,加 上 |7y 中 是 一 个 非 减 序列 ， 可 得 

gp et) 一 (ztD) 十 THIP(etD) (erD) + P(t) 
RAAXK ZR aly,, x) MRD, RA 

ae) = fie) +%.P(e™) < fet) + Pw) 

由 此 可 知 , 第 1 个 不 等 式 得 证 。 

HEF RIED RANKER, BAX” fox’ PMA (7, X) FP Qi, X) MRD 
点 ， 所 以 有 

ayn, 2”) 一 jet) 十 v4 P (a) < je(k+D) 十 4, P (a+) 

Yes, B°FY) = fe) + year P(e!) < f(@™) + Ye11 P(e) 

将 这 两 个 不 等 式 相 加 ， 可 得 

TkP( 人 0) + er POY) <4 P(@™) + PE) 
整理 可 得 

(HT 一 斋 )P(ztetD) < (Ye41 — 1) P(e) 

Cy SVs OR Vea > Yes MPR) SP(CeO) RA; ORY HM, WHY = 
x, Asta P(x") =P(x™), Libtety, BA P(x?) <P(x™), 

EMP SARER, BAX? Ra(y,, x) MMRDA, KA 

are, 2) = fe) + Pe) < fe) + P(e) 
整理 可 得 

fe) > fe) + (P@™) — P(e) 
a BAe P(x) —P(x“') 20, Gary, >0, Ast, TH 

f(@®) > f(a)
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BRE, EARARREX, BAX Zaly,, x) MRD, KA 

f(a") + %eP(@") > ale, 2) = f(a@) +4P(a™) 

因为 % "是 有 约束 优化 问题 的 极 小 点 ， 故 有 P(XY”) =0。 因 此 , 有 

f(e") > f@™) + wP(e™) 
AA» P(x”) 20, y,20, A 

f(a") =a. 2) > fw) 
证 明 完 毕 。 a 

利用 这 一 引 理 可 以 证 明 以 下 定理 。 

定理 23.4 目标 函数 J 连续 ， 当 ji 一 o 时 ,yi 一 o 。 那 么 , 序列 1x@9 | 的 任意 收 敏 子 

序列 的 极限 是 约束 优化 问题 的 一 个 解 。 口 

证 明 ; Hef | 是 序列 1x 人 2 的 一 个 收 化 子 序 列 ( 关 于 序列 和 子 序列 的 讨论 ， 参 见 

5.1%) (x | MRR A &, Wa] 23.4 He, PA G(y,, x )| ZAEAMH, LALF 

A f(x), Bist, Pl la(y,, x”) | FAME Qg* =lim,g(y,, xX”), LHR g* <f(x') 

(LEH5.3), BR SBR, Rs) 23.4 THA Si x’™) <f(x'), HU 

AAR LSC) | Alay HO) | ABS, PAAR fy, P(e) | = (yw 

6) ) — fe) | dene oe, BL 

jim Ym, P(@™) = 9° — f(@) 
3 8 23.4 se, PS P(x™)| SAE, HREFRAO, Ast, |P(x™) | ea ARK 
SRZIHS.3), WL P(x) | KH, AAMAKRTAR, y,, 70, KA 

Jim P(e) = 0 

根据 书 的 连续 性 可 得 

0= lim P(a'™)) = P (tim. ar] = P(é) 

Ak SATE, HO CBRH S(x") SSK), AHS LAAHREKM MHD, 

a 

如 果 进 行 无 限 多 次 极 小 化 计算 , REET y, + 00, 那么 定理 23.4 能 保证 任何 收 

敛 子 序列 的 极限 都 是 有 约束 优化 问题 的 极 小 点 x ” 。 显 然 , 这 一 定理 在 实际 应 用 中 是 受 限 

的 。 实 际 上 , 利用 罚 函 数 法 求解 无 约束 优化 问题 的 最 优 解 时 ,期 望 只 通过 一 次 极 小 化 计算 

便 可 求 得 最 优 解 ,进而 得 到 原 问 题 的 最 优 解 。 换 名 话说 , 在 7 >0 为 一 个 给 定常 数 的 情况 

下 , 通过 求解 伴随 的 无 约束 优化 问题 [ 最 小 化 Kx) +yP(x)], 获得 原 问题 的 精确 解 。 可 
以 证 明 , 这 的 确 是 可 以 做 到 的 , 这 种 情况 下 的 罚 函 数 称 为 精确 的 罚 函 数 。 但 是 ,精确 的 罚 

函数 要 求 是 不 可 微 的 "1 ,请 看 下 面 的 例子 。
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例 23.4 考虑 优化 问题 : 
minimize f(z) 

subject to zx € [0,1] 

其 中 , Fr) =5-387, ZR, RKRA vw" =1, 

ANAT BRERBILE RM, RED SRPAAR a -LKATMH, AANKETE 

[0,1], A P(x) =0, RP'(x") =0, Sg=f+yP, MATEEARH y>0, Ag'(x’) = 
f'(2’) +yP'(2') 40, Bib, c =1 KERALA Ag HMLERH, PRAHA 
罚 函 数 。 = 

HALIM AY a, BY UE BAA Fi] PT A EE, 

命题 23.4 考虑 问题 : 

minimize f(x) 

subject to ZE 

KP, OCR AGR, RRA x EF OMURL, HEX KRAA-ATHA AA ABR 

d'Vf(x") >0, WRPRHAT DH, MAPEX HAART AMH, 口 

证 明 : 利用 反 证 法 进行 证 明 。 假 设 书 在 % "处 是 可 微 的 ,因为 对 所 有 wegQ 有 Pr) =0， 

所 以 @T TVP(z ) =0。 令 g =F+yP, 那么 对 任意 有 界 的 y >0, 有 好 TVg(Y ) >0 成 立 ， 这 意 
味 着 Vg (YX ) 天 0。 因 此 , “不 是 g 的 局 部 极 小 点 ， 说 明王 不 是 精确 罚 函 数 。 国 

注意 : 如 果 没 有 w YARx 7) >0 的 假设 , 那么 命题 骂 .4 的 结论 就 不 成 立 。 比 如 , 对 于 一 个 

凸 优化 问题 , 满足 YFKx ) =0, 选择 一 个 可 微 的 罚 函 数 己 , 很 明显 , 有 Vg(xz 7”) =VFxz 7) +y7VP 

(xD) =0 成 立 。 在 这 种 情况 下 , 尽管 函数 尸 可 微 , 但 显然 是 一 个 精确 罚 函 数 。 

本 章 旨 在 讨论 罚 函 数 法 的 基础 知识 。 关 于 不 可 微 函 数 的 优化 问题 的 深入 讨论 , 可 参见 

参考 文献 [38] 。 参 考 文献 [ 11, 96] 深入 探讨 了 罚 函 数 法 , 包括 不 可 微 的 精确 罚 函 数 问题 。 

这 些 文献 还 讨论 了 可 微 的 精确 罚 函 数 问题 , 这 些 内 容 已 经 超出 了 本 章 的 范围 。 

习题 

23.1 考虑 有 约束 优化 问题 ， 

maximize f(x) 

subject to |lz|| = 1 

其 中 , Kx) = 坪 xTQx,，@ =@T。 请 用 步 长 固定 投影 梯度 法 求解 ,迭代 公式 为 

oF) Tae) + oV f(a) 

Fh, a >0, MRRRYH, XW M(x] =arg min, gl z-x |, OBA, 
a CA x40, 试 求 出 H[x] 的 公式 (关于 xy 的 显 式 表达 式 ) ; 

b. 在 接 下 来 的 问题 中 , > 

1 0 

9 | 
试 求 该 优化 问题 的 解 ;



23.2 

23. 4 

23.5 

23. 6 
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c. iz y =a” /a hb) ， 试 推导 出 yD SF y® 和 a 的 表达 式 ; 

d. (it 23° #0, 试 用 问题 b 和 问题 ec 的 结果 证 明 , 对 于 任意 wa >0, x 人 收敛 到 该 优化 问题 的 某 个 解 
( 即 算法 能 够 正常 运行 ) 

e. 在 问题 d 中 , 如 果 允 " =0, 结果 又 会 如 何 ? 

考虑 如 下 问题 : 
minimize f(x) 

subject to we 

AP, f(x) =c xce 展 "是 已 知 的 非 零 向 量 (线性 规划 是 该 问题 的 一 个 特例 ) 。 拟 使 用 步 长 固定 投影 

梯度 法 
ZE+1) 一 Ta — Vf (2"™))) 

RUA. JOP, UES) O LASSE UTHER y, Ly] =arg min, 4 ly > (I? 
是 唯一 的 ) 。 
a、 假 设 对 于 某 个 上，x*' 是 该 问题 的 全 局 极 小 点 。 此 时 是 否 必然 有 te =xt9? 详细 说 明 原因 ; 
b. 假设 对 于 某 个 友 ， ze 和 =x 号 成立。 那么 , x 是 否 必 然 是 此 问题 的 全 局 极 小 点 ? 详细 说 明 原 因 。 

考虑 优化 问题 ， 
minimize f(a) 

subject to 2 ED 

FP, (ROR, feC, Q=[-1,1]’ =|x¥,-l<z,<1,i=1, 2), SBR RH FRE 

a+) — Tet) — a, Vs(2™)] 

RAR, HP, ESO LMA, a, =arg min, , f(x -o Vix ) ) 。 请 证 明 如 下 结论 ; 

4 AA x BRR ET, OY =x RT, 

Sy Bh OL EAT EA 

a x” 2 O MALA; 

b. xY 2 O 的 边界 点 。 

fia. HPS: (Dx BA; (ii)x” REBA, MPFR), AA” = 

[1, 1 下 结论 成 立即 可 ; 对 于 情况 (ii) , 证 明 xs ix:z =1，-1<2a <1 直 下 结论 成 立即 可 。 

EAcR™*, m<n, rankA=mfMbeR", EX O=}x:Ax=b}, x, 60, MILAM ER y 

eR", @ 

II[zo 十 切 = zo + Py 

其 中 , P=T-47(447) :4。 
提示 : 利用 习题 6.7 和 例 12.5 的 结果 。 

PABLSR" OR W(x) = 5x" Qx -x"e, HP, Q=Q" >0, 求 解 函数 了 在 1x:4x = 中 1 上 的 极 小 值 , 4 < 

Rn ,me <m, rank 4 =7p。 试 证 明 , 在 这 种 情况 下 , 投影 最 速 下 降 法 的 更 新 方程 为 
k)T k at og) 9 TP paw 

go) PQPg*) 

其 中 ， 
g® = VF (a2) = Q2") ec 

P=I1,-A'(AA')"'A 

考虑 优化 问题 ; 

minimize slel? 

subject to Aw =b 

Hh, AcR™", men, rank A=m, tif, WRX” «{x:Ax=b|, BARB HR PRA —+ RI
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23.7 

23.8 

23.9 

23. 10 

23. 11 

可 收敛 到 最 优 解 。 
试 证 明 在 投影 最 速 下 降 法 中 , 对 于 任意 上 大， 有 
a. gt") Pg <0, 

b. fey FY — Epp O_O TE 

考虑 优化 问题 : 
minimize f(z) 

- subject to ze 

其 中 , DCR"。 如 果 使 用 罚 函 数 法 求解 此 问题 ， 需 要 构造 并 求解 一 个 伴随 的 无 约束 优化 问题 ,其 罚 函 
数 为 已, 惩罚 因子 y >0。 

a 写 出 伴随 的 无 约束 优化 问题 ， 罚 函数 为 已 , 惩罚 因子 为 y; 

b. 设 x "为 有 约束 问题 的 全 局 极 小 点 , ?为 伴随 的 无 约束 优化 问题 ( 问题 a 中 已 给 出 ) 的 全 局 极 小 点 。 

证 明 如 果 x 0, W(x") <f(x"), 

利用 罚 函 数 法 求解 优化 问题 : 

minimize zt 十 273 

subject to zl 十 zz 一 3 

提示 : FAT) BRK P(x) = (a, +a -3) 。 要 求 必须 求 出 精确 解 而 不 是 近似 解 。 
考虑 如 下 简单 的 优化 问题 ; 

subject to r2a 

其 中 ,ae 恨 。 试 用 罚 函 数 法 求解 此 问题 ， 且 罚 函 数 为 

P(z) = (max{a~ z,0})? 
( 库 朗 -贝尔 特 拉 米 罚 函 数 ) 。 给 定 es >0, 找到 惩罚 因子 y 的 最 小 值 , 使 得 罚 函 数 法 求 出 的 解 距 离 该 问 

题 的 解 不 超过 e(e 可 认为 是 预期 的 精度 ) 。 

考虑 优化 问题 : 

minimize sll? 
subject to Ar=b 

其 中 , 4 了 "六 ER Ms，rank4 = yx "为 该 问题 的 解 。 如 果 使 用 罚 函 数 法 求解 该 问题 , 且 

罚 函 数 为 

P(a) = ||Ax — ||? 

设 x, 为 对 应 的 无 约束 优化 问题 的 解 ,该 无 约束 优化 问题 的 惩罚 因子 为 y >0, 即 *; 是 如 下 问题 的 解 ; 

minimize lzl2 + |x — bl? 
a. 已 知 

A=[1 1], b=[I] 

TATE, 4 yoo lt, xf BIA AR ELIA He x” ; 

b. TERY yooh, Axx", 

fin, FETEIEZCEM Ue R™ "AV eR", 使 得 

A=U|Ss,O|V' 

S = diag ( \/\(AA"),---,\/Am(AA") (v Vantaa") 
是 对 角 和 矩阵 , 且 对 角 元 素 是 44 特征 值 的 平方 根 。 

这 一 过 程 称 为 奇异 值 分 解 ( 见 参 考 文献 [62] 的 第 411 页 ) 。 

其 中 ，
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24.1 引言 

如 果 某 个 优化 问题 只 包括 一 个 目标 函数 , 则 称 为 单 目标 优化 问题 。 但 是 , 绝 大 多 数 工 

程 实际 问题 需要 设计 者 同时 处 理 多 个 目标 ,而 这 些 目标 之 间 往 往 存在 冲突 , 即 改进 一 个 目 

标 会 导致 吨 一 个 目标 恶化 。 这 种 目标 函数 之 间 存 在 冲突 的 多 目标 问题 不 存在 唯一 的 最 优 

解 。 这 一 类 问题 有 时 也 称 为 多 准则 或 向 量 优化 问题 , 指 的 是 找到 一 个 决策 变量 , 能 够 满足 

给 定 的 约束 条 件 下 , 实现 对 向 量 函 数 的 优化 , 该 向 量 函 数 的 各 元 素 就 是 目标 函数 。 多 目标 

优化 问题 可 表示 为 

fi(%1,£2,-++,2n) 

fo(@1,%2,+++,2n) 
minimize f(x) = uo " 

fe(@1,£2,-++, Ln) 

subject to x EQ 

Ah, f:R"R' , OCR", ARR O HAN 

Q={e:h(a)=0, g(x) < 0} 

其 中 ， 
k:R” —R”, g:R”>R?, man 

总 的 来 说 , 存在 3 种 不 同类 型 的 多 目标 优化 问题 ， 

。 极 小 化 所 有 的 目标 冰 数 。 

© 极 大 化 所 有 的 目标 函数 。 

。 极 小 化 某 些 目标 函数 , RAHA Brea, 

后 两 类 问题 可 以 等 价 转换 为 第 一 类 问题 ,， 即 极 小 化 问题 。 

24.2 帕 累 托 解 
” 

多 目标 函数 给 各 个 决策 变量 分 配 一 个 位 于 多 目标 函数 空间 中 的 多 目标 向 量 孙 数值, 如 

图 24.1 和 图 24. 2 所 示 。 在 图 24. 1 中 , 决策 向 量 是 点 x ee 下 ， 目 标 函 数 向 量 为 .F 了 及 一 民 " ; 

在 图 24. 2 中 , RRCRE Ae eR, MARMARA AS: ROR, SA iii blah 8 

标 是 找到 一 个 解 ， 主 要 关注 决策 向 量 空间 ; 而 在 多 目标 问题 中 , 通常 对 目标 函数 空间 更 感 

兴趣 。 正 如 Miettinen 指出 的 , 多 目标 问题 在 某 种 意义 上 无 法 进行 明确 的 定义 ,因为 目标 

函数 空间 中 不 存在 自然 排序 ( 见 参考 文献 [92] 的 第 11 页 ) 。Miettinen 通过 一 个 简单 的 实
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例 对 这 一 点 进行 了 说 明 己 ; 。 比 如 , 某 些 时 候 可 以 认为 [1, 1] 7 小 于 [3, 3]7, 但 是 如 何 比 

较 [1, 3] 和 [3, 1] ?通常 情况 下 , 求解 多 目标 优化 问题 需要 在 多 个 目标 之 间 寻 找 合适 

的 折 中 。 简 而 言 之 , 在 多 目标 优化 问题 中 , 综合 考虑 所 有 的 目标 函数 ,对 于 某 个 解 , 在 可 

行 集 内 没有 其 他 解 能 够 对 目标 进行 改进 , 那么 这 个 解 就 是 最 优 解 。 多 目标 优化 问题 最 优 解 

的 正式 定义 是 由 Francis Y. Edgeworth 于 1881 年 提出 的 , 帕 累 托 (Pareto ) 在 1896 年 对 其 

进行 了 推广 。 现 在 , 习惯 于 将 多 目标 优化 问题 的 最 优 解 称 为 帕 累 托 极 小 点 ( 帕 累 托 解 ) 。 
下 面 给 出 帕 累 托 极 小 点 的 正式 定义 。 

用 人 1wX2) 
fol Xo) 

rw | 

  

x2 

  

i 
~~ 

| x} | 

图 24.1 ZEAE IIA, RRA SS A hie eB Ma EK RK 

=v
 

fy) 
folx) 
fa(x) 

fix) = 

    

x2 

  

  

24.2 在 三 维 空间 内 , 决策 变量 与 多 目标 向 量 函 数值 之 间 的 对 应 关系 

定义 24.1 已 知 产 了 "一 玉 ,weQ。 考 虑 优化 问题 ， 

minimize f(a) 

subject to #2 EN 

SF—-P AK CO, WREAKED, KRBATI=A1, 2,--,0,4 

fila) < fi(a*) 

成 立 ; 且 至 少 对 于 一 个 和 ， 有 

Ai(z) < fi(z*) a
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成 立 , 则 x "是 一 个 帕 累 托 极 小 点 。 帕 累 托 极 小 点 也 称 

    

fe | 下 

为 非 支配 解 ， 它 意味 着 不 存在 一 个 可 行 的 决策 变量 x 能 min | 
够 使 得 在 某 些 目标 函数 减少 的 同时 不 会 导致 至 少 一 个 其 shew 
他 目标 函数 增加 。 Cah 

帕 累 托 极 小 点 (最 优 解 ) 的 集合 称 为 帕 累 托 前 沿 , 如 
图 24.3 所 示 。 绝 大 多 数 多 目标 优化 算法 用 到 了 "支配 " ~ 
这 一 概念 。 如 果 解 是 帕 累 托 解 ， 那么 这 个 解 就 是 非 支 十 
配 解 。 

图 24.4 演示 了 4 类 双 目 标 优化 的 帕 累 托 前 沿 。 左 上 方 ” 狼 24- 3 用 栓 线 标记 的 果 轩 托 前 泊 
的 图 对 应 的 是 目标 函数 向 量 中 的 各 元 素 均 为 极 小 化 时 的 帕 累 托 前 沿 , 用 min-min 表 示 。 类 似 地 ， 
min-max 表示 一 个 目标 函数 到 极 小 化 而 另 一 个 目标 函数 到 极 大 化 ; 以 此 类 扒 。 

  

fo A min-min fo A min-max 

WRIGHT    
WAFERS 

  

ol
 

max-max 

HH RFERT HS 

帕 累 托 前 治 

  

max-min   a 

号 
24.4 双 目 标 优化 的 帕 累 托 前 沿 

    a
 

24.3 帕 累 托 前 沿 的 求解 

在 求解 帕 累 托 前 沿 时 ， 需 要 对 两 个 解 进行 比较 ， 从 候选 的 帕 累 托 解 集合 中 移 除 支配 

解 。 因 此 , 帕 累 托 前 沿 只 包含 非 支配 解 。 
下 面 引入 一 些 符号 和 记 法 。 记 “ 

DrT 一 [xt", 23", a erry! 

ASS vr MRA IE RICH, r=1,2, +, R, RRR RIERA, S 

F(a") = (fiw), fala’), «++, fe(w*”)|" 

#7 20°F BY) A ts PRE, REPEAT AA A’ , TS eT B(x’) 5 A, RT 

的 候选 解 与 当前 帕 累 托 解 进行 比较 ,可 能 会 出 现 以 下 3 种 情况 ; 

e。 至少 支配 一 个 当前 的 帕 累 托 解 。
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。 交 不 支配 任何 当前 的 帕 累 托 解 。 

ez 受到 一 个 当前 的 帕 累 托 解 支配 。 

如 果 闻 至 少 支配 一 个 当前 的 帕 累 托 解 , 那么 就 从 集合 删除 被 支配 的 解 ， 并 将 新 的 解 刀 

加 到 候选 的 帕 标 托 解 集合 中 。 在 第 2 种 情况 下 , 当 新 的 候选 解 之 不 支配 任何 现 有 候选 的 帕 

累 托 解 时 , 将 达 加 到 候选 的 帕 累 托 解 集合 中 。 对 于 第 3 种 情况 ， 当 新 的 候选 解 至 少 受到 一 

个 候选 的 帕 累 托 解 支配 时 , 不 改变 现 有 候选 的 帕 累 托 解 集合 。 

例 24.1 考虑 双 目 标 极 小 化 问题 , 决策 变量 和 目标 函数 空间 之 间 的 对 应 关系 为 
2)T fie)! 

[5, 6] 
[4,5] 
[3.7] 
[6, 8] 
[1, 4] 
(6, 7} 
[2, 5] 
(3, 6] 
[2,7] 
(4, 7] 

ERR BIKE KALA, Ho RAK RAR ACM, MAM THA LRH AX, 都 有 

fi(x") < fila) 

且 至 少 对 于 目标 向 量 的 一 个 元 素 放 有 

f(a") < 方 (2) 

为 了 确定 帕 累 托 前 活 ， 先 将 第 1 组 数据 作为 候选 的 帕 累 托 解 ,将 其 与 其 他 点 进行 比较 , 根 

据 比 较 的 结果 决定 是 否 替换 。 持 续 进行 比较 和 替换 操作 ， 最 终 可 得 到 候选 的 帕 累 托 解 

KS: 

P
P
P
S
 

E
P
 
B
E
N
S
 

P
B
M
O
N
N
Y
r
O
E
Y
P
S
 

A
n
w
b
a
r
b
r
n
a
n
 

sa 
S
E
R
A
 
A
A
A
L
R
O
A
 

[4,5] (22, 29] 
(1,4) [13,45] 
[2,7] [12,53] a 

下 面 基于 以 上 思路 , 给 出 一 个 帕 累 托 前 沿 的 生成 算法 。 这 是 在 对 Osyczka 提出 的 算法 

进行 稍微 修改 后 得 到 的 ( 见 参考 文献 [98] 的 第 100 页 至 第 101 页 ) 。 令 了 了 表示 为 得 到 最 优 解 

而 必须 进行 分 析 的 候选 解 的 数目 , 尺 是 当前 候选 的 帕 累 托 解数 量 。# 是 目标 函数 的 数量 ,， 即 

目标 函数 向 量 的 维 数 , ” 是 决策 空间 的 维 数 , 即 x 的 元 素 个 数 。 该 算法 包括 8 个 步骤 。 

帕 累 托 前 沿 的 生成 算法 

1. 生成 初始 x’, US Hf(x'). Ux CEA RENIA RIC. ML RAG, 令 
R;=1,j:=1, 

2. 令 j =J+1。 如 果 J<J, 则 生成 解 六 转 到 第 3 步 。 否 则 , 算法 停止 , 因为 已 考虑 

了 所 有 的 候选 解 。
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令 7r:=1, qg:=0(d 表示 从 当前 候选 的 帕 累 托 解 集合 中 移 除 的 解 的 数量 ) 。 

如 果 对 于 所 有 ?=1, 2, …, ft ,都 有 

fila’) < fi(w*") 

MWS a:=a 41S H=f(x’), Hx 标记 为 应 被 排除 的 解 , 转 到 6 步 。 
.如 果 对 于 所 有 =1, 2,…,《 ,都 有 

fi(w’) = F(z) 

转 到 第 2 步 。 

4ri=rt+l, WE rsr, $24, 

WS q 40, WW RLENIIA RICMEA PERE 4 EP ridat he, HR TEA 

新 的 候选 帕 累 托 解 , 加 入 到 帕 累 托 解 集合 中 , 转 到 第 2 步 。 

A R,=R+1, "7%, =x), f'* =f(x’), BEB 2 4. 

例 24.2 利用 以 上 算法 求解 多 目标 优化 问题 ， 

minimize | 
一 (xi + 22) 

21 +23 

subject to 2<27, <6 

5< 27259 

要 求 得 到 帕 累 托 前 活 。 执 行 100 次 迭代 , 在 每 次 和 迭代 中 ,随机 生成 50 个 可 行 点 。 利 用 上 

述 算 法 从 这 个 可 行 点 集合 提取 候选 的 帕 累 托 解 。 图 24.5 展示 了 在 100 次 和 迭代 后 所 获得 的 

帕 累 托 解 ， 同 时 还 包括 目标 函数 在 (Zi，2za ) 平面 上 的 水 平 集 。 图 24. 6 展示 了 该 算法 在 

100 次 迭代 后 , 在 目标 函数 空间 中 产生 的 帕 累 托 前 活 。 帕 累 托 最 优 解 用 ”x" 进 行 标记 ， 算 

法 的 最 后 一 次 迭代 开始 时 随机 生成 的 候选 解 用 ” ARID, 

  

  

  

  

    
  

片 和 天 的 水 平 集 以 及 蝗 累 托 最 优 解 

11 | ~\- ae Le co 

9 人 和. co Pong ee 
°° : x : : 

* 7 上 al bese ¥ 

5 一 

arf 75 
ah a : | 

% 0 2 4 6 6 10 
x4 

图 24.5 PRAT PIE ICA BE SS WYK SR
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90   
帕 累 托 最 优 解 

80k | 于 

1
 

70h. 

x : 了 * 

4Ob aps escaped ec Lok 

: : = ot ; oo 
xy: : - . wow ve os : 30+. % MR etn WI eee Sei? ek Widcpeeopse 

: : 2 : x       
25 -0 -5 -0 20 -5 -0 

及 

图 24.6 例 24.2 的 帕 累 托 前 沿 ( x ) 以 及 最 后 一 次 迭代 随机 生成 的 候选 解 (， ) 四 

前 面 讨 论 了 帕 累 托 前 沿 的 求解 算法 , 该 算法 比较 简单 。 还 有 其 他 一 些 求 解 多 目标 优化 

问题 的 方法 ， 如 遗传 算法 等 ”…” 。 

24.4 ”多 目标 优化 到 单 目标 优化 的 转换 

在 某 些 情况 下 , 可 以 将 多 目标 优化 问题 转换 为 单 目标 优化 问题 ,这样 ,就 可 以 利用 前 

面 讨 论 过 的 一 些 常 用 方法 进行 求解 了 。 本 节 讨 论 4 种 将 多 目标 优化 问题 转换 为 单 目 标 优 

化 问题 的 方法 。 本 节 始 终 假 定 目标 函数 向 量 .Fx) = [Ah(zZ)，…, 关 (xz)] 已 知 。 
第 1 种 方法 是 将 目标 函数 向 量 中 的 各 元 素 进行 线性 组 合 (组 合 系数 必须 为 正 数 ) ， 以 

此 作为 单 目 标 优化 问题 的 目标 函数 。 也 就 是 说 , 将 目标 函数 向 量 中 各 元 素 的 凸 组 合作 为 单 

Fra, BEE A pei 

f(z) =e! f(a) 

向 量 e 的 元 素 全 部 为 正 。 该 方法 称 为 加 权 求 和 法 , 线性 组 合 的 系数 ( 即 e 的 元 素 ) 称 为 权 

值 , 反映 的 是 目标 向 量 中 的 各 元 素 的 相对 重要 度 。 不 得 不 指出 的 是 , 权 值 的 确定 可 能 非常 

困难 。 

第 2 种 方法 是 以 目标 向 量 中 的 最 大 元 素 作 为 单 目标 函数 

jz) = max{ 户 (zz)} 

实际 上 , 这 就 是 将 多 目标 极 小 化 问题 转换 为 使 目标 函数 的 最 大 元 素 极 小 化 的 问题 。 因 此 ， 
称 为 极 小 极 大 法 。 需 要 注意 的 是 , 只 有 在 目标 向 量 的 各 元 素 具有 可 比 性 或 彼此 相 容 的 情况 

下 , 才能 应 用 此 方法 。 所 谓 彼此 相 容 , 指 的 是 它们 具有 相同 的 单位 (如 长 度 单位 都 为 m， 
或 质量 单位 都 为 kg) 。 这 种 方法 的 局 限 性 是 产生 的 单 目 标 函 数 可 能 是 不 可 微 的 , 因此 , 无 

法 使 用 那些 要 求 目标 函数 可 微 的 优化 求解 算法 (如 梯度 法 ) 。 接 下 来 将 会 看 到 , 目标 函数 

向 量 中 各 元 素 为 线性 函数 、 约 束 为 线性 方程 的 极 小 极 大 问题 可 简化 为 线性 规划 问题 。
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例 24.3 Bs MHv,,--,0,ER", #Eu,, --, u,, FRRDRAMA, 

minimize max{v)a+ui,: ,0 + Up} 

subject to Ag<b 

其 中 ,4ER" DER" 。 称 该 问题 为 Pl。 

a. 考虑 优化 问题 : 

minimize y 

subject to Ag <b 

yeu e+, t=1,:--,p 

该 问题 的 决策 变量 为 向 量 [YT , yy)". MAMMA P2, 证 明 x* 是 Pl 的 最 优 解 当 且 
仅 当 [xx  y |S P2HREM, HP, yy” =maxlv, x’ +u,, +, 0, x° +u,}. 

Br: SARS y2a, y2b, y2ec RH RAN, y2maxia, b, cl, 

b. 根据 问题 a， 构 造 线 性 规划 问题 : 

minimize é'z 

subject to Az <b 

使 得 其 与 P1 等 价 ( 指 的 是 由 一 个 问题 的 解 可 以 推出 另 一 个 问题 的 解 ) 。 试 找 出 这 

一 问题 的 解 与 Pl 的 解 之 间 的 关系 。 

解 : 
a. 必要 性 。 已 知 w “是 Pl 的 最 优 解 ， 令 8” =Imaxipy +， …， Do” +2 ， 则 

[xx 和 ,2 是 P2 的 可 行 解 。 令 [wxw ，2] 为 P2 的 任意 可 行 点 。 根 据 提 示人 信息， 

可 知 

y= max{v] @+uj,---,¥,@+ up} 

sesh, x 是 Pl 的 可 行 点 ， 故 

y >max{v] w+ uj,---,v, 2+ up} 

> max{v] @ +u,---,¥, 2" + up} 

=y"* 

因此 ,在 线性 规划 问题 P2 中 ,[Y”, 2 ] 是 最 优 的 。 

充分 性 。 采 用 反 证 法 ,假定 在 X “不 是 Pl 的 最 优 解 ,那么 在 P1 中 必然 存在 一 个 可 
行 点 Y'， 满 足 

多 = max{foyz' + VD 2 + up} 

< max{ylzr 二 wo 十 Up} 

=y" 

BR (x,y 是 P2 OTA, Ret BBA (y’) btixe", yy] +e 

的 目标 函数 值 。 因 此 ，[Y…, 久 ] 不 是 P2 中 的 最 优 解 。 这 与 已 知 条 件 相 了 矛盾 ， KH 

充分 性 得 证 。 

b. 定义
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构造 优化 问题 : 

一 minimize é'z 

subject to Az< 6 

由 问题 a 中 的 结论 可 知 ,， 如 果 得 到 了 这 个 线性 规划 问题 的 一 个 解 , 那么 前 多 个 元 素 

就 是 极 小 极 大 问题 的 一 个 解 。 = 

如 果 目 标 向 量 的 元 素 全 部 非 负 , 那么 以 目标 函数 向 量 的 p 范 数 作为 单 日 标 函 数 

f(z) = |F(@)llp 

也 可 以 将 原 问题 转换 为 单 目标 优化 问题 。 这 是 第 3 种 方法 。 极 小 极 大 方法 可 视 为 该 方法 
的 一 个 特例 , 即 p =m ; 当 D =1 时 , 这 种 方法 就 是 一 种 权 值 相同 的 加 权 求 和 法 。 当 2 为 有 

限 值 时 , 为 了 使 目标 函数 可 微 ( 以 便于 能 够 应 用 梯度 法 进行 求解 ) , 可 用 2 范 数 的 2D 次 方 来 

代替 范 数 本 身 ， 

f(a) = |F(@)IIE = (fr (w))? +--+ + (fe(@))” 

第 4 种 方法 是 将 目标 向 量 中 的 一 个 元 素 作 为 单 目 标 函 数 ,其 他 元 素 全 部 作为 约束 条 

件 。 对 于 给 定 的 目标 函数 向 量 . 记 可 构造 单 目 标 优化 问题 为 
minimize f(x) 

subject to fo(a#) < bz 

fe(a) < be 

其 中 , 加 ，…，b, 是 常量 , 分 别 表示 对 目标 户 , …, 所 的 期 望 值 。 显 然 , 只 有 确定 了 这 些 期 

望 值 之 后 , 才能 够 应 用 该 方法 。 

24.5 存在 不 确定 性 的 线性 规划 

本 节 讨 论 如 何 用 多 目标 优化 方法 求解 包括 不 确定 性 因素 的 线性 规划 。 在 这 一 类 问题 

中 , 约束 条 件 或 目标 函数 中 存在 一 些 不 确定 性 。 

约束 存在 不 确定 性 的 线性 规划 

考虑 包含 不 确定 约束 的 线性 规划 , 本 小 节 的 知识 基础 为 Wang 在 参考 文献 [131] 第 30 
章 中 讨论 的 模糊 线性 规划 。 一 般 形 式 的 线性 规划 问题 为 

minimize _cTz 

subject to 4z 芝 pb 

xz >0 

约束 可 以 按 行 表示 为
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(Aw); <b, *=1,2,---,m 

假定 约束 条 件 的 上 下 界 是 不 确定 的 ,所谓 不 确定 , 指 的 是 不 等 式 的 右 端 项 在 某 个 给 定 的 范 

围 内 波动 , 即 约 束 条 件 可 表示 为 

(Aa); <b: +6t;, i=1,2,---,m 

Hh, 6e[0, 1], t,>0,7=1,2, +, m, 

下 面 讨论 这 -类 问题 的 求解 方法 。 首 先 , 求解 以 下 两 个 线性 规划 问题 ; 
minimize ec! 

subject to (Aw); <b, 1=1,2,---,m 

220 

minimize e'a 

subject to (Aw);<6b;+t;, *1=1,2,---,m 

220 

(BLE EL EP a A 5 Sz, =e'x™, 2, =c wxt0)。 利 用 这 些 定 义 ， 
可 以 构造 一 个 函数 : 

0， c'2 < 2 
T — 

Ho(@) = 4 $85, =a <ela<y 
1, cla>z, 

FR PR BSE AI ERT AS AE EAR AB AS FTE”, PRC AR 24.7 Bras, e'x<z2, 
时 , po(x) =0, 表示 惩罚 度 最 低 。 当 ec Y= 为 时 , (xz) =1,， 对 应 最 高 惩罚 度 。 当 ao 到 
e'x<z2,ht, 惩罚 度 在 0 到 1 的 范围 内 取 值 。 

接 下 来 ,定义 另外 一 个 罚 函 数 : 

  

0， (Az); 一 <0 

p(w) 一 (AP), 一 ’ 0< (Ag); —b; < t; 

1, (Az); — ; > ti 

WH PR ASE HIE AN EB i TAR REY RTE” , PR HHA OA 24.8 fran, 

Hol) AD 

1 国 1 ia 

0 i 0 
20 2 e'x b; bj+t; (Ax), 

图 24.7 Bu, (x) 24.8 函数 ii(z) 

利用 前 面 定 义 的 这 两 类 函数 , 可 将 原来 的 线性 规划 问题 转化 成 多 目标 优化 问题 ， 目 标 

是 使 这 两 类 函数 极 小 化 , 即 尽 可 能 不 违背 约束 条 件 : 

Ho(Z) 

，， ， ji (a) 
minimize 、 

Um (2) 

subject to 220
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可 利用 极 小 极 大 方法 将 多 目标 优化 问题 转换 为 单 目 标 优化 问题 进行 求解 : 
minimize max {fo (a@), (41 (a), ---, tm (ax)} 

subject to a 20 

参照 例 24.3, 这 一 问题 可 等 价 转换 为 
minimize @ 

subject to. po(#) <0 

p(x) < 8, i1=1,2,---,m 

6 €[0,1],220 

将 函数 Mo 和 ys, , =1, 2, mer mMRAER, 可 得 

minimize 6 

subject to e'@ < z + 6(z; — 2) 

(Az); < 6; + 66;, ~4=1,2,---,m 

6¢€ [0,1], 220 

例 24.4 考虑 线性 规划 问题 : 

minimize — 5 一 22 

subject to 2, +22 <5 

m2 <3 

z, 20, r220 

约束 条 件 的 变动 范围 参数 为 上 =2 ,已 =1。 

a. 分 析 求 解 这 两 个 线性 规划 问题 ， 得 到 最 优 解 z0) 和 (0 , 在 此 基础 上 , 确定 2 和 2 

b. 将 该 问题 等 价 转换 为 一 个 线性 规划 问题 ( 需要 引入 9) ; 

c. 将 问题 b 中 得 到 的 线性 规划 问题 转换 为 标准 型 。 

解 : a. 利 用 图 解法 可 以 得 到 两 个 线性 规划 的 解 : 

zt = (2,3)" fe 2 =[3,4]7 

可 得 
y= ela) = -4 fo 2g = ea) — 55 

b. 该 问题 可 转换 为 线性 规划 : 

minimize 9 

subject to po(a) < 6 

p(w) < 8 
Ho(a) < 0 
6€ [0,1], 2>0 

其 中 ， 
0, 一 zl 一 za < —55 
~1g,- a 

Ho(a@) = satire, —53 =< $24 一 Z2 反 一 4 

1, —hay 一 Z2 > 一 4
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0， 

(2) = 

1, 

0, 

2(@) = 
1, 

ZI1 士 Z2 一 5 ， 
2 

2Z2 一 3， 

多 目标 优化 

zl1 十 TZ2 一 5<0 

0 和 Zi 十 zz 一 5 过 2 

zZ1 十 zz 一 5>>2 

t—-3<0 

O<22-3<1 

mg2-—3>1 

c. 将 上 述 函 数 代 入 到 问题 b 中 给 出 的 线性 规划 ， 可 得 

minimize 6 

subject to cl'a<zat A(z, — 20) 

(Aa); <= bi + (1 一 Ot, 1 一 1,2 

6e€ (0,1), 220 

AREER RERAG, TH 

minimize 

subject to 

4a, =0, TH LEM MHRA 

minimize 

subject to 

9 

3 1 1 
一 之 一 一 一 gti t ta 55 5? 

a, +22<5+ 26 

T2 近 3 十 0 

be [01U,z>0 

了 Z3 

Ti 十 272 十 3z3s 2 11 

2+ 22-273 <5 

Z2-%3 <3 

m3<1 

a, 20, 7=1,2,3 

这 一 问题 可 以 转换 为 线性 规划 标准 型 ,如 下 所 示 : 

minimize 23 

21+ 2z¢2 +323 一 Z4 = 11 

2Z1 十 TI2 一 273 十 5 一 5 

7T2 一 IT3 十 Z6 一 3 

Z3s 十 2Z7 一 | 

zr, 20, 

subject to 

i=1,2,---,7 a 

价值 系数 存在 不 确定 性 的 线性 规划 

下 面 讨 论 价 值 系数 存在 不 确定 性 的 线性 规划 求解 方法 。 假 定价 值 系数 的 不 确定 性 可 
以 采用 如 下 的 三 角形 函数 进行 描述 ; 

0, r<a 

(z—a)/(b-a), a<a<b . b = p(x; a, b,c) (c—2)/(c—b), b<enr<e 

0, Z >C
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当 aw=1,5=2,c=6 时 ,三 角形 函数 如 图 24.9 所 示 。 这 可 以 用 于 对 价值 系数 的 不 确定 性 

进行 建 模 。 按 照 参考 文献 [ 131] 的 第 386 页 中 的 记 法 , 符号 g =(cr , cl, cr ) 表 示 由 三 角 

FG PRB w(x; cf ，ci，cr ) 描述 的 不 确定 系数 c,。 那 么 , 线性 规划 问题 

minimize cTz 

subject to Agw <b 

一 x20 

就 成 为 

C 了 

or 

ctz 

subject to Ax<b 

x20 

minimize 

    

其 中 ， 

c= ler vee ca]. co = [3 vee al, cf+ 一 lef oe ct| 

很 明显 , 这 是 一 个 多 目标 优化 问题 。Wang 在 参考 文献 [ 131] 中 建议 , 极 小 化 中 心 cx , 极 

大 化 (c" -c )x, B/M“LAW (c* -c°)x, MAERMR/ Mie x, cox fle'x, HEB HE 

得 三 角形 函数 向 左边 倾斜 。 因 此 ,上述 多 目标 优化 问题 可 转换 为 下 面 的 多 目标 优化 问题 ， 

- (cn 一 ce) 
on 

(ct -—ec°)a 

subject to Aw <b 

minimize 

    

x20 
  

      

  

-2 0 2 4 6 8 
x 

图 24.9 =fAe mM w(r;a, b,c), a=1, b=2, c=6 

约束 方程 的 系数 存在 不 确定 性 的 线性 规划 

线性 规划 中 约束 方程 的 系数 也 可 能 是 不 确定 的 。 假 定 约束 方程 的 系数 矩阵 4 的 不 确
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定性 也 可 以 采用 前 面 给 出 的 三 角形 函数 进行 描述 。 也 就 是 说 , 系数 矩阵 4 的 元 素 au， 可 

用 函数 mm =A(ziag ,al，ag ) 表 示 。 由 此 , 约束 方程 的 系数 存在 不 确定 性 的 线性 规划 问 
题 可 表示 为 

minimize ec!@ 

    

4 7 b 

subject to A°’a| < |b 

Atg 1b 

220 

其 中 ,4 =[az],4 =[ay] 和 4 =[oz]。 

一 般 意 义 上 的 不 确定 线性 规划 问题 

一 般 意义 上 的 不 确定 线性 规划 问题 指 的 是 上 述 3 类 线性 规划 问题 的 组 合 。 线 性 规划 

问题 

minimize @' a 

subject to Aw <b 

z>0 

Pie — TIRE EAA Be re Da, BEY FE ( ~ +) SEAN FAL FS BK UT FE FE HE, BI 

@=(c,c°,c*), A=(A,A°,A*), b= (b ,b°,b*) 

因此 ,这 个 不 确定 线性 规划 问题 可 以 转换 为 多 目标 优化 问题 ， 

—(&-e)e@ 

on 

(ct -c°) 2 

Az bb 

40z b° 

Ate bt 

220 

minimize 

    

subject to < 

        

习题 

24.1 编写 MATLAB 程序 , 实现 本 章 给 出 的 帕 累 托 前 沿 生成 算法 ,利用 例 24. 1 对 程序 进行 测试 。 

24.2 考虑 多 目标 优化 问题 : - 
minimize f(x) 

subject to weEQ 

Hp, f:R"R' . 

a， 某 单 目 标 问 题 为 

minimize ec! f(a) 

subject to ERA 

Sith, ceR", ec >0( 即 利用 加 权 求 和 法 将 多 目标 问题 转换 为 上 述 单 目标 问题 ) 。 证 明 如 果 x * 是 单 
目标 问题 的 全 局 极 小 点 , 那么 x** 就 是 多 目标 问题 的 帕 累 托 极 小 点 。 并 证 明 这 一 结论 的 逆 命 题 并 不
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24.3 

24.4 

一 定 成 立 , 即 如 果 * "是 多 目标 问题 的 帕 累 托 极 小 点 , 那么 不 一 定 存在 c >0 HE x ERA 

的 全 局 极 小 点 。 

b. 假定 对 于 所 有 Ye Q, 有 .fx) 0。 求 解 单 目标 优化 问题 
minimize (f;(#))? +---+ (fe(@))? 

subject to 2EQ 

Hi, peR, p>0( Ml p 范 数 法 将 多 目标 问题 转换 为 单 目标 问题 ) 。 证 明 , 如 果 * "是 单 目标 问 

题 的 全 局 极 小 点 , 那么 x "就 是 多 月 标 问题 的 帕 累 托 极 小 点 。 并 证 明 这 一 结论 的 逆 命 题 并 不 一 定 成 

立 ,， 即 如 果 z" 是 多 目标 问题 的 帕 累 托 极 小 点 , 那么 不 一 定 存 在 p >0 使 得 x " 是 单 且 标 问 题 的 全 局 

极 小 点 。 

c. 求解 单 目标 优化 问题 : 

minimize max{ 广 (zz)……,F(z)} 

subject to #2E 

即 利用 极 小 极 大 法 将 多 目标 问题 转换 为 上 述 单 目 标 问 题 。 试 证 明 , 如 果 * "是 多 目标 问题 的 巾 累 托 

极 小 点 , 那么 二 "不 一 定 是 单 目标 问题 的 全 局 极 小 点 。 并 证 明 , 如 果 x"* 是 单 目标 问题 的 全 局 极 小 

A, 那么 x "不 一 定 就 是 多 目标 问题 的 帕 累 托 极 小 点 。 

已 知 .F: 了 "一 及 。 考 虑 含 不 等 式 约束 的 多 目标 问题 

minimize f(x) 

subject to we 

已 知 .fs C ,的 所 有 元 素 都 是 凸 函 数 ，Q 是 凸 集 。 存 在 "和 ec ”>0, 使 得 x "处 的 任何 可 行 方向 

@, 有 

c' Df(z*)d 0 

证 明 x " 是 帕 累 托 极 小 点 。 

BAS:R" OR Ah R'OR", 考 虑 含 等 式 约束 的 多 目标 问题 ; 

minimize f(x) 

subject to A(z) =0 

已 知 .六 esC ,大 的 所 有 元 素 都 是 凸 函 数 ,约束 集 是 凸 集 。 证 明 如 果 存 在 x", c”>0 和 A", 使 得 

e*' Df(z") + A°' Dh(z*) = 07 
h(x") =0 

那么 Y "是 帕 累 托 极 小 点 。 这 可 认为 是 有 约束 多 目标 优化 问题 的 拉 格 朗 日 条 件 。 

已 知 .F: 了 "一 月 ,9 :了 "一 R2。 考 虑 含 不 等 式 约束 的 多 目标 问题 : 

minimize f(z) 

subject to g(x) <0 

KS, geC SWRATKRES AM, ARREOR, iE, WIRE x’, c >OM pm’, 使 得 

pw 20 
c’' Df (x") + p*' Dg(x") = 0T 

Ag(z") 一 0 
g(z") <0 

那么 x "是 帕 累 托 极 小 点 。 这 可 认为 是 有 约束 多 目标 优化 问题 的 KKT 条 件 。 

BAS:R"R , 太 :到 "一 了 ”和 了 乡 : 及 "一 以。 考虑 一 般 形式 的 有 约束 多 目标 问题 : 

minimize f(a) 

subject to h(a) =O 

gz) <0 |
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24.7 

设 P, g , 玫 EC ,的 所 有 元 素 都 是 凸 函 数 , 约束 集 是 凸 集 。 试 证 明 , 如 果 存 在 xc” >0, 太 和 有 

使 得 

p20 

c*' Df (#*) + X"" Dh(a*) + "" Dg(x*) = 0° 

w*" g(x") =0 
h(x") =0 
g(x") <0 

ALA, x " 是 帕 累 托 极 小 点 。 

BAS, :R"ORALGL:R"OR, SF, eC. SERRA, 

minimize max{f,(z), fo(a)} 

BEM, Rx” APRA, 那么 

(1) 4F#E py, wy ER, 

Hyg 20, wiVA(e")+ Viole") =0,  pitug=l 

(2) BOF f(x") <max|f,(x"), A(e")}, Wa? =0. 

tim: SEI, minimize z subject to z>f,(x), 1=1,2.
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